6. Bewegung des starren Korpers

6.1 Kinematik

Bisher haben wir nur die Bewegung von diskreten Massenpunkten betrachtet. Hier unter-
suchen wir jetzt Korper mit bestimmter, nicht vernachlassigbarer Ausdehnung.

Wir denken uns einen solchen Korper als ein System von Massenpunkten, wobei die Anzahl
der Massenpunkte sehr grofl ist. Desweiteren sollen sich die Korper nicht deformieren lassen,
sodafl die Abstande zwischen den einzelnen Massenpunkten konstant sind. Es gelten also
die Zwangsbedingungen

|7 — 7| = e = const. (6.1.1)

Damit ist auch die Oberflache des Korpers starr, was die Bezeichnung starrer Korper recht-
fertigt.

Dreht man einen starren Korper, so dndert er im Gegensatz zum Massenpunkt seine Lage.
Also mufl man zur vollstindigen Beschreibung eines Korpers im Raum auch seine Orien-
tierung angeben. Es stellt sich die Frage: wieviel Koordinaten beschreiben die Lage eines
starren Korpers vollstandig? Wieviel Freiheitsgrade besitzt der starre Korper 7

Die Lage eines starren Korpers wird durch die Ortsvektoren dreier fester Punkte, die nicht
auf einer Geraden liegen, vollstandig beschrieben:

71(t) = (22(8),4.(8), 21 (2)),  Ta(t) = (22(2), 3a(1), 22(2)),  Ts(t) = (2a(t), us(t), 23(t)) (6.1.2)
Man braucht also 9 Koordinaten. Da es sich um einen starren Korper handelt, sind die
Absténde der drei Punkte konstant und man hat zusétzlich nach Gleichung (6.1.1) noch
die drei Bedingungen

‘ — —

™= T2‘ = C12, |F1 - F3| = (i3, |F2 - 7"3| = Ca3 (613)

Dadurch wir die Anzahl der Freiheitsgrade auf f = 9 — 3 = 6 eingeschriankt. Sechs Ko-
ordinaten reichen zur Beschreibung vollstindig aus: drei beschreiben die Translation eines
Massenpunktes des starren Korpers, drei zur Rotation um diesen Punkt (Theorem von
Chasles). Welche Wahl der sechs Koordinaten ist zweckmafig? Wir erinnern uns, daf
zyklische Koordinaten auf Erhaltungssitze fiihren und damit die Bewegungsgleichungen
vereinfachen.

Die Translationsbewegung des starren Korpers 1463t sich durch die Koordinaten des Ortsvek-
tors 7 = 7(t) eines beliebigen festen Punkts des starren Korpers wiedergeben. Eine spezielle
Wahl dieser drei Koordinaten ist der Schwerpunktvektor R = R(t), der die Translations-
und Rotationsbewegung entkoppelt, wie im Kap. 4.1 fir das Zwei-Korper-Problem gezeigt

wurde.
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Jetzt mufd noch durch die restlichen drei Koordinaten die Orientierung des Korpers im Raum
wiedergegeben werden. Man fiihrt hierzu ein korperfestes Koordinatensystem ein, indem
man an den ausgezeichneten Punkt des starren Korpers (z.B. Schwerpunkt) gedanklich
ein Koordinatensystem anheftet. Dieses soll alle Bewegungen des starren Korpers mit
ausfithren (sieche Abb. 6.1).

Abb. 6.1: Raumfestes und kdrperfestes Koordinatensystem.

Durch die Beschreibung der Bewegung des korperfesten Koordinatensystems im raumfesten
Koordinatensystem wird dann die Rotationsbewegung des starren Korpers wiedergegeben.
Im Folgenden gehen wir davon aus, dal der Ursprung des korperfesten Koordinatensys-
tems und des raumfesten Koordinatensystems zusammenfallen (sieche Abb. 6.2), d.h. wir
betrachten nur noch die Drehung des Korpers, sodaf sich die Anzahl der Freiheitsgrade auf

drei reduziert.

Abb. 6.2: Raumfestes und kdrperfestes Koordinatensystem mit gemeinsamen Koordinaten-
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ursprung.

Die Lage eines beliebigen Massenpunktes des starren Korpers P 1483t sich in beiden Koor-
dinatensystemen angeben:

T = (21,20,23), T = (x,,2y,T,) (6.1.4)
Da der tatsachliche Vektor unverandert bleibt, egal in welchem Koordinatensystem man
seine Komponenten angibt, mufl der Betrag des Vektors in beiden Systemen derselbe sein:

3

3
FP= 2= 7= a2 (6.1.5)
i=1

i=1
Durch die Transformationsmatrix A = (ay,) lassen sich die Koordinaten im raumfesten

System in die Koordinaten im korperfesten System iiberfiithren:

/

T =A% (6.1.6)
oder komponentenweise

3
z; =Y agry, i=1,2,3 (6.1.7)

k=1

Damit erhalten wir fiir Gleichung (6.1.5)

3 3 3 3 3 3 3
inz = Z( a ;) (D Qi) = Z(Z(Z QijQik ) L) Tp = Zl'j
i=1 i=1 j=1 k=1 j=1 k=1 i=1 j=1
Diese Gleichung ist nur erfiillt, wenn
3
> Gyt = 0, Jik=1,2,3 (6.1.8)
=1

ist. Transformation mit dieser Eigenschaft heiflen orthogonale Transformationen.

Das Vertauschen der Indizes £ und j in dieser Herleitung fiihrt auf dieselbe Gleichung.
Deshalb fiihren die neun Gleichungen (6.1.8) auf sechs Bedingungen fiir die Wahl der Ma-
trixelemente a,;;. Damit bleiben drei Parameter iibrig, um die Orientierung des korperfesten
Koordinatensystems im raumfesten Koordinatensystem anzugeben, z.B. die drei Eulerschen
Winkel (siehe Kap. 6.7).

Der einfachste Fall einer Drehung ist die ebene Rotation (vergl. Kap. 1.5). Dreht man den
starren Korper z.B. um die raumfeste Achse &, so gilt 2, = ; und z, und z, miissen aus
den Drehwinkel ¢ bestimmt werden. In diesem Fall ist nach Gleichung (1.5.6)

cos¢p sing 0
A= (—simb cos ¢ O) (6.1.9)
0 0 1
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Eine konkrete Wahl der drei die Rotation eines starren Korpers beschreibenden Koordi-
naten waren die Drehwinkel um die drei festen Raumachsen. Jeder dieser drei Drehungen
wird durch eine Matrix der Form (6.1.9) beschrieben. Drehungen, bzw. die zugehorigen
Matrixmultiplikationen, sind aber im allgemeinen nicht kommutativ, sodafl es auf die Rei-
henfolge der Drehungen ankommt. Deshalb betrachten wir zunachst Drehungen, die sich

als kommutativ erweisen werden.

6.2 Infinitesimale Drehungen

Wir betrachten die Verkniipfung zweier Drehungen, die durch die Drehmatrizen A und B

wiedergegeben werden:

d=AZ, b=B7

Die zwei Moglichkeiten der Reihenfolge ¢, = BAZ und ¢, = ABZ sind fiir endliche Drehun-
gen im allgemeinen verschieden ¢, # ¢,, wie man am Beispiel einer Streichholzschachtel, die

man in verschiedener Reihenfolge um 2 raumfeste Achsen jeweils um neunzig Grad dreht,
leicht feststellt (Abb. 6.3).

Ausgangslage 90° um z gedreht 90°um y gedreht
<

X o 7Hy x/ y

Ausgangslage 90°um y gedreht 90° um z gedreht

Abb. 6.3: Endliche Drehungen eines starren Korpers .
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Fiir die Transformation einer Koordinate gilt nach Gleichung (6.1.7)

3
x; = Za,,-kﬂ?k (6.2.1)
k=1

Wir betrachten den Fall, daf} es sich bei den Matrizen A und B jeweils um eine nahezu
wdentische Transformation handelt, d.h.

i, = O + €, (6.2.2)
wobei €, infinitesimal klein sein soll. Damit folgt fiir (6.2.1)

3
37; = Z(5ik + €1) Tk (6.2.3)

k=1

und somit
7 =(I+E), (6.2.4)
wobei

1 00
I={0 1 0 (6.2.5)
00 1

die Matrix der identischen Abbildung ist, und E eine Matrix mit infinitesimalen Eintragen
ist.

Wir zeigen jetzt, daf solche infinitesimalen Drehungen kommutativ sind: mit A = I + E;
und B = I + E, folgt

Da es sich um infinitesimale Drehungen handelt, vernachlissigen wir Terme hoherer als 1.
Ordnung in E; und E,, sodaf

82 - (I + El + EQ))? = 61, (6.26)
also sind infinitesimale Drehungen kommutativ.
A™' =T —E, ist die zu A = I + E; inverse Drehung, denn

AA'=(I+E)(I—-FE,) =1+E, —E, —EFE, =1 (6.2.7)

Fiir die infinitesimnale Drehung um die €;-Achse erhalten wir aus Gleichung (6.1.9) fiir
kleine ¢ = d¢p3 << 1 mit cos¢ ~ 1 und sin ¢ >~ do;
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0 1
sodafl
0 des 0 0 10
0 0 0 0 0 O
Diese Matrix ist antisymmetrisch (e;; = —e¢;;). Es 148t sich zeigen, daf§ die Matrix jeder

infinitesimalen Drehung antisymmetrisch ist.
Die Matrizen fir die infinitesimale Drehung um die €;- bzw. €,-Achse haben die Form

0 0 0 0 0 —do,
E,=(0 0 dé ), E,=[ 0 0 0 (6.2.9)
0 —dé, O déy 0 0

Dabei die vertauschen sich die Vorzeichen je nach Definition der Richtung der Drehung um
die jeweilige Achse.
Eine allgemeine infinitesimale Drehung wird durch die Matrix

1 dgs  —do,
(I+E)I+E)(I+Es) = (—d¢3 1 dé, ) =1+E (6.2.10)
dpy —dp, 1

beschrieben, also ist
0 dgs  —dg,
dp, —do, 0
mit insgesamt drei Parametern d¢;, d¢, und d¢s;. Kann man diese zu einem Vektor
zusammenfassen? Dazu betrachten wir den Vektor Z nach einer infinitesimalen Drehung:

Z = (I + E)X und berechnen die Anderung des Vektors dZ = Z — # = (I + E)X — X = EX,
d.h.

d./L'l 0 d¢3 _d¢2 T $2d¢3 - $3d¢2 -
d{]j2 = —d¢3 0 d¢1 To = —x1d¢3 + $3d¢1 == ff X dQ, (6212)
dz; do, —d¢, 0 T3 T1dp, — Todgy

d.h. dZ = 7 x dS} kann als Kreuzprodukt von Z mit s dargestellt werden, wobei

- do,
d$i = (d@) (6.2.13)
dos

dS} ist ein ”Pseudovektor”, da er fiir Spiegelungstransformationen invariant ist (Beweis siehe
Goldstein, Kap. 4.7).
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Abb. 6.4: Infinitesimale Drehung um die €;-Achse.

Betrachten wir als Beispiel noch einmal die Drehung um die €;-Achse (siehe Abb. 6.4). Mit
dSt = (0,0, dg;) folgt

di = (x4, %y, 23) X (0,0,dds) = (2dd3, —21d3, 0)

Mit z, = psin ¢3, x5, = pcos @3 folgt

7] = £/p? cos? gydgs? + p2 sin’ pad = pdeps

Damit haben wir nachtréglich Gleichung (3.12.22) zur Darstellung infinitesimaler Drehun-
gen bewiesen.

Wir betrachten jetzt die infinitesimale Bewegung eines beliebigen Vektors G im korperfesten
Koordinatensystem. Gemafl unseren Ausfiithrungen in Kap. 6.1 setzt sich diese zusammen
aus der Bewegung des Kérpers im raumfesten System und der Anderung der Koordianten
von G aufgrund der Drehung der Korperachsen:

(dé)kﬁrperfest = (dé)raumfest + (dé)rot (6214)

Die Anderung der Komponenten von G aufgrund der infinitesimalen Koordinatendrehung
betrdgt analog zu Gleichung (6.2.12)

(dG) oy = G x dS, (6.2.15)
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sodaf
(dé)raumfest = (dé)kﬁrperfest + dﬁ X é (6216)

Fiir die Anderung des Vektors G erhalten wir damit die Beziehung

dG dG o
(E)raumfest = (E)kiirperfest + w X G (6217)

mit der Winkelgeschwindigkeit des Korpers

A dQ, dQ, dQ,  dé dg, dgs

@ Caaa) " e a a)
Da der Vektor G beliebig ist, kénnen wir Gleichung (6.2.17) auch als Operatorgleichung

@ (6.2.18)

d d .

(a)raumfest = (a)kﬁrperfest + wX (6219)
schreiben. Wenden wir diese Operatorgleichung auf die Winkelgeschwindigkeit & selbst an,
so folgt

ddd dw
(%)raumfest = (%)kﬁrperfest (6220)

6.3 Scheinkrafte

Scheinkrafte sind Krafte, die ein Korper im rotierenden Bezugssystem zusétzlich zu den
aufleren Kraften erfahrt. Aufgrund der Erddrehung ist die Erdoberfliche ein Beispiel fiir
ein rotierendes System.
Wenden wir die Operatorgleichung (6.2.18) auf den Ortsvektor 7 an, so erhalten wir fiir die
Geschwindigkeit im raumfesten Koordinatensystem

Be= (Dn= (D)t GxF=tit Bx7, (6:3.1)
wobei die Indizes R fiir das raumfeste und K fiir das korperfeste (d.h. rotierende) Koordi-
natensystem stehen.
Wenden wir die Operatorgleichung (6.2.19) nochmals auf ¥z an, so folgt fiir die Beschleu-
nigung

i = (00, = (O 1 5 x5

und nach Einsetzen von Gleichung (6.3.1)

dvk d, .

5R=(W)K'i'(%(WXF))K"‘@‘XﬁK"‘&X(QXF)

— —

. di o T oo . o o
=aK+(E)K><r+w><(%)K-i-wxv;(—i—wx(wxr),
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also

—

Gp=dx+ O XT+20 X T+ @ x (@ x7) (6.3.2)

Fiir die duflere Kraft gilt im raumfesten Inertialsystem Fr = mig; also erhalten wir mit
Gleichung (6.3.2)

Frp = mix +m@d X 7+ 2ma@ X Tx + m@ X (& x 7) (6.3.3)

Der mit dem korperfesten System mitbewegte Beobachter mifit also die Kraft
Fy =miyx = Fr —md x 7 — 2m@ x Tx —md x (@ x 7)

- - - -
= FR + FBahnbeschleunigung + FCoriolis + FZentrifugala (634)

wobei wir drei verschiedene Scheinkrafte oder Tragheitskrdfte einfiithren:

FBahnbeschleunigung = —m(I)' X Fa (635)
FCoriolis = _2mu_j X /UKa (636)
FZentrifugal = —m(I)' X (Cl_j X 7_'") (637)

Die Scheinkrifte auf der Erdoberfliche kénnen oft vernachléssigt werden, weil der Betrag
der Winkelgeschwindigkeit der Erde mit 7" = 24 Stunden = 86400 s

2 B 2w
T 86400

=725-10° s (6.3.8)

WErde =

klein ist.

(a) Die Bahnbeschleunigungskraft (6.3.5) resultiert aus einer zeitlichen Anderung der Win-
kelgeschwindigkeit im rotierenden System.
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Abb. 6.5: Zur Zentrifugalkraft auf der Erde.

(b) Die Zentrifugalkraft (6.3.7) steht senkrecht auf der Drehachse und wirkt radial nach
auflen. Fiir das Beispiel der Erdoberflache ist in Abb. 6.5 die Richtung der Zentrifugalkraft
skizziert. Mit dem korperfesten Koordinatensystem auf der Erdoberfliche finden wir in
Abhéngigkeit vom Breitengrad 6 fiir den Betrag der Zentrifugalkraft:

| Fentritugat] = mw?r cos 0 (6.3.9)

Diese ist also am Aquator (0 = 0) am stirksten. Fiir die maximale Zentrifugalbeschleuni-
gung ergibt sich mit rx = 6370 km und Gleichungen (6.3.8) — (6.3.9)

G pentitugaimax] = W = (7.25 - 1075)(6.37 - 10°) = 0.034% - 3.42—?, (6.3.10)

der mit dem Wert der Gravitationsbeschleunigung g = 9.81 ms™? zu vergleichen ist.
Die Breitenwinkelabhéingigkeit (6.3.9) der Zentrifugalkraft fiihrt zur Abplattung der Erde.

(c) Die Corioliskraft (6.3.6) tritt erst bei Bewegung (vx # 0) der Masse m im rotierenden
Koordinatensystem auf. Sie steht senkrecht zur Drehachse &@ und senkrecht zur Bewe-
gungsrichtung vx der Masse.

Bewegt sich die Masse entlang eines Langengrads auf der Erdoberfliche, so bewirkt die
Corioliskraft auf der Nordhalbkugel eine Rechtsabweichung und auf der Siidhalbkugel eine
Linksabweichung (siehe Abb. 6.6).
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Abb. 6.6: Zur Wirkung der Corioliskraft bei Massenbewegung entlang eines Langengrades
auf der Erde.

Der Betrag der Corioliskraft

|F00riolis‘ = 2mugw| sin 6| (6.3.12)

verschwindet am Aquator und hat an den Polen ihr Maximum.

Bewegt sich die Masse entlang eines Breitengrads auf der Erdoberflache, so ist die Coriolis-
beschleunigung zur Zentrifugalbeschleunigung parallel gerichtet. Falls sich die Masse dabei
entgegengesetzt zur Rotationsrichtung bewegt (sieche Abb. 6.7), so gilt fiir die Summe der
Beschleunigungswerte

2’UK

) (6.3.11)

2
O = Qentrifugal T QCoriolis = W' T €08 0 — 2wV = wr cos f(w — p—

l\lQ¢

—_
vK

Abb. 6.7: Zur Wirkung der Corioliskraft bei Massenbewegung entlang eines Breitengrades

entgegengesetzt zur Rotationsrichtung der Erde.
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6.4 Tragheitstensor und Hauptachsentransformation

Zur Bestimmung der Bewegungsgleichungen des starren Korpers ist es hilfreich, den soge-
nannten Tragheitstensor einzufithren. Dazu erinnern wir uns, dafl der Drehimpuls E, eines
Massenpunktes m; beziiglich des Koordinatenursprungs durch f/z =7 X P; = mT; X U;
definiert ist. Hat man ein System von N Massenpunkten, so ist der Gesamtdrehimpuls

N N

6.4.1 Tragheitstensor

Gemaf unserer Diskussion in Kap. 6.1 und 6.3 ist jede Bewegung des starren Korpers
zusammengesetzt aus der Translation des Schwerpunkts und der Drehung mit der Winkelge-
schwindigkeit . Setzen wir das korperfeste Koordinatensystem mit dem Schwerpunktsy-
stem gleich, so gilt nach Gleichung (6.3.1) fiir die Geschwindigkeit des i-ten Massenpunktes

—

Ui,R = ‘7 + (D X Fi; (642)

wobei V die Translationsgeschwindigkeit des Schwerpunkts des Systems ist. Fiir die gesamte
kinetische Energie des Systems von N Massenpunkten erhalten wir dann

1 al 2 ]' al > — —\2 1 al 2 al > — — 1 al — —\2
T= §Zm,~vi’R = §Zm,-(V—|— Gx7)? = §ZmiV +Zm,~V-(w><T,-)+§Zm,-(wxri)
=1 =1 =1 =1 =1
Mit der Spatproduktregel (1.4.2)

Vo@x)=7-(Vxa)
finden wir, daf der zweite Term aufgrund der Schwerpunktbedingung (siehe Kap. 3.12.2)

verschwindet, d.h.

N N

SmV(@x7)=(Vxad)Y mf=0

i=1 i=1

Damit setzt sich die gesamte kinetische Energie aus zwei Anteilen zusammen
T = Ttrans + Trot (643)
mit

M
Ttrans = 7‘/2 (644)
und
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(6.4.5)

rat Z mz z

Wenden wir erneut die Spatproduktregel (1.4.2) auf die Rotationsanteil der kinetischen
Energien an,
) =@ - [T x (& x 7)),

(6.4.6)

so folgt
Trot = E ) Zmi_’i X ((Z)’ X _’i)

2 i=1

= @ x 7; in den Gesamtdrehimpuls (6.4.1) ein, so

—

Setzen wir gemafl Gleichung (6.4.2) ¥;
(6.4.7)

erhalten wir
N
—'b —’.)

Damit 148t sich Gleichung (6.4.6) schreiben als
1 - -
T =56 L (6.4.8)
Mit der Identitét (1.3.12) fiir das dreifache Kreuzprodukt in der Gleichung (6.4.7) erhalten
wir
N
L=> md(F-7) — 7(7 - 0)] (6.4.9)
i=1
Fiir die drei Komponenten folgen dann
N
Z (.’E Wy + yzw + Ziw ] = Zmz 7' - .’E zyz xizz’wz]a
N N
L,= Z m; [wyrf — yi(Tiw, + yiw, + Ziw,)] = Z m;[—x;yw, + (7}2 — ;) wy — Yiziw:],
i=1 i=1
N
yiziwy + (17 — 27w,

zi(Tiw, + Yiw, + zw,)] = Y my[—zizw, —
=1

L, = Z mg|w,r?
lineare Abhangigkeiten von den Komponenten der Winkelgeschwindigkeit w;. Mit Hilfe des

Tragheitstensors
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a ®ww Gwy @zz N Ti2 - xf —Z;Y; —X;%;
0=10, 0, 0, |= Z mi | —zy T -yl —z (6.4.10)
ezw zy @zz =1 —T;i%; —Yi%; T'z-2 — Zf
schreibt sich Gleichung (6.4.9) dann kurz als
L =063 (6.4.11)

Da die Komponenten des Trigheitstensors reell und symmetrisch (0;; = ©;;) sind, kann die
Matrix (6.4.10) durch eine Drehung des Koordinatensystems auf Diagonalgestalt gebracht
werden:

/6, 0 0
6=(0 © 0 (6.4.12)
0

Die neuen Koordinatenachsen, die mit den Richtungen der Eigenvektoren dieser Matrix
iibereinstimmen, heiflen Hauptachsen oder Haupttrdigheitsachsen, die Diagonalelemente O,
Haupttragheitsmomente.

Geht man vom Vielteichensystem zu einer kontinuierlichen Massenverteilung mit der Dich-
teverteilung p(7) iiber, so berechnen sich die Komponenten des Tragheitstensors in Analogie
zu (6.4.10) aus

Gij = /Vdv p(r_")(r2(5ij - 7’1'7"]') (6.4.13)

Als Beispiel zur Berechnung von Tréigheitstensoren betrachten wir einen homogenen (p =
const.) Wiirfel der Masse M mit der Kantenlénge b, der mit einer Ecke im Ursprung liegt
(sieche Abb. 6.8).
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b b X2

&Z////

Abb. 6.8: Homogener Wiirfel mit einer Ecke im Ursprung.

Nach Gleichung (6.4.13) erhalten wir fiir
b b b
O, = ,0/ d:c3/ dmg/ de,[(z] + 25 + 23) — 2] =
0 0 0

b b b b b
p/ dx3/ dxz/ dz, (25 + z3) = pb/ dx3/ dzy (x5 + x3) =
0 0 0 0 0

b R B
b/d V) = ph(% 4 L) = Zpb = 2 M
pb | dws( +a3b) = pb(5 + ) = 5pb° = 3

weil M = pb*. Ebenso folgt

b b b b b 1 1
Oy = —p/ dx3/ de/ dr 2,20 = —pb/ dxzxg/ dr,z; = —~pb® = —= MV’
0 0 0 0 0 4 4

Alle anderen Nichtdiagonalkomponenten sind gleich ©,, und alle Diagonalkomponenten
gleich ©;.

6.4.2 Tragheitsmoment
Mithilfe von Gleichung (6.4.11) schreibt sich die kinetische Energie der Rotation (6.4.8) als

@ - (6a) (6.4.14)



Abb. 6.9: Drehung um eine feste Drehachse 1.

Rotiert der starre Kérper um eine feste Drehachse 77 (siehe Abb. 6.9), so gilt

& = wi, (6.4.15)
und wir erhalten fiir Gleichung (6.4.14)

2

1 ~
T = 5wt - (Owi) = %eﬁ (6.4.16)

mit dem skalaren Trdgheitsmoment beziiglich der Achse 71

3 3

N
w2

N
Trot = —ﬁz miCUFiX(T—I:X_'i) = % Zmzﬁ[ﬁrf—ﬁ(ﬁﬁ)] = ? Zm,[Tf—(ﬂﬁf] (6418)
i i i=1

Durch Vergleich der Gleichungen (6.4.16) und (6.4.18) erhalten wir fiir das Tragheitsmoment
den Ausdruck

Qi = > mylr! — (F; - 1)’ (6.4.19)
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6.4.3 Satz von Steiner

Der Tragheitstensor und das Tragheitsmoment hidngen von der Wahl des Ursprungs des
korperfesten Achsensystems ab. Es existiert ein einfacher Zusammenhang zwischem dem
Tragheitsmoment um eine gegebene Achse @ mit dem Tragheitsmoment um eine parallele
Achse b, die durch das Massenzentrum des starren Kérpers verliuft (sieche Abb. 6.10).

%
a b

Abb. 6.10: Zum Satz von Steiner.
Nach Gleichungen (6.4.18) und (6.4.19) ist

0; = Zlm,[rf — (7 -71)?] = Zml( ;X 11)?, (6.4.20)

wobei die Spatproduktregel (1.4.2) fiir

(7 x )2 = (7, x /) - (75 X @) =7 - [ x (7 x 7)] = Fy « [} - 7) — 77 - 7)] = 12 — (7 - 7)°

k3

ausgenutzt haben. Nach Abb. 6.10 gilt 7, = R + 7, und wir erhalten fiir Gleichung (6.4.20)

N N . N . N
Z 7Y x AP =Y mi(R x @)+ 3" my(7, x @)? + 2(R x 7 Zm,
i—1 i=1

i=1

Der letzte Term verschwindet aufgrund der Definition des Massenzentrums >, mF, = 0,

2

denn

220



N
m;(7, x ) = —=2(R x @) - (A x 3_m;7;) = 0

i=1 i=1

M=

Dann ergibt sich der Satz von Steiner:

0; = 0; + M(R x 1)? (6.4.21)

|1_i; x 7i| ist der senkrechte Abstand des Schwerpunkts von der Achse @ durch den Ursprung
(sieche Abb. 6.10).
Analog verfahren wir mit dem Trigheitstensor (6.4.10):

N
61'1' = Z ma[ri5ij - Ta,ira,j] (6422)
a=1

Mit 7, = R + ¥ oder r,; = R; + r;ﬂ. folgt

N

3
=Y maldi; Y (Ri+7,,)" — (Ri +7,,)(R; +1,)]
a= k=1
3 3 I ! 7

N 3
= Z ma[éij(z Rz —+ ZT;ik + 22 er;’k R R az a] — R,-Ta’j — Rﬂ‘a,i]
a=1 k=1 k=1 k=1

=Y "m, [(5”7"a — ra J’a S+ Z mey[di; Z R} — R;R;]+

!

+ Z Ma[20; Z Ryr, — R, — Ryr, ) (6.4.23)

Die erste Summe in Gleichung (6.4.23) identifizieren wir mit dem neuen Trégheitstensor
beziiglich des Schwerpunkts,

N
Ly = Y ma[0y72 — 1T ] (6.4.24)

Man beachte, daf8 dieser Tensor die gleiche formale Struktur wie der Tensor (6.4.22) hat.
In der dritten Summe von Gleichung (6.4.23) treten immer Summen der Art 3, m,r, auf,
die aufgrund der Schwerpunktsbedingung 3", maf"a = 0 alle verschwinden.

Damit verbleibt

Oy = I + M(6,R* — R;R;) (6.4.25)
oder
L =0y — M((SinQ — RR)), (6.4.26)

was oft als Verallgemeinerung des Steinerschen Satzes bezeichnet wird.
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6.4.4 Beispiel des Wiirfels

Zur Illustration des Steinerschen Satzes behanden wir noch einmal den in Kap. 6.4.1
betrachteten homogenen Wiirfel mit einer Ecke im Ursprung (siehe Abb. 6.8).

Im Folgenden bezeichnen wir mit X; die alten Achsen und mit z; die Schwerpunktachsen
(sieche Abb. 6.11)

X3

x|
X/

Abb. 6.11: Alte Achsen X; und Schwerpunktachsen x; des homogenen Wiirfels mit einer
Ecke im Ursprung.

Der Schwerpunktvektor ist in diesem Fall B = (£,2,%), dh. R, = R, = R, = ® und

27272 2

R*=Y,_, R = 3p. In Kap. 6.4.1 haben wir die Komponenten des alten Tréigheitstensors

zZu
2 2
@11 = 922 = @33 = gMb
und
1 2
912 = @13 = @23 = _ZMb
berechnet.

Nach dem verallgemeinerten Steinerschen Satz (6.4.26) erhalten wir
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2 1 1
L = On — M(E' = RBy) = S Mb* = S Mb* = MV’

2

und

1, b

112 == @12 - M(_Rle) = _ZMb "I‘MZ = 0

und analog

1 2

Iy = I3 =11 = éMb

und

113 2123211220

Der neue Tensor ist also diagonal

6.4.5 Hauptachsentransformation

Wir haben bereits in Kap. 6.4.1 vermerkt, daf} die Komponenten des Tragheitstensors
(6.4.10), (6.4.13) und (6.4.22) reell (©;; = ©;;) und symmetrisch (©;; = ©;;) sind, d.h. die
Matrix © ist hermitesch oder selbstadjungiert. Jede reelle und symmetrische Matrix 148t
sich durch eine orthogonale Koordinatentransformation auf Diagonalform bringen. Durch
die Einfiihrung eines neuen, gedrehten Koordinatensystems kann der Tragheitstensor stets
auf Diagonalform — wie in Gleichung (6.4.12) — transformiert werden. Die neuen Koordi-
natenachsen heiflen Hauptachsen oder Haupttrdigheitsachsen.

Bezeichnen wir den resultierenden diagonalisierten Tragheitstensor mit

L; = L;d, (6.4.27)
so erhalten wir nach Gleichung (6.4.11) sehr einfache Ausdriicke fiir die Komponenten des
Drehimpulsvektors

3 3
L= Zlijwj = Zli(sijwj = Liw; (6.4.28)
j=1 j=1

und die Rotationsenergie (6.4.8)

1 3 1 3 3 1 3 3 1 3
Tt = 5 > owil; = 3 DY Ljww,; = 3 SN Lbjwiw; = 3 > Lw? (6.4.29)
i=1 i=1

i=1 j=1 i=1 j=1
Das Ergebnis (6.4.28) impliziert, dafl bei Rotation um die €,-Hauptachse, d.h. & = wé,,

dann auch der Drehimpuls parallel zu dieser Achse ist, d.h. L || @ || €,. Rotiert ein starrer
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Korper um eine solche Haupttragheitsachse und bezeichnet I das Haupttragheitsmoment
um diese Achse, so gilt nach Gleichung (6.4.28)

3

=1

Andererseits gilt fiir den alten (nicht-diagonalen) Triigheitstensor © nachwievor Gleichung
(6.4.11), d.h.

3

j=1
Das Gleichsetzen von Gleichungen (6.4.30) und (6.4.31) liefert sofort fiir i = 1,2,3 das
Gleichungssystem

3

Z(@m‘ - I%‘)%‘ =0 (6.4.32)

i=1

Ausgeschrieben lautet das Gleichungssystem (6.4.32)

(@11 — I)wl + @12(4()2 + @13(U3 =0 (6433@)
@12(,{)1 -+ (@22 - I)CUQ + @23&)3 == 0 (6.4336)
@13&)1 + @23(.02 + (@33 - I)w3 = O (64330)

Fiir nicht-triviale Losungen @@ # 0 miissen wir fordern, da$ die Koeffizientendeterminante

verschwindet:

O, —1 O O3
det(©;; — Id;;) =| Ons Oy — 1 O, |[=0 (6.4.34)
@13 623 633 - I

Gleichung (6.4.34) ist eine kubische Gleichung fiir I mit den drei Losungen [, I, und Is.
Jede dieser Losungen ist das Haupttragheitsmoment um eine der Hauptachsen.
Offensichtlich konnen drei Falle auftreten:
(a) Sind alle Haupttragheitsmomente verschieden I, # I, # I3 # I, so handelt es sich um
einen unsymmetrischen Kreisel.
(b) Beim symmetrischen Kreisel sind zwei Haupttrigheitsmomente gleich grof}, z.B. I, =
I, # 1.
(c) Beim Kugelkreisel sind alle drei Haupttragheitsmomente gleich gro, d.h. I, = I, = [;.
Der in Kap. 6.4.4 betrachtete Wiirfel bei Drehung um den Schwerpunkt ist ein Beispiel fur

einen Kugelkreisel.
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Rotiert der starre Kérper um die Achse, die dem Haupttragheitsmoment I; entspricht, dann
ist nach Gleichung (6.4.30) L = I,@, und beide Vektoren & und L sind entlang dieser Haup-
tachse gerichtet. Die Richtung von & in Bezug auf das korperfeste Koordinatensystem ist
dann identisch mit der Richtung der zu I; gehérenden Haupttragheitsachse. Deshalb konnen
wir die Richtung dieser Hauptachse bestimmen, indem wir I, fiir I in das Gleichungssystem
(6.4.33) einsetzen, und damit das Verhaltnis der Komponenten der Winkelgeschwindigkeit
w1 : Wy ws berechnen; dies entspricht der Bestimmung der Richtungskosini.

Ebenso verfahren wir mit I, und I, um die Richtung der entsprechenden Hauptachsen zu
bestimmen.

Mit der Bestimmung des Verhiltnisses w; : w, : w; sind die Richtungen der Vektoren
eindeutig festgelegt. Natiirlich sind diese Vektoren gerade die Eigenvektoren der Matrix in
Gleichung (6.4.32).

Wir illustrieren dieses Verfahren am Beispiel des in Kap. 6.4.4 betrachteten Wiirfels mit
einer Ecke im Schwerpunkt. Mit A = 2Mb*/3, B = M?/4 lautet der Trigheitstensor

A A -B -B
-B -B A
und die Determinante (6.4.34) ist
A-I -B -B
-B A-I -B
-B -B A-1
mit den drei Losungen I, = A — 2B = Mb*/6 und I3 = A+ B = 11Mb*/12. Setzen wir
die Losung I = I, in das Gleichungssystem (6.4.33) ein, so folgt das System

2(.()1_(4)2_&)3:0

—w1+2w2—W3=0

_wl—CUQ+QW3:O

mit der Losung w; = w, = w; und damit fiir den normierten Eigenvektor 77, = 37'/2(1,1, 1),
der in Richtung des Schwerpunktes zeigt. Ebenso verfihrt man mit der zweiten entarteten
Losung I, 3, die auf die drei identischen Gleichungen

w1+w2+W3:0

fiihrt. Eine mogliche Wahl des Eigenvektors ist 71, = 6 1/%(2, —1, —1).
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6.5 Das Tragheitsellipsoid

Zur Veranschaulichung der Richtungsabhangigkeit des Triagheitsmoments ©; dient das so-
genannte Tragheitsellipsoid. Wie in Abb. 6.12 skizziert, geben wir eine beliebige Rotation-

sachse durch den Einheitsvektor 7 = (cos a, cos 3, cosy) mit den Richtungskosini vor.

Z

S

I

X

Abb. 6.12: Zum Trdgheitsellipsoid.
Geméf Gleichung (6.4.17) ist das Triagheitsmoment um diese Achse

. 0,, O, O, cos o
©=0;=1-(01) = (cosa,cos 5,co87) | Oy O, O, cos 3
S)

coS 7y

2z 2y 2z

0,,cosa+ 0,, cos B+ O, cosy
= (cos a, cos f,cosy) | ©,,cosa+ O,,cos B+ 6O,, cosy
O,,cosa+ 0,,cos 3+ 06, cosy

= 0,, cos’ a+ 0, cos”  + 0., cos® v + 20, cos a cos S+
20, cos acos 7y + 20, cos [ cos 1, (6.5.1)

wobei wir die Symmetrie des Trégheitstensors 6 ausgenutzt haben.

Fihren wir den neuen Vektor

. 7 (cosa cos 3 COS’}/) (65.2)
0= = , , 5.
ve Ve’ ve’' Ve
ein, so schreibt sich Gleichung (6.5.1) als
O, W) + Oyw) 4+ 0, w? 4 20,,w,w, + 20, w,w, + 20, w,w, =1 (6.5.3)
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Gleichung (6.5.3) stellt in den Koordinaten (w,,w,,w,) ein Ellipsoid dar, das sogenannte
Tragheitsellipsoid.
Der Abstand w vom Drehpunkt 0 in Richtung 7 zum Tragheitsellipsoid ist

w=1/v0. (6.5.4)

Durch Drehung des Koordinatensystems konnen wir das Ellipsoid in seine Normalform
iiberfiihren,

ohne die in Gleichung (6.5.3) auftretenden Mischterme. Gleichung (6.5.5) entspricht dem
Trégheitsellipsoid im Hauptachsensystem. Nach Gleichung (6.5.4) ist der Radiusvektor zu
einem Punkt auf diesem Tragheitsellipsoid umgekehrt proportional zum Haupttragheitsmo-
ment bei Rotation um diesen Vektor.

6.6 Die Eulerschen Gleichungen

Wir betrachten die Bewegungsgleichung des starren Korpers mit einem festgehaltenen
Punkt, d.h. V = 0 in Gleichung (6.4.2).
Im raumfesten Koordinatensystem gilt gemafi Gleichung (2.3.24) der Drehimpulssatz

d

(=) L=D (6.6.1)

mit dem #uBeren Drehmoment D = 7 x F. Mit der Operatorgleichung (6.2.19) folgt im
korperfesten Koordinatensystem der Drehimpulssatz zu

=

drL .
(G)x+@xL=D (6.6.2)

Wihlt man die korperfesten Achsen als die Haupttriagheitsachsen des starren Korpers, dann
ist nach Gleichung (6.4.28) L, = ©,w,, L, = O,w, und L; = Osws;, und Gleichung (6.6.2)
fuhrt auf

Oiw; + € Orwjwy, = D;, (6.6.3)

oder komponentenweise geschrieben auf das gekoppelte Gleichungssystem

@1(42)1 - (62 — @3)&)2&)3 = Dl (6640,)

@2&)2 - (@3 — @1)w3w1 = D2 (6646)
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@3(,2)3 — (@1 - @2)W1W2 = D3 (6640)

Dies sind die Fulerschen Gleichungen des starren Kdérpers. Die Losungen @(t) gelten im
korperfesten Koordinatensystem. Die Schwierigkeit besteht zunachst darin, die Kompo-
nenten des externen Drehmoments D im Hauptachsensystem zu bestimmen.

Wir betrachten daher zundchst den Fall des krdftefreien starren Korpers , d.h. F = 0,
sodaB D = 0. In diesem Fall vereinfachen sich die Eulerschen Gleichungen (6.6.4) auf

@1(42)1 = (@2 - @3)&)2&)3 (6650,)
(—')2(4;)2 = ((—')3 — @1)&)3&)1 (665b)
(—')3(42)3 = ((—')1 — @2)&)1&)2 (6656)

6.6.1 Beispiel 1: Kraftefreier Kugelkreisel

Mit D = 0 und ©, = O, = O, folgt aus Gleichungen (6.6.5) sofort @ = 0, d.h. & = const.,
d.h. starre Rotation.

Dies entspricht der Bewegung des in Kap. 6.4.4 betrachteten kréftefreien Wiirfels um seinen

Schwerpunkt.

6.6.2 Beispiel 2: Kraftefreier symmetrischer Kreisel
Mit D = 0 und ©, = ©, = O erhalten wir fiir Gleichung (6.6.5¢) fiir die Symmetrieachse

€s:

@3&)3 = 0
sodaf

w3 = W3 = const. (6.6.6)

Eingesetzt in Gleichung (6.6.5a)

@d)l = ((—') — @3)(:)30)2

folgt
d)l + QWz == 0, (6.6.7)
mit der Konstanten
© -
0= (63 —1)@s



Gleichung (6.6.5b) ergibt ebenso

CZ)Q - QUJI = 0 (6.68)

Multiplizieren wir die letzte Gleichung mit ¢ = v/—1 und addieren wir die resultierende
Gleichung mit Gleichung (6.6.7), so folgt

CZ)]_ + 7,(,()2 + QCUQ - 'LQC&)l =0

Fiir die Grofle n = w; + 1w,
folgt die Gleichung

n— 1y =

mit der Losung

n(t) = Ae™ = A(cos Qt + isin Qt),

sodaf

wi(t) = AcosQt, w,y(t) = AsinQt (6.6.9)

mit der Konstanten A. Gleichungen (6.6.6) und (6.6.9) sind die vollstindigen Losungen.
Fiir den Wert der Winkelgeschwindigkeit folgt

W =w = /A2 + &2 = const. 6.6.10
3
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Abb. 6.13: Kriftefreie Bewegqung eines symmetrischen Kreisels.

Wie in Abb. 6.13 skizziert, beschreibt die Projektion des Rotationsvektors & auf die €;-€,-
Ebene senkrecht zur Symmetrieachse €; einen Kreis mit der Frequenz 2 um die Symme-
trieachse des symmetrischen Kreisels. Die gesamte Winkelgeschwindigkeit & ist dem Betrag
nach konstant und prazessiert mit der gleichen Frequenz um die €;-Achse.

Die Integrationskonstanten @; und A (die Amplitude der Prizession) kénnen durch die
iiblichen Konstanten der Bewegung ausgedriickt werden, namlich durch die kinetische Ener-

gie des Kreisels

1 . 1 .
Tops = §@A2 + 593&)5 = const.

und den Quadrat des Drehimpulses

L’ = ©°A® 4+ ©30; = const.

Man sollte erwarten, dafl die Drehachse der Erde diese Prizession ausfiihrt, denn die
aufleren auf die Erde wirkenden Drehmomente sind so schwach, dafl die Rotationsbe-
wegung als kriftefrei angesehen werden kann. Der Erdkorper hat niherungsweise die
Gestalt eines abgeplatteten Rotationsellipsoids mit der Elliptizitiat (Abplattungsverhéltnis)
(03 —©)/6 ~ 1/300. Die Winkelgeschwindigkeit seiner Rotation ist w ~ @; = 27/86400,
die Prizessionsfrequenz daher Q2 = @;/300, was einer Periode von 300 Tagen entspricht.
Diese ist im wesentlichen identisch mit der Chandler-Periode der Polschwankungen von 429
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Tagen, bei denen der Abstand der Drehachse vom Nordpol im Mittel um etwa 4 m auf der
Erdoberflache schwankt.

6.6.3 Beispiel 3: Kraftefreier asymmetrischer Kreisel
Wir nehmen ohne Beschrankung der Allgemeinheit an, dafl ©, < ©, < O, ist.
Als erstes multiplizieren wir jede der Eulergleichungen (6.6.5) mit w;,

@1&]10\)1 == (@2 - @3)&)1&)2&)3
@2(,1)2(4)2 = ((—')3 — @1)&)1&)2&)3

Oswsws = (O1 — O )wiwsrws,
und addieren die drei Gleichungen mit dem Ergebnis

3 1 3
Z @zwzw, = w1w2w3[@2 - @3 + @3 - @1 + @1 - @2] =0= %[5 Z @zwf
i=1

i=1

oder

1 3
5 Z Ow; =T,, = a = const., (6.6.11)
=1

was der Energieerhaltung entspricht.
Als zweites multiplizieren wir jede der Eulergleichungen (6.6.5) mit ©w;,

@fd)lwl = @1 (@2 - @3)&)1&]2&)3
@ngwg = @2(@3 - @1)&)10}20)3

®§w3W3 = @3(@1 - @2)&)1@2&)3,

und addieren diese drei Gleichungen mit dem Ergebnis

3 3
Z @fw,w, = w1w2w3[@1@2 - @1@3 + @2@3 - @2@1 + @1@3 — @293] =0= %%[Z @fu}f]
=1 =1

oder

3
Y Oiw; =L*=b= const.. (6.6.12)

i=1
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Gleichung (6.6.12) besagt, dafl der Betrag des Drehimpulses eine Konstante der Bewegung
ist.

Wir l6sen Gleichungen (6.6.11) und (6.6.12) jeweils nach w; auf und setzen beide Ausdriicke
gleich:

1 1
w; = =—[20 — O1w; — Ozw;] = —[b — Olw} — O3wj] (6.6.13)
@2 62
Es folgt
@g @3 2 b— 20/@2 @1 @f 9
& ek Tlo, e
oder
W =y, — Yow? (6.6.14)
mit
2@@2 —b @1(@2 - @1)

_ = 2\ P2 7B 6.6.15
le @3(@2 _ (_)3) 72 @3(@2 _ (_)3) ( )

Setzen wir Gleichung (6.6.14) in Gleichung (6.6.13) ein, so erhalten wir

mit
200; — b 0,(0; — ©,)
_ By = 21\ PO 6.6.17
P60, -0 *~ 6,0, 0, (6.6.17)
Die erste Eulergleichung (6.6.5a)
Ll)l . @2 - @3
Wows O,

liefert nach Einsetzen von Gleichungen (6.6.14) und (6.6.16) das elliptische Integral 1. Gat-
tung

@2 - ®3t _ “1 dw
O, w1(0) \/51 — Bow? /71 — Paw?

Die Loésungen w;(t) fiihren dann auf Jacobische elliptische Funktionen.

(6.6.18)

6.7 Die Eulerschen Winkel

Fiir nicht-verschwindende #ufere Drehmomente D # 0 miissen wir die Orientierung des
korperfesten Koordinatensystems relativ zum raumfesten Koordinatensystem mit Hilfe von

232



drei unabhangigen Parametern beschreiben. Nur wenn man solche generalisierten Koordi-
naten gefunden hat, konnen wir auch den Lagrange-Formalismus im raumfesten Inertial-
system auf den starren Korper anwenden. Eine spezielle Wahl dieser Koordinaten sind die
Eulerschen Winkel ¢, 6 und .

Gesucht ist eine Transformationsmatrix A((;S, 6,1), die einen Vektor in den raumfesten
Koordinaten (z,, z) in die korperfesten Koordinaten (z',%,z') transformiert, d.h.

(«,y,2) = A(4,0,4) (Z) (6.7.1)

z

mit

. Q13 Q12 Qi3 .
A= ay ayp asy mit  a;; = a;(9,0,v) (6.7.2)

Q31 Q32 Aszg

Man kann die Transformation mittels dreier aufeinanderfolgender Drehungen ausfiihren,
wobei vorher genau festgelegt wird, welche drei Drehungen in welcher Reihenfolge aus-
gefithrt werden sollen. Jede dieser Drehungen kann durch einen Drehwinkel festgelegt wer-
den, z. B. ist nach Gleichung (6.1.9) die Drehmatrix um einen Winkel ¢ um die z-Achse

R cos¢ sing 0
A (9) = (—singb cos ¢ 0)
0 0 1

Die Eulerschen Winkel sind die Drehwinkel dreier spezieller einparametriger Drehungen,
die hintereinander geschaltet werden:
1. Drehung um Winkel ¢ um die z-Achse:

. cos¢ sing 0
D(¢) = (—sinq§ cos ¢ 0)
0 0 1

Dadurch ergibt sich das in Abb. 6.14 gezeigte Koordinatensystem (£, 7, x) durch

z

(€1.X) = D(9) <y)
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Abb. 6.14: Ergebnis der 1. Drehung.

2. Drehung um Winkel # um die £&-Achse (neue z-Achse):
Dadurch ergibt sich das in Abb. 6.15 gezeigte Koordinatensystem (£, 7', ) durch

A . §
(S,n,x)=0(9)<n>

X
mit
. 1 0 0
C@) =0 cosf sinf
0 —sinf cosf
X
WK T]%

Abb. 6.15: Ergebnis der 2. Drehunyg.
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3. Drehung um Winkel ¢y um die x'-Achse (2. neue z-Achse):
Dadurch ergibt sich das gezeigte Koordinatensystem (z',y', z') durch

C . £
(xay,2)=3(1/))(n')

!

X

mit

R costyy siny 0
B(ip):(—sim/) cos 1 O)

0 0 1

Abb. 6.16: Ergebnis der 3. Drehung.

Fiir die Transformationsmatrix A, die einen Vektor vom raumfesten in koérperfeste Koordi-
naten transformiert, erhalten wir dann

A= A(¢,0,9) = B())C(0)D(¢) (6.7.3)

Fithren wir damit die Operation (6.7.1) nacheinander aus:

) cos¢ sing 0 x Z oS ¢ + ysin ¢
D(¢)Z = (—sinqb cos ¢ O) (y) = (—:rsinqb—{—ycosgﬁ),

0 0 1 z z
o 1 0 0 zcos ¢ + ysin ¢
CO)D(p)Z=10 cosf sinf —zsing+ycos¢ | =
0 —sinf cosf z
x cos ¢ + ysin ¢
(—xsing + ycosp)cosf + zsinf |,
(xsin @ — ycos @) sinf + z cos f
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und

) o costy siny 0 xcos ¢ + ysin ¢
B)C(0)D(¢)Z = | —sinyp cosyp 0 (—zsing 4+ ycos @) cosf + zsinf | =
0 0 1 (xsin¢g — ycos @) sinf + z cosf
[z cos ¢ + ysin ¢] cos ¢ + zsin ¢ sin 6 + sin 1) cos O] —x sin ¢ + y cos @]
—[x cos ¢ + ysin @] sin ) + z cos 1 sin O + cos Y cos [—z sin ¢ + y cos @]
(xsin¢ — ycos @) sinf + z cos b

Gemaf Gleichung (6.7.3) folgt dann fiir die gesamte Drehmatrix

A=
€OS ¢ cos Y — sin ¢ sin Y cos 6 sin ¢ cos Y + cos ¢sintpcosf  sintysinf
—cos¢siny —sin¢cosycosf —sin¢siny + cospcosyycos) cossinb (6.7.4)
sin ¢ sin 6 —cos ¢sin cos 6
A ist wieder eine orthogonale Matrix, weil sie aus der Multiplikation orthogonaler Matrizen
entsteht. Deshalb ist die inverse Matrix A~! = AT, die Vektoren vom korperfesten in

raumfeste Koordinaten transformiert, d.h.

T=A"'7 = AT%, (6.7.5)

gleich der transponierten Matrix AT, die man durch Vertauschen von Zeilen und Spalten
aus A erhilt.

6.8 Lagrange-Mechanik des starren Korpers

6.8.1 Lagrange-Funktion des Kreisels
Als korperfeste Achsen wihlen wir die Hauptachsen des starren Korpers. Nach Gleichung
(6.4.29) erhalten wir dann fiir die Rotationsenergie
61 2 62 2 63 2
Trot = ?ww, —+ 7wy, =+ 7wz,
Die zur Winkelgeschwindigkeit & gehorende allgemeine infinitesimale Drehung kann so

(6.8.1)

aufgefafit werden, als bestiinde sie aus drei aufeinanderfolgenden infinitesimalen Drehungen
mit den Winkelgeschwindigkeiten w, = ¢, wy = 6 und w,, = v, sodaf

G=¢+0+14 (6.8.2)
oder komponentenweise
wm’ = qbz’ + éz/ + /l.ﬁz’ (683@)
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wz’ = q.bz’ + 92’ + 12121

(6.8.3¢)

Es miissen also die Projektionen der Winkelgeschwindigkeiten der einzelnen Drehungen auf

die korperfesten Achsen bestimmt werden. Dabei ist nach Kap. 6.7 é || zur raumfesten

z-Achse, | zur € = ¢'-Achse und ¥ || zur z'-Achse, d.h.

- 0
CAINEY
z
Mit & || (0,0,z) = AT(0,0,z') folgt aus Gleichung (6.7.4)
.. [sinysiné
¢=¢ | cossinf |,
cosf
sodafl

q}ﬁz: = ¢sinsin b, (by/ = $costsinb, éﬁzf = ¢cost

Mit 8 || £'-Achse folgt wegen
o z cosyy —siney 0 z
E=B"'10]=1|siny cosyp 0 0
0 0 0 1 0

aus der Inversion von Matrix B
.. cos
0=0| —siny
0

9$1=960sw, 0, = —0sin1, 9;20

Yy

sodaf

Mit den Gleichungen (6.8.4) — (6.8.6) folgt fiir Gleichungen (6.8.3)

W, = éﬁsin¢sin9+9cosw
W, = dcosthsinf — fsiny

W, = (}SCOS 0+ 1/)
Wir erhalten sofort
w = #* sin? 1 sin® @ + 6° cos® 1 + 2¢0 sin 1) sin 0 cos 1),
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(6.8.7D)
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w = #* cos® 1 sin® @ + 6° sin® o) — 260 cos 1) sin O sin 1Y (6.8.9)

und

w? = ¢ cos® 0 + U + 21 cos . (6.8.10)

Fiir die Rotationsenergie (6.8.1) folgt dann
O, 2 i 2 - 2 02 2 ) o :
Thor = 7[(/5 sin” ¢ sin” 6 + 6” cos® ¢ + 2¢0 sin ¢ sin 6 cos Y|+
% [¢? cos? 1 sin® 6 + 62 sin® ¢ — 266 cos 1) sin O sin Y]

+%[<}52 cos” 0 + 1% + 2¢n) cos 4] (6.8.11)

Bei festgehaltenem (VSP = 0) Schwerpunkt gilt dann fiir die Lagrange-Funktion des Kreisels
61 72 a2 .2 N2 2 10 o :
L="T.—V(,0,0) = 7[(15 sin” ¢ sin” @ + 6” cos® 1 + 2¢0 sin 1) sin 6 cos Y]+
@2 Y2 2 . 2 n2 . 2 " . .
7[(;5 cos” ¢ sin” @ + 6% sin” 1) — 2¢0 cos 1 sin f sin ]

+%[¢2 cos? 0 + U + 201 cos 0] — V (¢, 0, 1) = L(¢, 0,1, ¢, 0, 1)) (6.8.12)

Die Lagrange-Gleichungen lauten

d oL 0L
%% = %, (6813@,
d oL 0L
%% —_ %’ (6.8-13b)
d oL 0L

6.8.2 Beispiel: Schwerer, symmetrischer Kreisel

Die Symmetrieachse ist natiirlich eine der Hauptachsen und soll als z'-Achse des korperfe-
sten Systems gewahlt werden. Die Nullpunkte des raumfesten und korperfesten Koordi-
natensystems seien in den Unterstiitzungspunkt des Kreisels gelegt (siehe Abb. 6.17). [ ist
der Abstands des Schwerpunkts vom Unterstiitzungspunkt.
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Abb. 6.17: Schwerer, symmetrischer Kreisel.

Fiir den symmetrischen Kreisel ist ©; = ©, und mit

wh + wz/ = (}52 sin® 6 + 6°
reduziert sich die Lagrange-Funktion (6.8.12) auf

O N .
L= 71[@ sin” 0 + 6°] + 73[¢2 cos” 0 + * + 2¢1h cos 0] — V (9,0, ), (6.8.14)
wobei ©; und ©; die Haupttrigheitsmomente beziiglich des gewihlten Ursprungs des

korperfesten Koordinatensystems sind.
Die potentielle Energie ist einfach

V = Mgl cos ¥, (6.8.15,
wobei M die Masse des Kreisels ist. Dann erhalten wir fiir die Lagrange-Funktion (6.8.14)

L= %[gbz sin” 0 + 6% + %[¢2 cos? 0 + 1% + 241 cos ] — Mgl cos 8. (6.8.16)
Die Koordinaten ¢ und % sind zyklisch, sodafl p; und p, Erhaltungsgroflen sind:
oL - .
Do = % = O,¢sin” 0 + O3(¢) + ¢ cosh) cosf = const. (6.8.17)
Py = % = O3(¢) + ¢ cos ) = const. (6.8.18)
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Setzen wir Gleichung (6.8.18) in Gleichung (6.8.17) ein, so folgt

Py = O1¢sin’ 0 + p, cos d (6.8.19)
oder
« Ds — Pycost
=0 3, 6.8.20
¢ O, sin’ ( )
mit dem Integral
8(t) t o m, — o(t)
Dy — Dy COS
t) — o(to) = / do= | dt 6.8.21
QS( ) QS( 0) $(t0) ¢ to @1 sin2 O(t') ( )

falls die Losung 0(t) bekannt ist.
Nach Gleichung (6.8.18) ist ebenfalls

. Dy Dy COS 0
_ 2 0 = gPe — Py COST
w @3 ¢ €08 @3 oo @1 Sin2 0 ’

wobei wir Gleichung (6.8.20) eingesetzt haben. Die Integration dieser Gleichung liefert

(6.8.22)

A Py — pycosB(t)
W(t) — (ty) = /¢ L= todt[ o cos 0(¢' )22 o st o(?) ] (6.8.23)

bei bekannter Losung 0(t).
Da das System konservativ ist, ist die Gesamtenergie ebenfalls eine Erhaltungsgrofle:

E=T+V = %[¢2sin20+92] + %[¢200820+¢2+2¢¢COSG]+Mglcos€

Y

O, ,ps — pycosh, p¢
M .8.24
2( 0. sinf ) +2@3+ glcos® (6.8.24)

wobei die Gleichungen (6.8.18) und (6.8.20) verwandt wurden. Es folgt

02

l(E— py 1 (p¢—?¢0059)2
@1 2@3 2(—')1 sin 6

Zur Losung substituieren wir u = cos @, oder = arccos u, sodafl

9> = — Mgl cost) (6.8.25)

@_ 1
dt — VI—uzdt
und sin®# = 1 — u2. Dann erhalten wir fiir Gleichung (6.8.25)
W i(E— jou! = (po — Pyu)®  2Mglu
1 — u? N @1 2@3 @f(l — UQ) @1

oder
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, 2 7% 2M glu Dy — Doyl
2= (1—u)[ (B - %) - — (T 6.8.26
i = (1 =) (8= By - 2 - (Pt (6:826)
Gleichung (6.8.26) fiihrt auf das Integral
u(t) d

t—t =+ - , (6.8.27)

u(t ) P — Do U\

O - ) (B = 5~ Myl) - (e

das die formale Losung u(t) und damit 6(¢) ergibt. Das Polynom unter der Wurzel von
Gleichung (6.8.27) ist 3. Grades in u, so dafl wir auf elliptische Integrale als vollstdndige
Losungen kommen.

Allerdings ist eine qualitative Diskussion der moglichen Losungen leicht moglich. Dazu
definieren wir die Funktion

flu) = (- ut)(E - 2

o B pwu’)Q
0, 20,

— Mglu) — (22 = (6.8.28)
1

Damit lautet Gleichung (6.8.26) einfach

W = f(u) (6.8.29)

Offensichtlich brauchen wir fiir reelle Werte von @, da§ f(u) > 0 zwischen |u| < 1. An den
Nullstellen der Funktion f wechseln @ und damit @ ihr Vorzeichen, d.h. diese Nullstellen
definieren gerade die Umkehrpunkte der Bewegung von 6.

Fiir sehr grofle Absolutwerte von |u| — oo verhélt sich f asymptotisch wie

2Mgl 400 fiir u — o0
f(|u\>>1)_®—1u _){—oo fiir u — o0

Fiir die Werte v = +1 ist

flu==%1) = —(L(;Flm)z <0

negativ, sodafl eine der drei Nullstellen u; > 1 von f im Gebiet u > 1 liegt. Qualitativ
ergibt sich das in Abb. 6.18 gezeigte Verhalten der Funktion f(u).
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[ [

Abb. 6.18: Qualitatives Verhalten der Funktion f(u).

Die beiden anderen Nullstellen liegen zwischen —1 < u; < u, < 1. Der Winkel © lauft

dann zwischen den Grenzwerten

arccos u; < 6 < arccos u, (6.8.30)

Diese Neigung der Figurenachse wird Nutation genannt.

Es ist iiblich, die Bewegung des Kreisels dadurch zu beschreiben, dal man die Schnittkurve
der Figurenachse auf einer Kugel mit Einheitsradius um den festgehaltenen Punkt auftragt.
Diese Kurve wird Locus der Figurenachse genannt. Die Kugelkoordianten der Punkte auf
dem Locus sind mit den Eulerschen Winkeln ¢ und € identisch. Nach Bedingung (6.8.30)
liegt der Locus zwischen den Kreisen 6, und 6,. Der Verlauf des Winkels ¢ richtet sich nach
den Werten von Gleichung (6.8.20):

.« Dy — Pycosh
¢ = . 2
O, sin” 6

fiir die moglichen Werte von 6.
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(a) (b)

(c) (d)

Abb. 6.19: Nutation des schweren symmetrischen Kreisels.

Je nach den Werten vom Zahler py, — p, cos f dieses Ausdrucks kann man vier Félle unter-
scheiden:

(a) py — py cos @y # 0 hat das gleiche Vorzeichen wie py — p, cosf, # 0. Dann ergibt sich
die in Abb. 6.19a skizzierte zeitliche Variation der Figurenachse.

(b) ps —py cos by # 0 hat von p, —p, cos b, # 0 verschiedene Vorzeichen, sodafl die Richtung
der Prizession an den Grenzkreisen verschieden ist. Es entstehen Schleifen (Abb. 6.19b).
(¢) ps —py cos b, = 0 verschwindet am oberen Kreis, sodafl qb und gleichzeitig Null werden.
Die Bahnkurve enthilt Spitzen (Abb. 6.19c). Dieser Fall tritt immer dann ein, wenn die
Symmetrieachse z am Anfang festgehalten wird, sodaf8 sich der Kreisel anfangs nur um
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seine Symmetrieachse dreht. Die Anfangsbedingungen lauten dann ¢(0) = #(0) = $(0) = 0
und 0(0) = 6,.

(d) Fiir #(0) = 0 und bestimmte Anfangsbedingungen fiihrt der schwere Kreisel eine nu-
tationsfreie Prézession (Abb. 6.19d) durch, fiir die exakt 6 = const. # 0 gilt. Diesen Fall
diskutieren wir etwas ausfiihrlicher.

6.8.3 Nutationsfreie Prazession des schweren, symmetrischen Kreisels

Wir gehen von den Lagrange-Gleichungen fir die Winkel 6, ¢ und v aus und setzen dort
0 = 6, = const ein.

Aus der Lagrange-Funktion (6.8.16) folgt

oL _
dtoh
und
oL Y . - _
50 = ©,¢°sinf cos + O3(¢) + ¢pcosB)(—¢sinf) + Mgl sin 0

= sinO[Mgl + ¢*(©, — O3) cosf — Oy,

sodaf} die erste Lagrange-Gleichung lautet

0,0 — sin 0[(©, — ©;)¢? cos f — Oy1h¢ + Mgl] = 0
Mit 6 = 6, = const. folgt 6 = 0 und diese Lagrange-Gleichung liefert

(0, — 0,)¢” cos by — Oythd + Mgl =0 (6.8.31)
Ebenso erhalten wir aus der Lagrange-Funktion (6.8.16)

oL

95 ="

und

I . . . o
% = 0, sin* ¢ + O3(1) + ¢ cos ) cos = O, sin® Oy + O3(1 + ¢ cos By ) cos by,

sodaf

O, sin’ By + O; cos by () + pcosby) =0 (6.8.32)

SchlieBlich erhalten wir aus der Lagrange-Funktion (6.8.16)

oL

%:O

und
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oL
O
sodaf} aus der Lagrange-Gleichung beziiglich 1 folgt

O3 (1) + dcos ) = O;() + ¢ cosby),

O (1h + pcosy) =0 (6.8.33)

Setzen wir Gleichung (6.8.33) in Gleichung (6.8.32) ein, so folgt sofort ¢ = 0 und damit
¢ = ¢o = const.. Damit ergibt sich gemaB Gleichung (6.8.33) ¢ = 1), = const. Beide
Konstanten miissen Gleichung (6.8.31) erfiillen; d.h.

(@1 - @3) COS 00¢(2] - 93(2507-#0 =+ Mgl = 0 (6834)
(a) 1. Fall: fiir 6, = 7/2 oder ©, = ©; muf} gerade

Mgl
631/}0

B0 (6.8.35)

erfiillt sein.
(b) 2. Fall: fiir 6, # 7/2 und ©, # O, hat die quadratische Gleichung (6.8.34) fiir ¢, die
beiden Losungen

1
2(@1 — @3) COS 00

Reelle Losungen existieren nur, wenn das Argument der Wurzel nicht negativ ist, d.h.

¢0,1,2 =

(Ot £ \/©202 — 4Mgl(O, — ©;) cos by (6.8.36)

AM gl(©, — ©3) cos b,
©3

Fiir ¢, = (2/63)\/Mgl(®1 — ©3) cos B, ergibt Gleichung (6.8.36) gerade eine Prizessions-
frequenz

2 >

7V (6, -0;)cosb,

mit 0, # 7/2. Fiir ¢ > (2/@3)\/Mgl(®1 — ©3) cos B, ergeben sich die zwei Prézessionsfre-
quenzen (6.8.36).
Zusammenfassend: Die nutationsfreie Prazession wird nur erreicht, wenn der Kreisel durch

einen geeigneten anfanglichen Stofl eine Anfangsgeschwindigkeit (}5(0) = ¢, erhilt, die gleich
den in Gleichungen (6.8.35) und (6.8.36) errechneten Werten ist.
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