5. Hamilton-Mechanik

Mit der Hamiltonschen Formulierung der Bewegungsgleichungen geschieht oberflichlich be-
trachtet nur eine mathematische Neuformulierung der Lagrange-Gleichungen 2. Art. Diese
Neuformulierung ist aber wichtig fiir das Verstindnis der Quantenmechanik.

5.1 Hamiltonsche Bewegungsgleichungen

Das Ziel unserer Uberlegungen ist der Ubergang von den Verinderlichen

(Ort 4, Geschwindigkeit g, Zeit t) — (Ort g, Impuls g, Zeit t) (5.1.1)

Die Vektoren deuten an, dafl es sich jeweils um die Anzahl s verallgemeinerter Koordinaten
handelt.

Nach Gleichung (3.12.3) ist der in Gleichung (5.1.1) eingehende kanonisch konjugierte Im-
puls durch

=9 1.2

definiert. Die Art des Ubergangs (5.1.1), in dem eine partielle Ableitung als neue Variable
auftaucht, geschieht elegant durch die sogenannte Legendre-Transformation.

5.1.1 Mathematischer Einschub: Legendre-Transformation

Wir betrachten den Ubergang von einer Funktion f(z,y) zur Funktion g(z,u) = g(z, 2—5)
mit
0
g(z,u) = vy — f(z,y), mit u = a—f (5.1.3)
)

Die so gebildete Funktion g enthalt y nicht mehr als unabhingige Variable, wie man am
totalen Differential erkennt:

fdx+a—f dy)

dg = ydu + udy — df = ydu + udy — (8 o

Fir u = g—g folgt

dg = ydu + udy — gdw — udy = ydu — gd:c

o0x 0x
und es gilt
99 _ 9Of
or  Ox
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5.1.2 Ableitung der Hamilton-Gleichungen
Wir betrachten das totale Differential der Lagrange-Funktion:

° BL oL

dL = ZaLd +Z + gt (5.1.4)

Mit Gleichung (5.1.2) und den Lagrange—Glelchungen 2. Art (3.7.13) folgt

oL doL .
dq;  dtog; — b
sodafl
S . s . aL
dL =" pidg; + Y p;d; + - -dt (5.1.5)
=1 =1 ot
Es gilt die Beziehung
d(X_pid;) = D_ Gydp; + Y pdd;, (5.1.6)
j=1 j=1 j=1
soda8 wir mit Gleichung (5.1.5) erhalten:
8 . S . s . s . S . aL
d(Q_pid; = L) = D dydp; + D psdi; = 3_ psdg; = 3 pidi; — 5 dt =
j=1 7j=1 7j=1 7j=1 Jj=1
S . s . aL
> 4idp; — > pidg; — —dt (5.1.7)
i=1 j=1 ot

Wir definieren die Hamilton-Funktion (siehe auch Gleichung (3.12.11))

pa qa ijqj - L (518)

Diese enthalt zwar iiber die Lagrange-Funkuon L auch die Geschwindigkeiten ¢;, aber
diese stehen iiber Gleichung (5.1.2) in direktem Bezug zu den Impulsen p;, soda wir
4; = q;(q;,p;) durch g; und p; ausdriicken konnen. Der Vergleich mit Gleichung (5.1.3)
zeigt, dafl die Hamilton-Funktion durch eine Legendre-Transformation aus der Lagrange-
Funktion entsteht.

Offensichtlich ist die linke Seite von Gleichung (5.1.7) das totale Differential dH, das eben-
falls auch durch

. 0H . 0H OH

dH = Z dq,+z dp] TR (5.1.9)

gegeben ist. Durch Vergleich mit Glelchung (5.1.7) folgen die Hamiltonschen Bewegungs-
gleichungen, die auch als kanonische Bewegungsgleichungen bezeichnet werden:

0H

— = —p, 5.1.10
an D;j ( )
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0H

— =g, 5.1.11
0H oL
—_— = 112
at ot (5 )

Damit haben wir die s Differentialgleichungen 2. Ordnung in der Lagrange-Formulierung
auf 2s Differentialgleichungen 1. Ordnung in der Hamilton-Formulierung reduziert.

Die kanonischen Gleichungen (5.1.10) — (5.1.11) zeigen sehr deutlich die Symmetrie und
Gleichwertigkeit von Ort und Impuls auf. Die kanonischen Gleichungen zeichnen weder Ort
noch Impuls besonders aus.

5.1.3 Der Phasenraum
Der mit der neuen Darstellung aufgespannte 2s-dimensionale Raum heifit Phasenraum.
Anschaulich kann der Phasenraum nur im Fall s = 1 dargestellt werden (Abb. 5.1).

p

(q(1)p (1)

Abb. 5.1: Illustration des Phasenraum fir s = 1.

Die in Abb. 5.1 skizzierte Kurve beschreibt die Zustdnde von Ort und Impuls, die das
Teilchen als Funktion des Parameters ¢ (Zeit) durchlduft. Die Zustdnde sind durch die
Variation der Hamilton-Funktion bestimmt. Die Kurve stellt die Niveauflache fir H =
const. dar. Das gezeigte Beispiel entspricht einer periodischen Bewegung.

5.1.4 Bedeutung der Hamilton-Funktion

Betrachten wir zunichst den Fall, dal die Krifte zeit- und geschwindigkeitsunabhiangig
sind. In Kap. 3.8.3 haben wir gezeigt, dal in diesem Fall die kinetische Energie T' eine
homogene Funktion 2. Grades in den verallgemeinerten Geschwindigkeiten ist. In Kap.
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3.12.1 haben wir bewiesen, daf3 in diesem Fall die Hamiltonfunktion H = F' =T+ V gleich
der konstanten Gesamtenergie des Systems ist.
Dies verdeutlicht auch die totale Ableitung der Hamilton-Funktion nach der Zeit:

dH G 0H. ‘. 0H 0H
E—Za—qj%"" Z@pﬁ‘ Bt

Jj=1 Jj=1

Mit den kanonischen Gleichungen (5.1.10) und (5.1.11) erhalten wir dafiir

an_on  omon owon, on

J=1

(5.1.13)

Falls die Hamiltonfunktion nicht explizit von der Zeit abhéngt (d.h. (0H/0t) = 0), ver-
schwindet die totale Ableitung, und die Hamiltonfunktion und damit die Gesamtenergie
sind konstant.

5.1.5 Beispiel 1: Der ein-dimensionale harmonische lineare Oszillator
Nach Kap. 2.4.4 ist die Hamilton-Funktion in diesem Fall gegeben durch
P’ kr?
H=T+V="—+— 5.1.14
+ 2m + 2 ( )

Damit erhalten wir fiir die kanonischen Gleichungen (5.1.10) — (5.1.11)

_OH _
or

oH
—kx, == = £,

b= ~% m

sodaf

mit der Losung

x(t) = Acoswt + Bsinwt, w =/k/m

Mit der Anfangsbedingung z(¢ = 0) = A folgt B = 0, sodaf

z(t) = Acoswt, p(t) = mi = —Amw sinwt
Fiir die Gesamtenergie erhalten wir dann

2 kx? 1 1 1
E=H=2 + B LA’ sin? wt + —kA%cos? wt = —mA%W?
2m 2 2 2 2

Weil die Hamilton-Funktion konstant ist, hat Gleichung (5.1.14) die Gestalt einer Ellipsen-
gleichung im Phasenraum, d.h. in den Koordinaten p und z, wie in Abbildung 5.2 skizziert.
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Abb.  5.2: Plasenraumdiagramm des eindimensionalen harmonischen Oszillators. Die
gestrichelte Kurve reprisentiert eine héhere Gesamtenergie H .

Die eingeschlossene Flache im Phasenraum ist durch

F = /pda: (5.1.15)

und hat die Dimension einer Wirkung. Spalten wir das Integral in einen Teil oberhalb
und einen Teil unterhalb der z-Achse auf, oder transformieren wir auf das entsprechende

Zeit-Integral, so folgt

27 fw d 27 [w
F= / dt p(t)—x = mA2w2/ dt sin® wt =
0 dt 0
mA*W* T jw = TmwA® = TA*Vmk (5.1.16)

5.1.6 Beispiel 2: Geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld
Nach Gleichung (3.13.11) lautet die Lagrange-Funktion

1 —
L= smi —ed+ A7 (5.1.17)
C

Daraus erhalten wir den konjugierten Impuls zu

oL € -
p=—=mii+-A 5.1.18
P= 5= =mb + ; ( )
oder
1 €=
i=—(p—-A 5.1.19
7= (F- ) (51.19)



Nach der Definition (5.1.8) folgt dann fiir die Hamilton-Funktion
D - ]_ - - -
H=p-7-L=2 (- SA) - —@F- A2 +ed- 4. (5- S4)
m c c c

L e=. P D e = e - 1, e,
€ +(p c ) m 2m+2mc mc ] 2m( c ) te ( )

5.1.7 Beispiel 3: Das Pendel im Schwerefeld
Nach Kap. 3.2 gilt fiir die Lagrange-Funktion

L=T-V= %F{b‘" — mgl(1 — cos §)
Fiir den kanonisch konjugierten Impuls erhalten wir dann

oL .
— 2 2
Do 99 ml®¢

Die Hamilton-Funktion lautet dann

iz
H —_ T —_ E —_ 1 -]_.21
+V " + mgl(1 — cos ¢) (5 )

Die kanonischen Bewegungsgleichungen sind dann

oH . OH _ py

po =52 = —mglsing, ¢ =

a¢ 3p¢ N ml?2

Die zweite Gleichung liefert

P = ml2$

und das Gleichsetzen mit der ersten kanonischen Gleichung fiihrt auf die bekannte (vgl.
mit (3.2.24)) Bewegungsgleichung

$+%sin¢=o

Aus Gleichung (5.1.21) erhalten wir fiir die Bahn im Phasenraum py = p,(9)

Py = :I:\/lez(E — mgl + mgl cos @) (5.1.22)

Wie in Abb. 5.3 skizziert, ist die sich ergebende Kurvenschar vom Wert der Gesamtenergie

E abhangig.
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Abb. 5.3: Plasenbahnen des Pendels im Schwerefeld.

Solange E' < 2mgl, erhalten wir geschlossene, ellipsenahnliche Kurven; das Pendel schwingt
hin und her. Dies entspricht natiirlich dem in Kap. 3.2.2 diskutierten Schwingungsfall.
Fir E > 2mgl hat das Pendel selbst in den Punkten ¢ = +7 noch kinetische Energie und
schwingt ohne Richtungsumkehr weiter. Dies entspricht dem in Kap. 3.2.5 diskutierten
Rotationsfall.

5.1.8 Ableitung der kanonischen Bewegungsgleichungen aus dem
Hamilton-Prinzip

Ersetzen wir im Hamilton-Prinzip (3.11.7)

2]
0S =19 Ldt=0

t1
die Lagrange-Funktion L = Y, p;¢g; — H(q;, ps;, t) durch die Hamilton-Funktion gem&f Glei-
chung (5.1.8), so erhalten wir das modifizierte Hamilton-Prinzip zu

to
05 =19 s [szqz - qzapw dt = 62/ pzqz 5/ qupu =0 (5123)

Fiihren wir die Variation mit der §-Notation (Kap. 3.11.1) durch, so folgt

oH ., OH
0g; 4 Op;

Im zweiten Term vertauschen wir die Ableitung nach der Zeit mit der Variation, da die

2]
0S8 = /t Z[épiib' + pidg; — op;Jdt =0 (5.1.24)

Variationen bei festen Zeiten stattfinden sollen, und integrieren anschlieend partiell iiber
die Zeit
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to to d to to
dtpidi = [ dipi 00, = [poals - / dtpdg, = — [ dtpdg,
t

t1 t1 d 1 t1

wobei wir ausnutzen, daf} alle variierten Wege die gleichen festen Endpunkte haben (d¢;(t:)
= 0¢;(t;) = 0). Fiir Gleichung (5.1.24) folgt dann

2 OH 0H
58 = Spiis — pidg; — =0 — =0 ldt =
S /t 1 Ei:[ Pl = Db — 5 -4 — 5 - il
b2 . OH . OH
/tl Xi:([% = G 1P — b1 + a—%]5q,-)dt =0 (5.1.25)

Da die Variationen d¢; und dp; unabhangig sind, kann das Integral nur verschwinden, wenn
die Koeffizienten einzeln verschwinden, d.h.

_8H . __8H
_api’ b= dq;

i (5.1.26)
es folgen die kanonischen Bewegungsgleichungen.

Die Forderung nach unabhangiger Variation von ¢; und p;, die so wesentlich fiir die obige
Ableitung ist, beleuchtet den fundamentalen Unterschied zwischen der Lagrangeschen und
Hamiltonschen Formulierung:

Im Lagrange-Verfahren miissen die generalisierten Koordinaten ¢; und die generalisierten
Geschwindigkeiten ¢; am Anfang angegeben werden, um die Bewegung des Systems vollstan-
dig zu bestimmen. Aber die ¢; wurden stets als abhdngige Variablen betrachtet, eng
verkniipft mit den ¢; durch ihre zeitliche Ableitung. Bei der Herleitung der Lagrange-
Gleichung wurde die Variation d¢; durch die unabhéngige Variation dg; mittels einer par-
tiellen Integration nach der Zeit ausgedriickt. Dies fiihrte auf eine zweite Ableitung der
Lagrange-Funktion L und folglich auf Bewegungsgleichungen 2. Ordnung.

Wir erhalten Gleichungen erster Ordnung aus dem modifizierten Hamilton-Prinzip nur des-
halb, weil die Variation dp;, anders als d¢;, als unabhdngig von dq; angesehen werden. Die
Impulse mufiten deshalb auf den gleichen Status wie die Koordinaten gehoben werden;
beide sind gleichberechtigte unabhangige Variablen, die nur durch die Bewegungsgleichun-
gen selbst und keine a-priori definierte Beziehung verbunden sind. Nur wenn die Menge
der unabhingigen Variablen von s auf 2s Groflen erweitert wird, sind wir in der Lage
Bewegungsgleichungen zu erhalten, die von erster Ordnung sind.

5.2 Poisson-Klammern

Es sei eine Funktion f = f(q,7,t) gegeben. Solche Funktionen stellen beispielsweise
mefibare, physikalische Groflen (”Observable”) dar. Die totale zeitliche Ableitung lautet
dann

175



a _or Z(af 97 ) (5.2.1)

dt ~ ot op;
Mit den Hamilton-Bewegungsgleichungen (5.1.10) — (5.1.11) folgt
df  of *(0f OH  0f 0H
at ot T Zl(aqi dp;  Op; 0g; )

Definition : Wir definieren die Poisson-Klammer von f und H durch

(5.2.2)

of 0H  df aH) 523)

[f’ H] - Z(a% dp; - Op; 0g; 7

=1

Damit schreibt sich Gleichung (5.2.2) als

df _of |
== o + £, H| (5.2.4)

Falls f nicht explizit von der Zeit abhéngt ((0f/0t) = 0), gilt

T sn]

Es liegt also ein Integral der Bewegung oder eine Erhaltungsgrofie vor, d.h. die Mefgrofie
ist zeitlich konstant, £ = 0, wenn

die Poisson-Klammer von f mit der Hamilton-Funktion H verschwindet.

Analog zur Definition (5.2.3) fiihren wir die allgemeine Poisson-Klammer fiir ein beliebiges
Paar von Funktionen ein durch

s ,0f dg  Of
[1.9] = ;(a% 85,- o 8;). (5.2.6)

5.2.1 Eigenschaften der allgemeinen Poisson-Klammer
Seien die Funktionen fi, f5, f, g, h und die Konstante ¢ = const. gegeben. Aus der Definition
(5.2.6) beweist man sofort durch Einsetzen folgende Eigenschaften der Poisson-Klammer:

(a) Antisymmetrie

£.9] = ~[9. 1] (5.2.7)
mit der Folgerung
£, f]==[f.f]=0 (5.2.8)
(b)
[f.e] =0 (5.2.9)
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(c) Bilininearitit

[fi + for 9] = [f1, 9] + [fr 9] (5.2.10)

(d)
[f1'f279] =f1[f2,g] +f2[f1,g] (5.2.11)

(e)
%[f, 9] = [%,g] +[f, %] (5.2.12)

(f) Schwieriger zu beweisen ist die Jacobi-Identitdt:

£, [g.8]] + [g. [b £]] + [1, [£.9]] = 0 (5.2.13)
5.2.2 Spezielle Falle von Poisson-Klammern
Es ist
1)
of
[fa Qk} = _3—pk
weil (0¢,/0p;) =0
2) Ebenso gilt
of
[fa pk] = 3—qk
3)
[qi7 Qk] =0
4)
[piapk] =0
5)
*./0p; O Op; O >
[pi7 Qk] = 7;1(8—571 agi - aﬁn a—Z:) =0- nglémfskn = —0i
und

[Qiapj] = 51’_7"
wobei d;, das Kronecker-Symbol (1.2.6) bezeichnet.
Die kanonischen Bewegungsgleichungen ergeben sich dann mit (5.1.10) — (5.1.11) als

°. /0p, OH Op, OH oH .
e 1] = 233, B 00,) = 00, ="

n=1
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also

Dr = [pk;H} (5.2.14)
und
*.,0q, 0H  Oq, OH oH .
e ] = 7;1(8—3: Op. GZZ aqn) ope -
also
g = [qk,H] (5.2.15)

5.2.3 Poisson-Theorem
Das Poisson-Theorem ist hilfreich, bei bekannten Bewegungsintegralen weitere zu finden.
Poisson-Theorem: Fiir alle f und g mit

df _dg _,
dt — dt

gilt
|£,9] = const., (5.2.16)

d.h. [ fs g] ist Bewegungsintegral.
Beweis: Nach (5.2.4) gilt

4= 200 7.0,

ot
Nutzen wir die Beziehungen (5.2.7), (5.2.10), (5.2.12) und (5.2.13) auf der rechten Seite
dieser Gleichung, so folgt

Clrd =2 g+ [ ) - [m[f0]] = (] + [£. 2] + [, [0 H]] + [ [ 1]

=% )+ (£ 2]+ (1. [ H]) + (15 H)0) = (20 + [, H] o] + [, 2 + [ H]

= [ o] + 1550 = [0.0] + [1.0] =

also [f, g] = const.
Q.E.D.
Sind also zwei Bewegungsintegrale gefunden, kann man so weitere Bewegungsintegrale kon-

struieren.
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5.3 Kanonische Transformationen

Unsere bisherige Erfahrung lehrt uns, dafl fiir die Losbarkeit mechanischer Probleme die
Wahl der Koordinaten entscheidend ist. Wir suchen daher nach einer Darstellung, in der
moglichst viele (oder sogar alle) Koordinaten zyklisch sind. Diese liefern dann jeweils
konstante konjugierte Impulse als Erhaltungsgrofien, sodafl sich das mechanische Problem
enorm vereinfacht.

Definition: Integrables System: Bei einem integrablen System sind alle Ortskoordinaten

zyklisch. Dann gilt fiir alle konjugierten Impulse

Pr = qy, = const. (5.3.1)

Sei auflerdem die Hamilton-Funktion eine Konstante der Bewegung. Die Hamilton-Funktion
ist dann weder eine explizite Funktion der Zeit noch der zyklischen Koordinaten, d.h.

H=H(a,...... , Oy (5.3.2)

Als Folge erhalten wir fiir die kanonische Gleichung (5.1.11)

_8H_8H_
_api_aai_

Die w; sind wieder zeitlich konstant, da sie nur von den «; abhingen. Als Losung der

¢ Wi = Wiy eeenne a,) (5.3.3)

Bewegungsgleichung (5.3.3) ergibt sich

wobei die Integrationskonstanten (; aus den Anfangsbedingungen folgen.
Wir suchen also eine Transformation fiir die Koordinaten, die es erlaubt, die Losung so
einfach wie in Gleichung (5.3.4) zu formulieren:

Anders als frither (Kap. 3.6.3) dndert sich die Anzahl der unabhéngigen Koordinaten nicht
mehr (keine neuen Zwangsbedingungen). Die einzige Bedingung an die Transformationen
(5.3.5) — (5.3.6) ist, daB sie die Form der kanonischen Bewegungsgleichungen beibehalten,
d.h.
: OH
p=—-2 5.3.7
J aQJ ( )
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OH

Q; = P, (5.3.8)
Allerdings kann sich die Hamilton-Funktion bei der Transformation dndern
H(7,p,t) —» H(Q, P,t) (5.3.9)

Diese Transformationen heiflen kanonische Transformationen, weil sie die Form der kano-

nischen Gleichungen invariant lassen.

5.3.1 Erzeugende Funktion

Die Forderung, daf} die Form der kanonischen Gleichungen und nicht die Hamilton-Funktion
invariant bleiben, ist darauf zuriickzufiihren, da$ die Bewegungsgleichungen das Aquivalent
zu den Lagrange-Gleichungen sind und sich damit aus dem Hamilton-Prinzip herleiten
lassen. Das Hamilton-Prinzip der stationaren Wirkung muf§ weiterhin giiltig sein und zwar
in beiden Formulierungen (g, p, t) und (C—j, P, t).

Nach Gleichung (5.1.8) ist

L=7 pa— H(G, P 1) (5.3.10)
k

Damit erscheint das Hamilton-Prinzip (5.1.23) mit dg, = ¢,dt in der Form

5/t2 > pjdg; — Hdt] =6 ) /t2[z P;dQ; — Hdt] =0 (5.3.11)

Wegen der festgehaltenen Randwerte der Integration konnen sich beide Integranden nur
um die totale Zeitableitung einer beliebigen Funktion F(g, 7, Q, ]3, t) unterscheiden,

- dF
L—-L=— 3.12
a (5.312)
denn 0[F(ty) — F(t,)] = 0, weil
t2 dF
off  pat] =0[F(t:) — F(t)] =0
wegen 0F (t,) = 6F(t,) = 0. Aus den Gleichungen (5.3.10) und (5.3.12) folgt also
ijdq, — H(g,p,t)dt = ZP dQ; — H(Q, P,t)dt + dF(7,Q,1) (5.3.13)
mit
dF 8th+ Z dq, + Z (5.3.14)
7 aQa

Die erzeugende Funktion F' ist im allgemeinen eine Funktion F' = F(q,p, @,}3, t) der
"neuen” und ”alten” Koordinaten, also von 4n Variablen. Die konjugierten Impulse sind
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aber iiber ihre zeitliche Ableitung gemafl den kanonischen Gleichungen durch die Ableitung
der Hamilton-Funktion (aus der bekannten Lagrange-Funktion) nach g und @ schon im-
plizit durch F;(q, Cj, t) gegeben. Von den 4n Variablen sind nur 2n unabhéngig voneinander,
daher konnen wir die erzeugende Funktion in einer der folgenden vier Formen schreiben:
(a) Fi(g:; Qist)

(b) F(gi, P, t)

(c) Fs(pi, Qirt)

(d) Fi(pi, Pis 1)

je nach Art des Problems.

Ist zum Beispiel die erste Form F; geeignet, so folgt aus Gleichung (5.3.14)

dFl _ aFl aFl . ale
ﬁ“&+;&ﬂ*§%@Q

Setzen wir dies in Gleichung (5.3.13) ein, erhalten wir

. . or; oF; oF; .
;quj— (,7,1) ZPQ] QP,t)+ﬁ+zj:a—qjq]+ZaszQj,

J

oder nach Umstellen

Da die alten (¢;) und neuen (Q;) Koordinaten hier als unabhéngig angesehen werden,
miissen die Koeffizienten der ¢; und Q]- einzeln verschwinden, d.h.

oF,

< = t 3.1
b; = aqj =p;(q,Q,1), (5.3.16)
oF;
P =— = P, 3.1
J aQ] ](q’ Q7 t)a (5 3 7)
sodaf
_ F
H:H+Qi%@9 (5.3.18)

iibrig bleibt.

Man kann die 2n Gleichungen (5.3.16) — (5.3.17) nach ¢ = ¢(Q, P,t) und p = p(Q, P, t)
auflosen. Setzt man diese auf der rechten Seite von Gleichung (5.3.18) ein, so folgt die neue
Hamilton-Funktion H(Q, P, t).

Als néachstes behandeln wir die Transformationsgleichungen fiir eine Erzeugende vom Typ
F5(q, P,t). Diese lafit sich durch eine Legendre-Transformation aus F) ableiten, da nach
Gleichung (5.3.17) P; = —(0F,/0Q);) ist; es gilt also
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FE(q, Pt) = Fi(q,Q,t) + Y P,Q; (5.3.19)
J
Dann erhalten wir fiir Gleichung (5.3.13)

= dFl

> pia; — H(G,p,t ZPQ]— H(Q,P,t) + T
j

=

. = d

Daraus folgt

. : . OF,
bl ~ Y PQ~H+H= "’+Z Z
J J

J

anP ZPQJ ZPij

oder

8F > OF,

i j i j j
Der Koeffizientenvergleich ergibt
0F,(q, P, t)
J aq] ( )
6F2 (Q: P: t)
= " 5.3.22
QJ 8.P] Y ( )
_ 0F,(q, Pt
Ahnlich verfihrt man mit den Erzeugenden F; und F, (Ubungsaufgaben).
Fs(p, @, t) erhdlt man aus Fi(q,@,t) durch die Legendre-Transformation
Fy(p,Q,1) Zq,pg + Fi(g,Q, 1), (5.3.24)

weil nach Gleichung (5.3.16) p; = (0F;/0q;). Damit erhilt man als Transformationsglei-

chungen
8F3(p7Q,t) 8F3(paQ’t) T 8F3(paQat)
= p= M -4 2 9.3.25
q] ap] I J aQ] I + at ( )
Fi(p, P,t) erhdlt man aus F;(q, Q,t) durch die doppelte Legendre-Transformation
F4(pa Pa t) Fl q,Qa + ZPQ] qupj (5326)
i
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Als Transformationsgleichungen ergeben sich in diesem Fall

aF4(p7P7t) 8F4(p,P,t) T 8F4(p,P,t)
% o, @ op, T

In Tabelle 5.1 haben wir die Transformationseigenschaften der vier Erzeugenden zusam-

(5.3.27)

mengefafit. In allen Fallen ist

OF;

H=H+ —*
* o

. i=1,2,34 (5.3.28)

Tabelle 5.1 Transformationseigenschaften der erzeugenden Funktionen

Q P
q Fl(anat) FZ(QaPat)
pj:%a j:_% ':3F2aQJ:8F2
p Fy(p, Q,t) Fy(p, P,t)
Qj:_g_ﬁapj:_% q; = — 8F4:QJ:8F4

5.3.2 Beispiele kanonischer Transformationen
(a) Identische Transformation:

Die Transformation

y(q, P, t) Zq] (5.3.29)

heiflt identische Transformation, denn nach Glelchungen (5.3.21) — (5.3.23) sind dann

OF,(q, P,t)
_ O0Fy(q, P,t)
Q; = 0P, =g

die neuen und alten Koordinaten gleich, ebenso wie die alte und neue Hamilton-Funktion
H=H.
(Ubungsaufgabe: Zeigen Sie, dal auch F; = —37;p;Q; die identische Transformation
ergibt.)
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(b) Punkttransformation:
Sei

Fy(q, P,t) =ka(q1,----,qs,t)Pk (5.3.30)

k

Nach den Transformationsgleichungen (5.3.21) — (5.3.22) ergibt sich

an(QaPat) afk
At s Rl R ZJkp
p; o0, > 9g,

k

und

Qj - fj((h, vy G, t)a

d.h. hier hangen die neuen Koordinaten nur von den alten Koordinaten und der Zeit ab,
nicht aber von alten Impulsen. Solche Transformationen beteichnet man als Punkttrans-
formationen. Da die f; beliebig sind, folgt, daf} alle Punkttransformationen kanonisch sind.
Nach Gleichung (5.3.23) enthilt die neue Hamilton-Funktion die Zeitableitung (0f;/0t) der
Funktionen f;.

(c) Vertauschungstransformation:

Die Transformation

Fi(g,Q,t) =) ¢;Q (5.3.31)

vertauscht die Rolle von Impulsen und Koordinaten, denn aus den Transformationsglei-
chungen (5.3.16) — (5.3.17) folgt

oF;
p; = 8—% = Qj
und
0F;
P- = — = —(.
J aQJ q]

Dieses Beispiel zeigt sehr schon die Gleichwertigkeit von Begriffen wie Koordinaten und
Impulse in der Hamilton-Mechanik.

(Ubungsaufgabe: Zeigen Sie, daf auch Fy = —3°, p;P; die Vertauschungstransformation
ergibt.)

(d) Spezielle Transformation:

Fiir spatere Diskussion betrachten wir die Erzeugende

Fi(g,Q,t) = %wtf cot @, (5.3.32)
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wobei m und w Konstanten bezeichnen. Aus den Transformationsgleichungen (5.3.16) —
(5.3.17) erhalten wir dann

OF,
p=— = mwgcotQ
oq
und
F 1 2
po O M 1 e
0Q 2 —sin" @  2sin” @
oder
2P
q=4/—sinQ (5.3.33)
mw
und damit

2P
p = mwi| — sin Qcés @ =V 2mwP cos Q (5.3.34)
mw sin ()

Da die Erzeugende (5.3.32) die Zeit nicht enthilt, folgt aus Gleichung (5.3.18) fiir die neue
Hamilton-Funktion

H(Q,P)=H(q(Q, P),p(Q, P)) (5.3.35)

Wir wenden diese spezielle Erzeugende auf den Fall des linearen harmonischen Oszillator

all.

5.3.3 Anwendung: linearer harmonischer Oszillator
Mit V = (k/2)q¢* gilt fir die Hamilton-Funktion des linearen harmonischen Oszillators
m . qu p2 kqQ
H = T = — 2 _— = — —_
V=t Ty T T
Mit k& = mw? folgt

p2 mw2q2
H=-—
2m + 2

Wir transformieren jetzt auf neue Variable (@), P) mittels der Erzeugenden (5.3.32). Setzen

(5.3.36)

wir Gleichungen (5.3.33) und (5.3.34) gemifl Beziehung (5.3.35) ein, so erhalten wir eine
besonders einfache neue Hamilton-Funktion:

_ 1 mw? 2P

H=H=_—2mwPcos’Q + —ssin’Q = wP[cos’ Q +sin’ Q] =wP  (5.3.37)
2m mw

Die neue Hamilton-Funktion ist zyklisch in (). Aus der kanonischen Gleichung (5.3.7)
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OH

P=-55=

0

folgt

P =const. = Py = FEw

Gleichzeitig folgt aus der kanonischen Gleichung (5.3.8)

. oH

©=op =
sodaf} sich

Q) =wt+ «

als allgemeine Losung ergibt. Aus Gleichung (5.3.33) erhalten wir damit

2F, . 2E
q(t) =/ = sin(wt + @) = |/ sin(wi + @) (5.3.38)
die bekannte Losung (2.4.22) (mit @ = /2E/k = /2E/mw?). Die Frage, wie wir auf die

Erzeugende (5.3.32) gekommen sind, werden wir spéter beantworten (siehe Kap. 5.4.3).

5.3.4 Kriterien fiir Kanonizitat

Wie erkennt man nun, ob eine Transformation

F)j = Pj(zj, ﬁa t)’ Qj = Qj (q’a ﬁ, t) (5339)
kanonisch ist, wenn die zugehorige erzeugende Funktion nicht explizit bekannt ist?

Satz: Die Phasentransformation (5.3.89) ist genau dann kanonisch, wenn die fundamen-
talen Poissonklammern in den neuen Variablen

[Qia Pj] = 05, (5.3.40)

[@.Q)] =[P, P] =0 (5.3.41)
erfullt sind.

Den Beweis fiir nicht explizit zeitabhdngige erzeugende Funktionen findet sich im Band 2
des Mechanik-Buches von Nolting (Ubungsaufgabe).

5.4 Hamilton-Jacobi-Gleichung

Auf welche Weise muf} eine Hamilton-Funktion H transformiert werden, damit die Losung
eines moglichen physikalischen Problems moglichst einfach wird?
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Eine mogliche Transformation besteht darin, so zu transformieren, dafl in den neuen Vari-
ablen (Q, P) die transformierte Hamilton-Funktion H ein bekanntes, bereits gelostes Prob-
lem darstellt (z. B. den harmonischen Oszillator).

Noch einfacher wird die Losung, wenn die neue Hamilton-Funktion génzlich verschwindet.
Dann ist die Losung der neuen kanonischen Gleichungen (5.3.7) — (5.3.8) trivial, nimlich

: OH
Pj:—an =0 —P=q;=const.,, j=1,...,s, (5.4.1)
: OH
Qi=-5=0 —Q;=p8=const., j=1,....s. (5.4.2)
oP,

Deshalb bestimmen wir hier diejenige kanonische Transformation F', fir die die neue Hamil-
ton-Funktion verschwindet. Gemé&f Gleichung (5.3.28) mufl dann gelten

_ oF

Diese Bedingung fiihrt zu einer partiellen Differentialgleichung fiir ', der Hamilton-Jacobi-

=0 (5.4.3)

Gleichung.
Es ist zweckméBig, aber keinesfalls notwendig, die Erzeugende vom Typ F, = Fy(q, P,t) zu
wiahlen. Dann gilt nach den Transformationsgleichungen (5.3.21) — (5.3.22):

_ 0F(q, P,t)

SR T

Setzen wir dies in die rechte Seite von Gleichung (5.4.3) ein, so ergibt sich die Hamilton-
Jacobi-Differentialgleichung (HJD) zu

_ 0F(q, P,1)

4.4
o5 (5.4.4)

Q;

oF, oF, OF,
—_— . — —
99T o

Es ist manchmal einfacher, diese HJD anstatt der Bewegungsgleichungen zu 16sen.

=0 (5.4.5)

5.4.1 Anmerkungen zur Hamilton-Jacobi-Gleichung und Lésungsverfahren
(1) Wir berechnen die totale Zeitableitung von F:

W o oyt an

Jj=1

Mit Gleichungen (5.4.1) und (5.4.4a) ergibt sich

ng_aFg 5 % aFQ]

dF, 0F, -

it~ ot & 2

wobei wir Gleichungen (5.4.3) und (5.1.8) verwendet haben. Integrieren wir Gleichung
(5.4.6), so erhalten wir
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F, = /dtL(p, q,t) + const. =S + const. (5.4.7)

Bis auf eine Konstante ist die erzeugende Funktion F), gleich der Wirkungsfunktion S =
J dtL, die beim Hamilton-Prinzip minimiert wurde. Deshalb heif}t

Fy(q, P,t) = S(q, P, 1) (5.4.8)
Hamiltonsche Wirkungsfunktion.

(2) Die HID (5.4.5) ist eine nichtlineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir F5 in den
(s + 1) Variablen g, ....,q,,t. Sie ist nichtlinear, da H im allgemeinen quadratisch von
den Impulsen p; und damit von (0F;/0q;) abhéngt. Es treten nur partielle Ableitungen 1.
Ordnung nach den ¢; und nach ¢ auf.

(3) Die HID enthélt (s + 1)-verschiedene Ableitungen der gesuchten Funktion F,. Nach
der Integration der Gleichung erhalten wir demnach (s+ 1) Integrationskonstanten. Da die
HJD F, nur in der Form (0F;/0q;) oder (OF;/0t) enthilt, ist mit F;, auch stets F, + const.
Losung. Von den Integrationskonstanten ist also eine trivial additiv. Die vollstandige
Losung hat also die Gestalt

Fy(qy, ... s, tlevy, ... L, 0) + Qe (5.4.9)

Q41 ist unwichtig, da die Transformationsformeln (5.4.4) nur die Ableitungen von F, ent-
halten.

(4) Die HJD bestimmt nur die ¢;- und t~-Abhéngigkeiten der Losung F, = F5(q;, P;,t) und
macht keine Aussagen iiber die Impulse P;. Wir wissen aber aus Gleichung (5.4.1), daf§ die
Impulse konstant sind, und haben deshalb die Freiheit, die Integrationskonstanten mit den
neuen Impulsen zu identifizieren:

j - 'z J - 1, ..... 3 S (5410)

Aus diesen Uberlegungen konstruieren wir das folgende Ldisungsverfahren:
(a) Man formuliere H = H(q,, t), setze p; = g—? ein und stelle die HJD auf.
J

(b) Man l6se die HID fiir Fy:

F,=S5(q, ... sy tlOy ey )



(c) Man setze nach Gleichung (5.4.4b)

05(q,t|a ,
@=—%TL2—Q(H® By j=1,ms (5.4.11)
@;
Das sind s-Gleichungen, die nach den alten Koordinaten ¢, ...., g, aufzulésen sind:
G = G (t1Bry oo, Boy Oty oy @) = (B, @), =1, 8 (5.4.12)

(d) Man berechne die alten Impulse aus Gleichung (5.4.4a)

05(q, t)a Doy
p; = % =p;(q,tld), j=1,...,s (5.4.13)
J

und setze die Koordinaten aus Gleichung (5.4.12) ein:

D; = p;(HB1y ooy Boy Oty ooy ) = p; (1B, &), G=1,.y8 (5.4.14)

(e) Die Anfangsbedingungen ¢\ = ¢;(t = t5), p\” = p;(t = t5), j = 1,...., s liefern iiber
(5.4.12) und (5.4.14)

a = ate[p”,q”), B = Btelp”, 7,

die dann wiederum in (5.4.12) und (5.4.14) eingesetzt werden, womit das mechanische
Problem vollstandig geldst ist.
Wir illustrieren das Verfahren am Beispiel des linearen harmonischen Oszillators.

5.4.2 Beispiel des Losungsverfahrens: Der lineare harmonische Oszillator
(a) Nach Gleichung (5.3.36) ist die Hamilton-Funktion mit £ = mw?* durch

p2 qu2
2m 2

gegeben. Wir setzen p = (0S/0q) und erhalten als HJD nach Gleichung (5.4.5)

H =

L(@)‘z mw’q” T 95
2m " 0q 2 ot
(b) Wegen der t-Abhéngigkeit nur im letzten Term von Gleichung (5.4.15) machen wir den

=0 (5.4.15)

Ansatz

S(q, P,t) =W(q|P) — ot (5.4.16)
mit der Integrationskonstanten o und erhalten die Gleichung

L(dW)2+ mw?q’
2m " dq 2

=«
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fiir die Funktion W (q|P). Es folgt

aw 2a
— = mw
dq mw?

2
W = mw/dqw a2 — q% 4 const.
mw

Fiir die Losung der HJD (5.4.16) folgt

2
S(g, a,t) :mw/dq a2 —¢*> — at + const. =
V mw
mw|= - arcsin(q, | ——)] — at + const.
Ve~ T T e 1 2|«

Der neue Impuls ist

_q2

und nach Integration

(c) Wir setzen

und erhalten mit Losung (5.4.17)

ﬂ=l/dq[ 20 pe g

w mw?

1 m
+t = — arcsin(quw4/ —
5 _ arcsi (¢ \/20)

Wir 16sen diese Gleichung nach ¢ auf:

1 /2
q= —w/—asinw(t—i-ﬁ)
w\ m

Offensichtlich hat die neue Ortskoordinate = 3 die Dimension Zeit.

(d) Den alten Impuls berechnen wir aus

oder

_os_aw _ 2
p_aq_dq_ mw?

und setzen Ergebnis (5.4.20) fiir ¢ ein. Mit

_q2

200 5 2

. 2ce
. 2 2
- S — ¢ = s 2[1—s1n w(t+p) = o 5 COS w(t+B)
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erhalten wir

p=V2amcosw(t + B) (5.4.22)

(e) Mit den Anfangsbedingungen bei t = t, = 0: p@ =0, ¢© = ¢, # 0 folgt aus Gleichung
(5.4.21)
1 A

a= imwzqg =F (5.4.23)
Da wir zum Zeitpunkt ¢, = 0 nur potentielle Energie haben, ist nach Gleichung (5.4.23)
« gleich der Gesamtenergie E des Systems. Gleichung (5.4.19) fiir ¢ = 0 liefert dann mit
(5.4.23)

1 m 1 T

B = " arcsin(gow mwzqg) == arcsin(1) = 5% (5.4.24)

(f) Setzen wir die Ergebnisse (5.4.23) und (5.4.24) fiir & bzw. 8 in die Losungen (5.4.20)
und (5.4.22) ein, so folgen als vollstdndige Losungen der Bewegungsgleichungen

)= 11/ sin(ut + 7 t

= —4{/—SIn —) = CcOos

I w\ m YT mw?

p(t) = V2Em cos(wt + g) = —V2Emsinwt (5.4.25)

5.4.3 Zusatziiberlegung

Die Losung (5.4.17) ist eine Erzeugende vom Typ Fy(q, P,t). Mit Hilfe der Ergebnisse
kénnen wir auch die entsprechende Erzeugende vom Typ F(q, Q,t) aufstellen. Dazu erin-
nern wir uns, dafl nach Gleichungen (5.3.16) — (5.3.17):

_OF,

-1 5.3.16
dq; ( )

Dj

und OF
P] = — !
0Q;

Mit Gleichungen (5.4.18) und (5.4.19) folgt mit § = Q

(5.3.17)

B mw?q? B mwq?
C 2sin’w(t+p)  2sin’w(t+ Q)

Setzen wir dies in Gleichung (5.3.17) ein, erhalten wir

P=«

mw?q? oF,
= =— 5.4.26
2sin’ w(t + Q) oQ ( )

Dann folgt daraus mit Gleichung (5.4.22)

P
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p=V2amcosw(t+ Q) =V2Pmcosw(t+ Q) = mc:;]nczs(;uitéi-)Q) = 861;1 (5.4.27)

nach Gleichung (5.3.16). Integrieren wir diese Gleichung beziiglich ¢, so folgt

Fi(0,@1) = ymeg cotw(t + Q) + 1(Q,1)

Leiten wir dieses Ergebnis nach () ab:

0 ~ 2" 7wt +Q) " 9Q

und vergleichen mit Gleichung (5.4.26), so folgt

ofi _
Q"
sodaf}
Fi(q,Q,t) = %qu2 cotw(t+ Q) + fi(t) (5.4.28)

F, muf} auBerdem die HJD (5.4.15) des harmonischen Oszillators erfiillen, d.h.

1 0F ., mw?¢ OF
GV 2 T O

Mit Gleichungen (5.4.27) und (5.4.28) folgt dann

2m

ofy, mw¢® mw?q? mw?q?
S £ w(t - =
ot 2 wt+Q)+ 2 2sin’ w(t + Q)
mw?q? 1 N cos® w(t + Q)] _0
2 sinw(t+Q)  sinwlt+Q)

sodafl bis auf eine unwesentliche additive Konstante

Fi(q,Q,t) = %mw(f cotw(t + Q) (5.4.29)

Damit haben wir die Herkunft der Transformation (5.3.32) begriindet.

5.5 Hamiltonsche charakteristische Funktion

Das Beispiel 5.4.2 konnte so einfach gel6st werden, weil die Erzeugende S (siehe Ansatz
(5.4.16)) in zwei Teile separiert werden konnte: der eine enthielt nur die Variable ¢, der an-
dere nur die Zeit t. Eine solche Separation ist immer dann méglich, wenn die alte Hamilton-
Funktion H die Zeit nicht explizit enthélt, (0H/0t) = 0, H also ein Integral der Bewegung
ist. In solchen Fillen lautet die HJD (5.4.5)

192



_0s oS, oS
H(Cb— ’8—615)4_%_

und die gesamte Zeitabhangigkeit wird durch den zweiten Term beschrieben. Mit dem
Ansatz

0, (5.5.1)

S(q, P,t) =W (g|P)— Et (5.5.2)
folgt
ow ow
H(G, —, ... ,——)=F 5.0.3
(1, 5o o) (553)

Die Konstante E ist in der Regel, namlich bei skleronomen Zwangsbedingungen, die Ge-
samtenergie des Systems. Die Funktion W (g|P) wird Hamiltonsche charakteristische Funk-
tion genannt.

Die Konstante £ ist von den neuen Impulsen P; = o; abhangig:

E =E(ay,....,a,) (5.5.4)

Die durch die Funktion (5.5.2) erzeugte kanonische Transformation ist nach Gleichungen
(5.3.21) — (5.3.22) gegeben durch

oS oW
= = 5.5.5
W E
Q; = 05 = 05 = 0 — 0 t (5.5.6)

oP;

J

oo

J

Oa;

J

Oo;

5.6 Separation der Variablen

Ist das Hamilton-Jacobi-Verfahren iiberhaupt hilfreich? Man ersetzt schliefilich 2s gewohnli-
che (Hamiltonsche) Differentialgleichungen durch eine partielle Differentialgleichung. Letz-
tere sind aber im allgemeinen schwieriger zu losen. Die Hamilton-Jacobi-Methode ist nur
dann ein machtiges Verfahren, wenn sich die HJD separieren 1afit.

Betrachten wir den Fall einer alten Hamilton-Funktion, die nicht explizit von der Zeit ¢
abhéngt, soda§ nach Gleichung (5.5.3)

ow ow
HG 2 .. 2= E 5.6.1
@ G vevs ) (5.61)
Wir nehmen an, daf ¢, und (0W/0q,) in H nur in der Form
ow
fa, 5—q1)
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erscheinen, wobei die Funktion f keine anderen ¢; und (0WW/d¢;) mit j > 1 enthélt. Dann
reduziert sich die HJD (5.6.1) auf

ow ow ow
H(goy oo oy oo 2 £((qy, o)) = E 5.6.2
Es empfiehlt sich der Ansatz
W(@IP) = W(gs, -, 4, P) + Wila:|P) (5.6.3)
Einsetzen in Gleichung (5.6.2) liefert
oW oW ow,
H(goy oo gor ot 20 Flan, —E 5.6.4
(02,2800 5 - LA ) (5.6.4)

Nehmen wir an, wir hétten die Losung fiir W bereits gefunden. Dann muf3 Gleichung (5.6.4)
zur Identitéit werden, d.h. insbesondere fiir alle ¢, erfiillt sein. Eine Anderung von ¢, darf
sich beziiglich H nicht bemerkbar machen. Da ¢, aber nur in die Funktion f eingeht, muf}
f selbst konstant sein, d.h.

[, %) = C = const., (5.6.5)
dg
sodaf
ow ow
H —_— . —C))=F 5.6.6
(q27 45, (9(]2’ ) aqsa 1) ( )

Da die neuen Impuse P; nach Konstruktion samtlich konstant sind, ist W; nur von ¢
abhingig und wir durften in (5.6.5) die partielle Ableitung % = % durch die totale
Ableitung ersetzen. Gleichung (5.6.5) ist damit eine gewdhnliche Differentialgleichung fiir
Wi; Gleichung (5.6.6) nachwievor eine partielle Differentialgleichung fiir W, aber mit einer
um eins kleineren Zahl unabhangiger Variablen.

In manchen Fallen lassen sich so sukzessive alle Koordinaten abtrennen und die vollstandige

Losung der HID in Verallgemeinerung von Gleichung (5.6.3) ansetzen als

j=1
Dadurch wird die HJD in s gewohnliche Differentialgleichungen der Form

Hj (qja s Oy et ) as) = aj (568)

dg;
zerlegt, d.h. die HJD ist in den Koordinaten g¢; separabel.
Fiir den Spezialfall, dafl nur eine Koordinate nicht zyklisch ist, ist eine Separation immer

moglich: sei ¢; nicht-zyklisch, g, fiir j > 1 zyklisch. Dann folgt nach (5.5.5)
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D = 8—(]] =o; = const., j >1 (569)

Welcher Ansatz fiir W ist hier sinnvoll? Nach Konstruktion erzeugt W eine Transformation

auf ausnahmslos zyklische neue Koordiaten. ¢, ..., g, sind aber bereits zyklisch. Fiir diese
sollte W die identische Transformation (5.3.29),

F2@'a 13) = Z%Pja

Jj=2

sein. Mit P; = «; bietet sich als Ansatz fir W an:

W =Wia)+ Y ¢;P (5.6.10)

=2

Die HJD (5.6.1) wird damit zu einer gew6hnlichen Differentialgleichung 1. Ordnung fiir W,

Oy, Ay eeeeey ) = F (5.6.11)

Gleichung (5.6.11) 148t sich verallgemeinern, so dafl man generell jede zyklische Koordinate

¢; durch einen Ansatz der Form

W = W(gj5|P) + g (5.6.12)
absepariert.

Fiir nicht-zyklische Koordinaten gibt es kein allgemeines Verfahren zur Separation.

5.6.1 Beispiel: Ebene Bewegung eines Teilchens im Zentralfeld

Zentralfeld bedeutet fiir das Potential V(7) = V(r). Generalisierte Koordinaten sind hier
die Kugelkoordinaten, wobei die ebene Bewegung fiir § = const. sorgt (vergl. Kap. 4.2).
Es bleiben also

G=T, @=0¢ (5.6.13)

Wir stellen zunachst die Hamilton-Funktion H auf. Aus der Lagrange-Funktion der Rela-
tivbewegung (4.2.2),

L= g(ﬁ ) — V()
erhalten wir fiir die konjugierten Impulse

_oL_ . . P
pr_a,,-‘_,u, _/1/

und
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und erhalten nach Gleichung (5.1.8)

2

. L p; P P P
H=3pig;—L=pi+pedp—L="T+ "5 —( "+ 2 —V(r))=
j

o pur? 2 2ur?
Lo, Ps
— —|+V 5.6.14
sl V() (5.614)
Die Koordinate ¢ ist zyklisch und damit ist p, = ay, = [ = const. (vergl. Gleichung (4.2.3)).

Nach Gleichung (5.6.12) wéahlen wir fiir die charakteristische Funktion W den Ansatz

W =Wy(r)+ asé (5.6.15)

Weil (0H/0t) = 0 und ferner die Zwangsbedingung (Bewegung in der Ebene) skleronom
ist, lautet die zu lésende HJD (5.6.1)

O+ 2O v = B,

2u r2' 99
wobei E die Gesamtenergie des Systems ist.
Mit dem Ansatz (5.6.15) erhalten wir
1 dw,, o
il _¢ - E
sodafl
dWw, 0435 1/2
=2u(E -V - =
= (B - V() - %)
und
2
W = asé+ / dr2u(E — V(r)) — %11/2 (5.6.16)

Geméf Gleichung (5.4.11) sind die neuen Koordinaten konstant @); = ;. Gleichzeitig gilt
die Transformation (5.5.6), sodaf

Q=0 = Do .z (5.6.17)

Identifizieren wir £ = a4 mit der zweiten Konstante des Systems, so folgt fiir 7 = 1 aus
Gleichung (5.6.17)

ow  OF ow
= — t = —t

b 0oy Oay oF

oder mit Gleichung (5.6.16)
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t+@=/m AR (5.6.18)

2u(E =V (r) - 31"

r

Die Umkehrung dieser Gleichung liefert r = r(¢, oy, a4, f1).
Fiir j = 2 liefert Gleichung (5.6.17)

fo= o =g~ a, [ dr

- 80[¢

1
l2u(E — V(r) - S

Mit B, = ¢o und z = 1/r folgt

dz
o= EEvay -

(5.6.19)

Die Umkehrung dieser Gleichung liefert die Bahngleichung r = r(¢). Die Anfangsbedin-
gungen legen die Konstanten 3,, ¢, £ und [ = a fest.

5.6.2 Beispiel: Teilchen im Schwerefeld
Die Hamilton-Funktion H =T +V = F ist
1

_ 2 2 2
H= %(pm+py+pz) + mgz

Die Koordinaten z und y sind zyklisch, sodaf p, = o, = const., p, = a, = const.. Nach
Gleichung (5.6.12) wihlen wir fiir die charakteristische Funktion W den Ansatz

W =Wy (2) + o,z + oy
und erhalten fiir die HJD in diesem Fall

1 dW,

%[( dz1)2 +al +dl]+mgz=E,

sodafl
1
Wi(z) = /dz[?m(E —mgz) —a’ — az]l/2 =3 [2m(E —mgz) — o2 — a§]3/2
m2g

und

1

W =-— [2m(E — mgz) — a2 — a3]3/2 + o, + oy (5.6.20)

3m2g
Wir setzen wieder £ = «; und erhalten aus Gleichung (5.6.17) die drei Gleichungen

1
Q=0 = g_{g —t= —m—g[Qm(E —mgz) —a’ — ai]l/2 —t, (5.6.21a)
Q=B = gz/ =+ :;; 2m(E — mgz) — o’ — a;]l/z (5.6.21b)
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und

ow o A
Qs=Ps=—=y+ m—”g[2m(E —mgz) — a? — o] (5.6.21¢)
Yy

Die erste Gleichung (5.6.21a) liefert iiber

2mE — 2m’gz — o — o), = m*g*(t + f1)°

die Beziehung

1 ,  2mE — (o} +a3)
2(t) = —59(t+5)" + T (5.6.22)
Setzen wir dies in die Gleichungen (5.6.21b) und (5.6.21c) ein, folgt
a, a,
2(t) =B+t +Br), y(t) =B+t +5) (5.6.23)

Als spezielle Anfangsbedingungen fiir ¢ = 0 wéhlen wir z(0) = y(0) = 2(0) und p,(0) = py,

py(0) = p-(0) = 0.
Geméf Gleichung (5.5.5) folgt dann

_8 = q, = const. = —8 = = t.=20
= — =, = . = Do, = — =aq, =const. =0,
p o0x Po: Py oy v
und

ow
D = 5 = 2m(E — mgz) — o’ — az]l/2 = [2m(E — mgz) — p2]

1/2
Letztere Gleichung fiir z = 0 liefert

0= [2mE — pi]*/?

oder E = p}/2m. Damit folgt 8, = B, = f; = 0 und die Bewegungsgleichungen (5.6.22) —
(5.6.23) reduzieren sich auf

z(t) = —=gt®, z(t) = Et’ y(t) =0 (5.6.24)

5.7 Satz von Liouville

Der Satz von Liouville hat grundlegende Bedeutung fiir die statische Mechanik, d.h. der
Beschreibung von Systemen mit grofier Teilchenanzahl O(10*). Der Satz macht Ausagen
iiber das Verhalten der Teilchendichte im Phasenraum als Funktion der Zeit .
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t=t] q t>t] q

Abb. 5.4: Bewegung eines Volumens im Phasenraum.

Wie in Abb. 5.4 skizziert, betrachten wir die Lage von f Massenpunkten zur Zeit t; in
einem Gebiet G; im 2 f-dimensionalen Phasenraum mit dem Volumen

AV =Aq, - - - Ag;Ap, - - - Apy

Bezeichnen wir mit AN die Anzahl der f Massenpunkte, dann gilt fiir die Teilchendichte

P= AV

Mit Ablauf der Bewegung entsprechend den Hamiltonschen-Bewegungsgleichungen (5.1.10)
— (5.1.11) fiir alle f Teilchen transformiert sich das Gebiet GG; in das Gebiet G,.

Satz von Liouville: Das Volumen irgendeines beliebigen Gebiets des Phasenraums bleibt
erhalten, wenn sich die Punkte seiner Bewequng entsprechend den kanonischen Gleichungen
bewegen.

Oder anders formuliert: Die Dichte der Punkte im Phasenraum p in der Umgebung eines
mitbewegten Punktes ist konstant.

Beweis: Wir betrachten die Bewegung von Systempunkten durch ein Volumenelement des
Phasenraums. Die Projektion des 2 f-dimensionalen Volumenelements auf die g, —p,-Ebene
ist gleich der Flache ABCD in Abb. 5.5.
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Abb. 5.5: Zum Beweis des Satzes von Liouville.

Der Flufl von Punkten durch die Seitenflache, deren Projektion auf die g, — p,-Ebene gleich
AD ist, ist durch

P AprdVi,
weil sich in Richtung ¢, alle Punkte mit der Geschwindigkeit ¢, bewegen und dp,dV, die
Grofe der Seitenflache ist. Dabei ist

I
dVi = [l daadps

a=1,a#k
das (2f — 2)-dimensionale Restvolumenelement.
Fiir den FluB der bei BC austretenden Punkte ergibt die Taylor-Entwicklung

) o, .
[par + a—(qu)qu]dpkd%,
Ak

Analog berechen wir den Fluf} in p,-Richtung:

Eintritt durch AB : pp,dq,dV;

S 0
Austritt durch CD : [pp;, + g(ppk)dpk]qudvk
k

Aus der Differenz der ein- und austretenden Flisse berechnen wir die Anzahl der in dem
Volumenelement vorhandenen Punkte zu

—dV[a%(qu) T aipkmpm

Durch Summation tiber alle k = 1, ...., f erhalt man die Anzahl dV% der steckengebliebenen

Punkte, also
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ap 0 aq dp . Oy
— Zakqu o (pir)] Z[ m +8k i+ p ak] (5.7.1)

Mit den Hamiltonschen-Bewegungsgleichungen (5.1.10) - (5.1.11),

_oH . 0H
qr = apka D = e
folgt
Oi _ OH  0p __ OH
Ok anapk’ Opy apka%,
sodaf
0q,  Opy
=4 22 =
Ok Opy

Gleichung (5.7.1) reduziert sich dann auf

7.0 0 0 d

o . J P P

"0+ ——p, ]+ L =2 = 7.2
;[a%% apkpk] ot dt 0 (5 ’ )

oder p = const. Q.E.D.

5.8 Integralinvarianten von Poincare

Kanonische Transformationen sind so definiert, dafl die Form der kanonischen Bewegungs-
gleichungen bei der Transformation erhalten bleibt. Gibt es andere Ausdriicke, die gegenii-
ber kanonischen Transformationen invariant sind? JA: die von Poincare gefundenen Inte-
gralinvarianten haben diese Eigenschaft.

Wir betrachten den 2n-dimensionalen Phasenraum ¢, ...., q,, py, -..... s Pn-

Satz von Poincare: Das Integral

J = /S/;dq,-dpi - /S/;kode (5.8.1)

st gegentiber kanonischen Transformationen invariant, wobei S anzeigt, dafl das Integral
tber eine beliebige 2-dimensionale Fliche im Phasenraum zu erstrecken ist.

Beweis: Zwei Parameter v und v kennzeichnen die Lage eines Punktes auf der 2-dimensiona-
len Fliche S vollstandig. Dort sei ¢; = ¢;(u, v), p; = p;(u, v). Dann kann ein Fldchenelement
dq;dp; mithilfe der Jacobi-Determinante

= | gu U 5.8.2
Suv) = | b (58.2)

auf ein Flachenelement dudv transformiert werden:
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0(qi, pi)
dgdp; = 280 P) g
4:9P: O(u,v) uav

Somit ist die Behauptung (5.8.1) dquivalent zu

[ = [ £ 50

Da das Integrationsgebiet s belieblg ist, konnen die Integrale nur dann gleich sein, wenn

die Integranden identisch sind

0(q;, pi 0(Qr, P,
Z 8((qu,;z)) dudv:;ig?u,s)dudv

Wir fassen die kanonische Transformation von den (g, p) zu den (@, P) so auf, als hétten
wir sie aus einer Erzeugenden vom Typ F,(q, P,t) erhalten. Mit Gleichung (5.3.21), p; =
8F2/aq1‘

p; N 2(8F2(qa Pat))
ou  Odu 0q;

Die Grofle in der Klammer ist wegen ihrer Argumente ¢ und P eine Funktion von u und

wir erhalten

8pl Z 32F2 (g, P,t) OP, Z 0°F,(q, P, t) %

k

Ebenso gilt

ZazFZ q,Pt)aPk 282F2(qapat)%
0q;0P, 0v 0q;0q,  Ov

k k

Damit erhalten wir mit (5.8.2) mit den Rechenregeln fiir Determinanten (2 Summanden,
Faktoren in einer Spalte herausziehen)

e 82 Fy(q,P,t) 6P;c 8% Fy(q,Pit) daz,
Z q” pz Z ou Zk aqlapk + Zk aq Aqy, ou
8y 82Fy(q,Pyt) 8P 82Fy(q,Pyt) 8qp
. - (% k
v ED) Zk 8¢; 0P, + Zk 8q;8q, O

—2282F2Q’Pt) o Ok +2282F2q,Pt) Frll
dq; 0P, |2 Zk 0g;0q, |2 &

Die Terme der zweiten Reihe sind antisymmetrisch beziiglich der Vertauschung der Indizes
1 und k, da dabei die zwei Spalten der Determinante vertauscht werden. Der Wert der
Summe darf aber nicht durch Vertauschen der Indizes beeinflut werden; demnach mufl die
zweite Reihe identisch verschwinden. Wir diirfen an ihre Stelle eine ahnlich konstruierte
Reihe setzen, deren Summe ebenfalls Null ist:
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an,pz 8F2 q,P t) (?;ib 8P 62F2 q,Pt) QZL %&
; O(u ZZ 0q:0P, |32 8”’“ +ZZ oPOP, |2 o

Die Operatlon der Entwicklung der Determinantensumme kann nun umgekehrt werden,
allerdings soll in der Determinante jetzt die Summe iiber 7 und nicht iiber k£ gebildet werden.
Z.B. in der 1. Spalte der Determinante tritt die Summe auf:

Zaze(QaP’t)an 282F2(Qapat)aR _2(8F2 _an
- 0q;0P, 0Ou ~  0POP, Ou Ou 0P,  Ou’

k3

wobei wir im letzten Schritt Gleichung (5.3.22) benutzt haben. Damit reduziert sich die

Determinantensumme auf

Za%apz z % %} :Za( k:aPk)
7 0(u,v) & % %& » O0(u,v)

Q.E.D.
Auf dhnliche Weise — der Beweis ist jedoch komplizierter — kann man die Invarianz von

Jo = //S//;dqidpikodpk

bei kanonischer Transformation zeigen, wobei S eine beliebige vierdimendionale Flache des
2n-dimensionalen Phasenraums ist. Diese Kette von Integralinvarianten kann schliellich
erweitert werden auf die Invarianz von

wobei das Integral iiber ein beliebiges Gebiet des Phasenraums ausgedehnt werden kann.
Die Invarianz von J, ist der Feststellung gleichwertig, da} das Volumen im Phasenraum
gegeniiber kanonischen Transformationen invariant ist. Daraus folgt, dafl das Volumen
im Phasenraum zeitlich konstant ist, da wir die zeitliche Entwicklung durch infinitesimale
kanonische Transformationen darstellen kénnen (fiir mehr Details siehe Goldstein, Kap.
8.6).
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