4. Das Zweikorper-Problem

Wir betrachten die Bewegung zweier Massenpunkte unter dem Einflufl einer wechselseitigen
Zentralkraft. Wir bezeichnen mit m; und m, die Massen der beiden Massenpunkte mit den
Ortsvektoren 7, und 7,. Es ist aber ungiinstig, mit den sechs kartesischen Komponenten
der beiden Ortsvektoren zu arbeiten. Wir werden stattdessen neue Koordinaten suchen
mit dem Ziel, moglichst viele zyklische Koordinaten zu finden, um die Erhaltungsséitze der

korrespondierenden kanonisch konjugierten Impulse auszunutzen.

4.1 Lagrange-Funktion des Zweikorper-Problems

Wir wéhlen als neue Koordinaten (sieche Abb. 4.1):
(a) den Abstandsvektor

=7 -1, (4.1.1)

und
(b) den in Kap. 3.12.2 eingefiihrten Schwerpunktvektor
MATT + MaTs

f= Tt maT, (4.1.2)
my + Mo

my

O

Abb. 4.1: Abstandsvektor 7 und Schwerpunktvektor R beim Zweikorper-Problem.

Fiir die Umkehrtransformationen gelten dann

m=R-—"2 ¢ (4.1.3)
my + mo
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und

my

(4.1.4)

=l

m=R+—
my + My

Wir merken an, dafl bei der Plantetenbewegung die Masse der Sonne m; = M, sehr viel
grofler als die Masse des Planeten m, = m, ist. In diesem Fall M, >> m, folgt aus
Gleichungen (4.1.3) - (4.1.4)

= m = 2 Ms

FS:R—ip F:R, Fp:R+

P~ R4 4.1.5
M, +m, +7, ( )

Ms—i-mpr

sodaf bei der speziellen Wahl des Schwerpunktsystems (}_é = 0) die Sonne im Urprung liegt
(s ~ 0) und der Planetenortsvektor mit dem Abstandsvektor 7, ~ 7 zusammenféllt.
Da die Massenpunkte gegenseitig Zentralkrafte ausiiben, kann das zugehorige Potential
nur eine Funktion des Abstands r = |7 sein. Mit den Transformationen (4.1.3) — (4.1.4)
erhalten wir im allgemeinen Fall fiir die Lagrange-Funktion des Zweikorper-Problems

ml _. my 2 - - 52 ng U mg 2
L= — V(|3 — =—|R —-—=R- 2
) 1+ 2 (|72 —nil) = 9 [ My + My T+ (m1+m2)2r]+
2,2 2 L. 2 .
@[R B - S L — 72] - V(r)
my + My (my 4+ my)?
my +my 32 mymy(my +my) -2 my + my 57 mimy -2
= R -Vr)=——R+—"—"—F -V 4.1.6
2 o m rmye V) 2 S 1 my V() (416)

Neben der Gesamtmasse

definieren wir die sogenannte reduzierte Masse zu

mims,

= —. 4.1.8
hE (4.1.8)
Gleichung (4.1.8) 148t sich auch als Summe der inversen Massen schreiben:
1 1 1
= 4= (4.1.9)
v ma Mo
Fiir die Gesamt-Lagrange-Funktion (4.1.6) erhalten wir dann
M =
L= —R + g* — V(r) =Ly + Ly, (4.1.10)
die wir als Summe eines Schwerpunktantells
M 2
Lsy = 5 R (4.1.11)

und eines Relativanteils
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La:%f—Xdﬂ (4.1.12)

schreiben konnen, da die Gesamt-Lagrange-Funktion (4.1.10) keine Mischterme in R und
7 enthalt. Offensichtlich 148t sich die Schwerpunktbewegung von der Relativbewegung
separieren, denn die Berechnung der Lagrange-Gleichungen ergibt

Schwerpunktbewegung: MR = 0 (4.1.13)
und
. - OV
Relativbewegung: ur + Y 0 (4.1.14)

Weil die Schwerpunktkoordinate R nicht in der Gesamt-Lagrange-Funktion (4.1.10) auftritt,
ist diese zyklisch, sodal nach Kap. (3.12) der kanonisch konjugierte Impuls

P = MR = const. (4.1.15)

erhalten bleibt in Ubereinstimmung mit Gleichung (4.1.13). Durch nochmalige Zeitintegra-
tion erhalten wir fiur die Bewegung des Schwerpunktvektors

=

. . P
R(t) = Ro+ -t (4.1.16)

mit der Integrationskonstanten RO.

Die Separierung (4.1.10) in Schwerpunktbewegung und Relativbewegung ergibt sich, weil
"zuféllig” die richtigen Ortskoordinaten gewahlt wurden.

Die Bewegungsgleichung (4.1.15) fiir die Relativbewegung entspricht der Losung des Ge-
samtproblems (4.1.10) im Schwerpunkt-Ruhesystem (R = 0) aufgrund der Translations-
Invarianz des Gesamtsystems gegeniiber Verschiebungen des Schwerpunktvektors.

4.2 Relativbewegung

Aufgrund der Kugelsymmetrie des Potentials V'(r) ist es naheliegend, sphérische Polarko-
ordinaten zu wahlen.

Wir wissen bereits aus Kap. 2.3.6, dafl bei Zentralkraften F || der Drehimpuls I = const.
erhalten ist. Hier ist also der Drehimpuls der Relativbewegung eine Erhaltungsgrofie:

[=7xp=const. (4.2.1)

Aus Gleichung (4.2.1) folgt direkt, dafl der Abstandsvektor 7 und der lineare Impuls 7 in
einer Ebene senkrecht zum Drehimpulsvektor fliegen, der fest im Raum liegt (sieche Abb.
4.2). Die Relativbewegung verlduft in dieser einen Ebene, und wir haben nur noch ein
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zweidimensionales Problem. Die ebenen Polarkoordinaten  und ¢ reichen zur Beschreibung

aus.

-

S
=
gol’

X r=1Irl

Abb. 4.2: Zur Illustration der Relativbewegunyg.

Wegen (siehe Beispiel Kap. 3.8.3 mit § = ¢) T = (;L/Z)?L“'2 = (1/2)(#* + r*¢?) gilt fiir die
Lagrange-Funktion (4.1.12) der Relativbewegung

Lo = =i+ 12¢?) — V(r) (4.2.2)

RS

Die Koordinate ¢ taucht nicht in dieser Lagrange-Funktion auf, ist also zyklisch, sodaf} der

dazugehorige kanonisch konjugierte Impuls

= % = pr’¢ = | = const. (4.2.3)

Py 8¢

eine Erhaltungsgrofle ist. [ ist der Betrag des Drehimpulses beziiglich des Schwerpunktsys-
tems. Natiirlich entspricht (4.2.3) der Lagrange-Gleichung der Relativbewegung beziiglich
der Koordinate ¢.

4.2.1 Flachensatz
Das Ergebnis (4.2.3) hat eine einfache geometrische Interpretation:
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Abb. 4.8: Zur Illustration des Fldchenstzes.

Wie in Abb. 4.3 skizziert, iiberstreicht der Radiusvektor 7(¢) auf seiner Bahn im Zeitin-
tervall dt = ¢, — ¢, die Fliche dA = }r?d¢ (Flache des Dreiecks). Teilen wir durch dt, so
erhalten wir mit Gleichung (4.2.3) fiir die ”Flichengeschwindigkeit”

. dA 1 ,dé 1
A:—:—Q—:—
a2 a2

Damit haben wir den Flachensatz oder das 2. Keplersche Gesetz bewiesen: Der Fahrstrahl

o
2 = — =
¢ = o const. (4.2.4)

7 lUiberstreicht in gleichen Zeiten gleich grofie Flachen.

4.2.2 Energieerhaltungssatz
Aus der Lagrange-Funktion (4.2.2) erhalten wir

OL,a o oV
or —# or

und

OL, ) d (8Lrel) .
AN
sodaB fiir die Lagrange-Gleichung der Relativbewegung beziiglich der Koordinate r folgt

o OV
P prg? + = 4.2.
Ui — pre” + e 0 (4.2.5)

Nach Gleichung (4.2.3) ist ¢* = [2/(u*r*) soda

. A
/,LT—%'FE—MT‘F—(

Multiplizieren wir diese Gleichung mit 7,
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d7‘3<12

urr + 2

und wenden die Kettenregel der Differentiation an, so erhalten wir

d ., I B
ﬁ(gT * 2pur? T V(T)) =0

oder

Poo
2" * 2ur?

+ V(r) = E = const. (4.2.6)

Dies ist natiirlich der bekannte Energieerhaltungssatz

B, - . ?
B=T+V =86 +r8) + Vi =i+ 5

+ V(r) = const.

da wir ja von vorneherein ein nicht-dissipatives konservatives System betrachtet haben.
Mit der Definition des effektiven Potentials

l2
= 4.2.
Vs =V + 3 (4.2.7
schreibt sich der Energieerhaltungssatz (4.2.6) als
M. _
S Vess(r) = E = const. (4.2.8)

4.2.3 Qualitative Aussagen zur Bewegung am Beispiel V = kr?, k = const.
In Abbildung 4.4 skizzieren wir die Variation des effektiven Potentials V,;;(r) als Funktion
von r mit dem Beispielpotential des harmonischen Oszillators V' = kr?.
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Abb. 4.4: Effektives Potential am Beispiel des harmonischen Oszillators.

Aufgrund von Gleichung (4.2.8) entspricht die schraffierte Flache in Abb. 4.4 der Differenz
E -V, = (n/2)7*. Weil (p/2)7* > 0, sind nur Bewegungszustinde mit 7,,;, <7 < 7
moglich, wobei der minimale und maximale Abstand durch V,;;(7i,) = Eund V44 (7 ez) =
E gegeben sind. Fiir die Bewegung erhilt man gebundene Zustinde mit den in Abb. 4.5

skizzierten Bahnen.

Abb. 4.5: Resultierende Bahnkurven.
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Fir [ # 0 ist 7,;, > 0, d.h. der Koérper kann nur fiir verschwindenden Drehimpuls { = 0 ins
Zentrum der Bewegung fallen. Fiir [ # 0 ist an den Punkten r = r,,;, und r = r,,,, zwar
i = 0, aber (wegen ¢ = I/(ur?) # 0) nicht die gesamte kinetische Energie 7 = 0, sodaB
7 #+ 0 selbst bei 7,,;,, und 7,,,,-

4.2.4 Losung der Bewegungsgleichung
Wir berechnen jeweils 7(¢) und ¢(t) als Funktion der Zeit ¢t und die Abhéngigkeit ¢ = ¢(r).
Aus der Bewegungsgleichung (4.2.8),

L

27'“2 =E = Vey(r)

folgt sofort

)

oder

d
dt = . (4.2.9)

\/%(E = Veys(r))

Durch Integration erhalten wir

f—to= [ df —/ 4.2.10
0 — to v \/ E ‘/;ff ) ( )
Aus dem Flachensatz (4.2.3) folgt
. do l
= = 4.2.11
¢ dt  ur? ( )
oder
o ot It odt
b= T4 :/dtilz_/_,, 4.2.12
¢~ o ~/¢>0 ¢ to /1,’/‘2(t) M It 7’2(t) ( )

wobei die Losung 7(t) nach Gleichung (4.2.10) eingesetzt werden muf.
Wir kénnen aber auch Gleichung (4.2.11) umformen zu

pride
[
und dieses Ergebnis in Gleichung (4.2.9) einsetzen. Dann ergibt sich

dt =

dqﬁzi dr

/‘TZ\/%(E — Vess(r))

oder
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!

¢ 4 dr
0= /¢0 = l/ro 7“'2\/2/L(E — Vs (1))

(4.2.13)

sodafl wir die formale Lésung der Bahnkurve ¢ = ¢(r) oder nach Invertierung zu r = r(¢)
erhalten. Zur weiteren Reduzierung von Gleichung (4.2.13) miissen wir das Potential V (r)
im effektiven Potential (4.2.7) festlegen.

4.2.5 Bewegungen im Zentralfeld
Gemaéf der allgemeinen Diskussion in Kap. 4.2.3 verlauft die Bewegung im Bereich r,,;, <
7(t) < T'maz, Wobei der minimale (7,,;,) und maximale (7,,,,) Abstand durch die Nullstellen
der Funktion

l2

E-Vy=E-V(r) - 2 = 0 (4.2.14)

gegeben sind. Fiir spezielle Werte von V(r), E und [ hat Gleichung (4.2.14) nur eine
Nullstelle: in solchen Fillen gilt dann nach (4.2.6), da3 + = 0 V¢ und r = const.. Das
Teilchen bewegt sich dann auf einer Kreisbahn.

Ist die Bewegung im Potential V' (r) periodisch, dann verlauft die Bahn, wie in Abb. 4.6

skizziert, in geschlossenen Bahnen.

Abb. 4.6: Geschlossene Bahnkurven.

Die Anderung im Winkel ¢ bei der Variation von r von r,,;, bis 7,,,, und zuriick 148t sich
aus Gleichung (4.2.13) berechnen:

O Sy L —
Wl rmin 12\ [2(E = Vg (1) rmin 720 [2(E = Vegy(r)

Die Bewegung ist geschlossen, falls
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A = 27r%, (4.2.16)

wobei a, b € IN beliebige ganze Zahlen sind. Dann wiederholt sich die Bahn nach b Perioden
weil sin(27a) = 0. Man kann zeigen (Ubungsaufgabe), daB dies nur fiir Potentialverlufe
V(r) o< r™ mit n = —1 und n = 2 auftreten kann.

4.3 Kepler-Problem: Planetenbewegung

Wir betrachten jetzt das spezielle Wechselwirkungspotential

Vir)=— (4.3.1)

Q
-
mit o = const..
Dieser Fall ist von fundamentaler Bedeutung, da es sowohl fiir die Gravitationswechsel-
wirkung zweier Massen mit o« = Gm;m, als auch fiir die Coulombwechselwirkung zweier
Ladungen mit oo = —q, ¢, gilt. Fiir das effektive Potential (4.2.7) erhalten wir dann

2 Q

_@ (4.3.2)

Verl = o Ty

Gleichung (4.2.13) reduziert sich in diesem Fall auf

¢ — o = (4.3.3)

T dr’
z/ i
o r’z\/Qu(E -+ 5)

2ur’2

Mit der Substitution u = 1/7 erhalten wir daraus mit = 1/u und dr' /du = —1/u?

_ / 7o du _ /% du

2B B tau) b [ e gk
Das in (4.3.4) auftretende Integral 16sen wir mit dem in der Integraltafel von Gradshteyn
und Ryzhik (1965, Formeln 2.26 und 2.261) angebenen Integral

(4.3.4)

¢ — %o

1 2cx + b

dz
——— = ———=—arcsin (4.3.5)
/ /R(z) v—c vV—A
fiir die Funktion R(z) = a + bx 4 cz® mit A = 4ac — b* < 0.
In unserem Fall ist a = 2uF /1%, b = 2au/l* und ¢ = —1, sodafl
8uFE 4o’ 4p o’
A:—l2 — T :_1_2(2E+l—2)<0
Unter Verwendung von (4.3.5) erhalten wir dann fiir Gleichung (4.3.4)
-2 7o B — :
b — o = —[arcsin = L u2 ]10 = [arcsin Q’E—u”] . (4.3.6)
W(2F + 24y 2Py on2 15
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Wir benutzen (Gradshteyn und Ryzhik 1965, Formel 1.623.1)

. T
arcsinz = 9 arccos r,
sodaf

arcsin(—z) = — arcsin(z) = arccos(z) — g

und erhalten damit fiir (4.3.6)

1_ op 1 _ o
2
¢ — ¢o = arccos ——L—1 — arccos —2—C
2uF (12&2 2uE QZHZ
2 + 4 2 + 4
Wir wéhlen als Anfangsbedingung
1 _ o
12
(o = arccos ——=2 ,
uB a?p?
2 4
sodaf} als Losung folgt
1_ an r
2
¢ = arccos ————L—— = arccos ———— (4.3.7)

2uE | o?p? 2812
2 + 14 1+ po?

Lésen wir Gleichung (4.3.7) nach r auf, so erhalten wir iiber

2 2E[?

=14 41+ —;
our po

cos ¢
die invertierte Losung
l2

"= ho__ (4.3.8)
1+ (/14 2% cos¢

Wir definieren jetzt zwei Parameter:

2E1
Exzentrizitit € = (/1 + — (4.3.9)
po
und
2
Bahnparameter p = — (4.3.10)
po
Damit schreibt sich die Bahnkurve (4.3.8) kompakt als
r(g) = —t—— (4.3.11)

1 + €cos ¢
Wie wir uns im nichsten Abschnitt {iberzeugen, ist Gleichung (4.3.11) die allgemeine
Bestimmungsgleichung eines Kegelschnitts, d.h. des Schnittes einer Ebene mit einem
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Kreiskegel, ausgedriickt in Polarkoordinaten, wobei ein Brennpunkt mit dem Koordinaten-
ursprung von 7 (!) zusammenfillt, also mit dem Schwerpunkt des Zweikorperproblems,
der bei der Planetenbewegung praktisch mit der Position der Sonne zusammenfillt (siehe
Gleichung (4.1.5)).

4.4 Mathematische Zwischenbetrachtung tiber Kegelschnitte in
Polarkoordinaten

Die Gleichung (4.3.11) beschreibt im allgemeinen
Kreise fiir € = 0,

Ellipsen fiir € < 1,

Parabeln fiir e =1,

Hyperbeln fiir € > 1.

4.4.1 Ellipse und Kreise
Unter einer Ellipse versteht man die Menge aller Punkte P in einer Ebene, deren Entfer-

nungen 7 und 7 von zwei festen Brennpunkten F(c,0) und F'(—c, 0) eine konstante Summe
ist (Abb. 4.7), d.h.

r+r =2, wobei2a>FF =2 (4.4.1)

2a

Abb. 4.7: Ellipse.

Fiir den in Abb. 4.7 eingezeichneten Punkt O, gilt r = ' = a also ¢® + b*> = a?, sodaf
c=+v/a?—b%. a und b werden als grofle bzw. kleine Halbachse der Ellipse bezeichnet.

Wir fithren die Exzentrizitat € der Ellipse ein durch die Forderung, dal ¢ = €a sein soll,
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d.h. also

b2
e=q1- <1 (4.4.2)

Fiir ¢ = 0 ist dann @ = b und ¢ = 0, und die Brennpunkte F = F fallen mit dem
Koordinatenursprung zusammen: die Ellipse wird zum Kreis.

Wir benutzen den Kosinussatz (Kap. 1.6.3) fiir das Dreieck A(F'FP) und erhalten mit
cos(m — @) = —cos¢:

r'? = (2¢) + 12 — 2r(2¢) cos(m — ¢) = 4> + 1 + 4rccos ¢

Zusammen mit Gleichung (4.4.1) folgt

r=2—r= \/402 +r2 4 4rccos ¢

Wir quadrieren diese Gleichung und benutzen ¢ = ea:

4a® — dar + r* = 4€’a® + r* + 4ear cos @,

sodaf}
4ar(1 + ecos @) = 4a’(1 — €°)
oder
a(l — €*)
= "7 4.4.3
1+ ecoso ( )

Mit p = a(1 — €?) ist diese Gleichung identisch mit Gleichung (4.3.11).
Verwenden wir die kartesischen Koordinaten x,y des Punktes P in Abb. 4.7, so gilt mit
dem Satz von Pythagoras:

T2:y2+(0—x)2, 7‘/2:(3:_'_0)2_{_2/2
Damit folgt fiir Gleichung (4.4.1):

\/y2+(c—x)2+\/y2+(x+c)2:2a

und nach Quadrieren :

P A (c— 2l + 12+ (@40 + 20/ (12 + (c — 2)2) (1 + (& + ¢)?) = da?

oder nach Ordnen und Division durch 2

(20° = &) = (1 +2%) = /(1 + (e = 2)) (1 + (2 + ) = \Jy' +2(* + )y? + (a2 = )2
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Mit b? = a? — ¢? erhalten wir 2a> — ¢ = a? + b? sodaB

(az + bz) _ (yz 4 $2) — \/y4 + 2(3;2 + 02)y2 + (362 _ 62)2

Das Quadrieren dieser Gleichung fiihrt auf

(a2 + b2)2 + (xZ _+_ y2)2 _ 2(012 _+_ b2)(.7:2 _+_ y2) — y4 _+_ 2(.1'2 + C2)y2 + (xZ _ 02)2

oder

(a2+b2)2+334+y4+2$2y2—2(a2+b2)($2+y2)=y4+$4+2$2y2+202y2—202$2+C4

Daraus folgt nach Ordnen

y*(2¢% + 2a” + 2b°) + 2°(2a” + 2b° — 2¢°) = (a® + b*)* — ¢*

und mit ¢ = a? — b?

4a’y® + 4’z = (a® + b°)? — (a® — b*)* = 4a’V°
Dividieren wir durch 4a?b* so folgt die Normalform der Ellipsengleichung

./,CQ y2
PE T

(4.4.4)

An dieser Gleichung erkennt man schon, dafl in der Tat ¢ und b die grofle bzw. kleine

Halbachsen der Ellipse sind. Fiir spiatere Verwendung notieren wir, dafi die Flache der

Ellipse durch A = mab gegeben ist

Im Sonderfall des Kreises (¢ = 1) ist a = b = r und Gleichung (4.4.4) reduziert sich auf

? +yt =1

4.4.2 Parabel

Unter einer Parabel versteht man den geometrischen Ort aller Punkte P einer Ebene, die

von einer festen Leitlinie L und dem festen Brennpunkt F(c,0) gleichen Abstand haben

(Abb. 4.8).
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Abb. 4.8: Parabel.

Bezeichne r den Abstand des Punktes P von F' und d den Abstand des Punktes P von der
Leitlinie L, dann muf} nach Definition d = r sein. Es gilt die Beziehung (siehe Abb. 4.8)

2c=d+rcos¢

sodafl mit d = r folgt

2¢ =7r(1+ cos¢)
oder

2c
r=-———
1+ cos¢
Mit p = 2¢ und € =1 ist diese Gleichung identisch mit Gleichung (4.3.11).
Verwenden wir die kartesischen Koordinaten x,y des Punktes P so gilt:

(4.4.5)

c+r=d=r

und

rr=y+g =y +(c—2)
Die Kombination beider Gleichungen fiihrt auf die Scheitelgleichung
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v’ =(c+z)’—(c— 1)’ =4dcx (4.4.6)

4.4.3 Hyperbel
Unter einer Hyperbel versteht man den geometrischen Ort aller Punkte P einer Ebene, deren

Entfernungen von zwei festen Brennpunkten F(c,0) und F'(—c, 0) eine konstante Differenz
ergeben (Abb. 4.9), d.h.

r—r =2, wobei2 < FF =2 (4.4.7)

ergibt den einen Ast der Hyperbel, wahrend

r—r=2a (4.4.8)

den zweiten Ast der Hyperbel ergibt.

Abb. 4.9: Hyperbel.
Der Kosinussatz im Dreieck A(F' PF) fiihrt auf

r? =712+ 4¢ — drccos(m — @) = 1 + 4¢ + 4rccos ¢
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oder

P o= \/7"2 +4c% + 4drccos ¢
Eingesetzt in Gleichung (4.4.7) ergibt

r—2a= \/r2 + 4c¢? 4+ 4rccos ¢

Durch Quadrieren dieser Gleichung erhalten wir

r? — dar + 4a* = r* + 4¢> + 4rccos ¢

oder

r(a+ ccos¢) = a® — ¢ (4.4.9)

Wir fithren wieder die Exzentrizitit mit ¢ = ea ein, jetzt aber mit € > 1 weil ¢ > a (siehe
Abb. 4.9). Dann erhalten wir aus Gleichung (4.4.9)

2 _ n2 1— 2
po @ _a(l-€) (4.4.10)
a+ccos¢p 1+ ecosg

Mit p = a(1 — €*) < 0 ist diese Gleichung identisch mit Gleichung (4.3.11).
Verwenden wir die kartesischen Koordinaten z,y des Punktes P so gilt:

=yt e—af, rP=y+(cta)

Eingesetzt in Gleichung (4.4.7) ergibt

2a = \/y2+(c—x)2—\/y2+(c+x)2

Quadrieren dieser Gleichung fiihrt auf

40> =y’ + (c—2)’ + ¥’ + (c+ 1) — 2\/(?/2 +(c—2)*)(y* + (c+ 7)?)

oder mit ¢ = b + a®

V+ri+d -2 =+ 22+ 0 —a’ = \/(y2+(c—x)2)(y2+(c+m)2)

Nochmaliges Quadrieren und Ordnen ergibt

?(2¢° + 2b% — 2a°) + y*(2b° — 2 — 2¢%) = ¢* — (b* — a*)?
Mit ¢* = a® + b” ergibt sich
40’z — 4a’y® = 4a°V’
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oder die Hauptachsengleichung der Hyperbel.

A (4.4.11)

m2
y= ib,/E —1, (4.4.12)

die fiir grofle Werte von x asymptotisch gegen die Asymptoten

Gleichung (4.4.11) kann auch als

y~+t—z (4.4.13)
a

verlauft.
Mit diesem Einschub ist die allgemeine Form von Gleichung (4.3.11) als Darstellung von
Kegelschnitten begriindet.

4.5 Fortsetzung des Kepler-Problems

4.5.1 Klassifikation der Bewegungstypen
Als Losung der Bewegungsgleichung erhielten wir nach Gleichung (4.3.11)

_ p
r(¢) = 1+ ecoso
mit dem Bahnparameter
l2
p=——
o
und der Exzentrizitat
2FI?
€e=4/1+
po?

Die Form der Bahnkurve hingt iiber € von der Gesamtenergie E des bewegten Korpers ab:
(a) fiir eine Parabel: € =1, also E = 0
(b) fiir eine Ellipse: 0 < € < 1, also negatives E < 0 zwischen —ua?/(2[*) < E < 0;
(c) fiir einen Kreis: € = 0, also E = —pua?/(20);
(d) fiir eine Hyperbel: € > 1, also E > 0.
Mit dem effektiven Potential (4.3.2) und dem Energieerhaltungssatz (4.2.8)
E = HT'Q + V;ff(T) — Hjn? + L — g (4.5.1)
2 2 2ur? r
lassen sich dann die prinzipiellen Bahntypen klassifizieren.
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An den Umkehrpunkte der Bewegung (7 = 0) gilt aufgrund (4.5.1) die Bedingung
E - ‘/eff (452)

Diese ergibt dann die Punkte mit dem gréfiten (r,,.,) und kleinstem (7,,;,) Abstand vom
Bewegungszentrum. In Abbildung 4.10 haben wir die Bedingung (4.5.2) skizziert. Auf
der Gesamtenergieachse F tragen wir die Energiebedingungen fiir die verschiedenen Bewe-
gungsformen auf und ermitteln die Umkehrpunkte der Bewegung aus Bedingung (4.5.2).

EParabel
EEI lipse

EKreis'

Abb. 4.10: Bewegungsformen beim Keplerproblem.

Wir erkennen:

(1) Fiir Parabel- und Kreis-Bewegung gibt es nur eine endliche Losung von (4.5.2).

(2) Fiir Hyperbel- und Ellipsen-Bahnen gibt es je nach Wert von E unendlich viele Lésungen
fir 7, <1 < 0.

(3) Fiir Parabel und Hyperbel liegen keine gebundenen Bewegungen vor. Die kinetische
Energie ist endlich (auer am inneren Umkehrpunkt r,,;,); selbst bei unendlichem Abstand
r — oo ist die kinetische Energie noch endlich. Die Koérper kommen aus dem Unendlichen,
werden bei rp bzw. 7y reflektiert und verschwinden wieder im Unendlichen. (Dies hat
ebenfalls Bedeutung fiir die Coulomb-Streuung in der Atom- und Kernphysik.)

(4) Fiir Ellipsen-Bahnen gibt es gebundene Bahnen, dafiir mufl aber die Gesamtenergie
E < 0 negativ sein. Geméf Gleichung (4.3.11) gilt
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p p 2p
r(¢:O)+r(¢=7r)=1+6+1_6=1_62

Aus der Abb. 4.7 entnehmen wir den Zusammenhang

20=1r(¢p=0)+r(¢p=m)

Die Kombination beider Gleichungen ergibt mit (4.3.9) — (4.3.10) fiir den Wert der grofen
Halbachse der Ellipse:

P 2 o Gmym,

_ _ I (4.5.3)
_ 2 _ 2E1
- pofl-(1+25)] 2E 2F

a

Der Wert der grofien Halbachse a ist also nur durch die Gesamtenergie £ bei gegebenen
Massen my, m, bestimmt. (Dieses Ergebnis ist wichtig fiir die Bohr-Theorie der Atome.)
Fiir die kleine Halbachse folgt

l2
b=+Va*—ct=+Va*—ea = |a|V1—e = P = =

\/]_ — €2 Ma‘/%
2
L (4.5.4)
\/ 2p| B Ho

4.5.2 Keplersche Gesetze der Planetenbewegung

Wir diskutieren jetzt die Ellipsenlosung fiir ein System, das aus der Sonne und aus einem
Planeten besteht. Als Bezugssystem wéahlen wir das Schwerpunktsystem mit R = 0; auf-
grund von Gleichung (4.1.15) ist dies ein Inertialsystem. Geméfl Gleichungen (4.1.5) gilt
wegen m, << M, im Schwerpunktsystem (R = 0) fiir die Ortsvektoren der Sonne und des

Planeten:
— mp — mp — =~
— ~ — ~( 4.5.5
Ts M, —|-mpr MST ( )
und
M
P=4—" F~7 4.5.
Tp +M3+mpr T (4.5.6)

r ist aber auch der Abstand zu einem der beiden Brennpunkte der Ellipse. Sonne und Planet
durchlaufen gegenldufige Ellipsenbahnen, wobei der gemeinsame Schwerpunkt in einem der
Brennpunkte der Ellipse liegt. Mit den Naherungen (4.5.5) — (4.5.6) fiir M, >> m,, erhalten
wir das

1. Keplersche Gesetz: Die Planetenbahnen sind Ellipsenbahnen mit der Sonne in einem
Brennpunkt der Ellipse.

Das 2. Keplersche Gesetz bezeichnet den in Kap. 4.2.1 bewiesenen Flachensatz:
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2. Keplersche Gesetz: Der Fahrstrahl 7 tiberstreicht in gleichen Zeiten gleichgrofie Fldchen,
d.h.

-t 2= = t. 4.5.
=3 27"(;5 2 cons (4.5.7)

3. Keplersche Gesetz: Das Quadrat der Umlaufzeit T ist proportional zur dritten Potenz

G4 _1,ds 1 l
dt

der grofien Halbachse a:

2

— = const. (4.5.8)
a

Zum Beweis benutzen wir, daf} die Fliache der Ellipse einerseits durch A = mab gegeben ist
und sich andererseits durch Integration des Flachensatzes (4.5.7) berechnen 148t:
T . T
A=rab= [ ati =
0 21
Mit Gleichung(4.5.4) erhalten wir dann

7= TE gy = TR s | P 27\@3/2
l [ J7%! Q

oder
T2 = 4n2t g2 (4.5.9)
o
Q.E.D.
Der Proportionalititsfaktor ist mit der reduzierten Masse (4.1.8) gegeben durch
1 1 M.m 472 472
4= = 4An® = 47° - = ~ 4.5.10
T T aMm, ~ " (M, +m,)GM,m, _ G(M,+m,)  GM, (45.10)

ist fiir alle Planeten naherungsweise gleich.
Reale Planetenbahnen zeigen Abweichungen von Ellipsenbahnen aufgrund von Gravita-
tionskraften der Planeten untereinander, kleinen relativistischen Effekten und dem Quadru-

polmoment der Sonne, sodafl es zu Abweichungen vom reinen 1/r-Potential kommt.

4.5.3 Kepler’s Gleichung
Wir kennen geméf Gleichung (4.3.11) die Bewegungsgleichung in der Form

_ p
r(@) = 1+ ecos¢
Fiir astronomische Beobachtungen ist aber die Losung in der Form ¢ = ¢(¢) wichtig.

Desweiteren interessiert die Abhéngigkeit der Variation ¢(¢) von den zwei fundamentalen
Konstanten der Bewegung: die Umlaufzeit 7' und die Exzentrizitat e.

Zur Ableitung benutzen wir wieder den Fliachensatz (4.5.7) A = const.. Fiir die gesamte,
bei einem Umlauf iiberstrichene, Flache galt
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T . -
A:/ dtA = AT = mab,
0
sodafl in der Zeit ¢ die Flache mab(t/T) iiberstrichen wird, d.h.

Wab% = /dA

Benutzen wir (4.5.7) fiir dA = (r?/2)d¢, so folgt mit ¢ = 0 fiir t =0

t 1 P d¢’
L Cagey P
T T2 er(9) 2 Jo (14 €cosg’)?
wobei wir Gleichung (4.3.11) eingesetzt haben.
Wir benutzen die Integrale

/ dz -1 [ b, sinzx / dx

= —a [ ————
(ay +bycosz)? a2 —bila, + b cosz ') a4+ bicosz
und

= arctan
a; + b, cosx /af — b2 a, + b,

und erhalten mit a; = 1, b, = € fiir das Integral in Gleichung (4.5.11)

/ dx B 9 \/ai — b3 tan

/ dz . 1 [ esinx / dz ]
(14+ecosz)? 1—ell+ecosm 1+ecosx
1 [ 2 \/1—e2tan§ €sinx ]

= 5 arctan
1—c¢

V1—¢? 1+e€ _1+ecosx
1 2 \/1—6tan§ esinz

= 1 2[ arctan ]
—€

V1—¢ Vite  1l+ecosz
Damit folgt fiir Gleichung (4.5.11)

t p? 2 V1 —etan £ €sin ¢
mab— = arctan ]

T 2(1—62)[\/1—62 Vite  l+ecosg
Mit ab = a*(1 — €)/? = p*(1 — €2)7*/? (vgl. Gleichung (4.4.3)) folgt

5 t 5 arct [ 1—6t qb] ev1—€?sing
m— = 2arctan an—| — ——
T 1+e€ 2 1+ €coso

(4.5.11)

(4.5.12)

Dies ist eine komplizierte Gleichung fiir ¢ = #(¢), die auch noch nach ¢ = ¢(t) aufgelost

werden muf.

Kepler hat das Problem durch geometrische Konstruktion gelost, obwohl er Gleichung

(4.5.11) nicht kannte: die Bewegung erfolgt auf der elliptischen Bahn mit dem Kraftzen-

trum im Brennpunkt O, den Kepler als Ursprung des rechtwinkligen Koordinatensystems

(x,y) wahlt (siehe Abb. 4.11).
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Abb. 4.11: Zur Ableitung der Kepler-Gleichung.

In diesem System lautet die Bahngleichung

(x 4+ ae)®> y°

e + ” =1 (4.5.13)
Als néchstes umschreiben wir die Ellipse durch einen Kreis mit dem Radius a, und pro-
jizieren den Punkt P (definiert durch r und ¢) auf den Kreis im Punkt ). Der Winkel

Z(a,z) = wird als exzentrische Anomalie bezeichnet. Es gilt

T + ae

cos ) = (4.5.14)

a
Mit Gleichung (4.5.13) folgt

sin¢=,/1—cos21/)=\/1—%72“6)2=\/1—(1—?;—22)=% (4.5.15)

Aus diesen Beziehungen folgt

x = a(cosy — ¢€) (4.5.16)
und
y =bsiny = a1 — e2sin ), (4.5.17)
sodaf

r* =2° +y* = a’[(cos ) — €)® + (1 — €*) sin’ 9] = a’[cos® ) — 2¢ cos P+
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€ +sin’ 1) — €2 sin’ ] = a’[1 — 2ecos ) + €*(1 — sin” ¥)] = a*[1 — ecos Y]’

oder

r =a(l — ecos)) (4.5.18)

Jetzt benotigen wir noch den Zusammenhang zwischen den Winkeln ¢ und ¢. Aus

P a(l — €
(6) = St )
l1+ecos¢p 1+ e€coso
folgt
ercosdp =a(l —€)—r (4.5.19)

Wir addieren auf beiden Seiten er:

er(l+cosg) = (1 —¢)a(l +€) — 7]

und setzen auf der rechten Seite Gleichung (4.5.18) ein:

er(1+cosp) = (1 —€)all +e— (1 — ecos )]

oder

(14 cosp) = a(l — €)(1 + cos ) (4.5.20)

Ebenso subtrahieren wir auf beiden Seiten von Gleichung (4.5.19) er:

er(cosp—1)=a(l+e€)(1—€) —r(l+e)

und setzen wieder auf der rechten Seite Gleichung (4.5.18) ein:

er(eosd 1) = al1 + 91 — €~ (1 - ccosy)],

sodaf

r(1 —cosd) = a(l +€)(1 — cos ) (4.5.21)

Dividieren wir Gleichung (4.5.21) durch Gleichung (4.5.20), erhalten wir unter Verwendung

x 1—cosz
tan — =4/ ———
2 Vl-l—cosx
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0] 1+e€ Y
3=\ g (4.5.22)
(

Diese Beziehung liefert direkt ¢ = ¢(t), wenn wir die Abhéngigkeit 1 (¢) kennen. Dazu

tan

transformieren wir Gleichung (4.5.11),

7rab—— / g

in eine Gleichung fiir ¢(¢). Nach (4.5.22) ist

.o 1 1ds_ [T+cd _ [T+e 1 d
dt 2_c0s2§2dt 1— dt 1—ecos“£2dt

oder
1+ ecos®?
dop =/ —— 2 d 4.5.23
¢ 1—ecos® % ( )
Nach (4.5.20) ist
1+ cosv cos? ¢

=a(l —€)— =a(l — 2 4.5.24
r = )1+cos¢ o e)cos“;l ( )

Damit erhalten wir

2 Y 1 QQ
r’d¢ =rrdp = a(l — ecostp)a(l — e)cos 2, | - +ecos 2dp = a®v1 — €2(1 — ecosv)dp,

cos? f € cos? ¢
(4.5.25)

wobei wir fiir das erste r Gleichung (4.5.18) eingesetzt haben, fiir das zweite r Gleichung

(4.5.24) und d¢ nach Gleichung (4.5.23).
Fiir Gleichung (4.5.11) erhalten wir damit

t L‘;_ez /w @y (1 — ccost)) = V=€ () _ esiny)

b =
7raT

Mit b = av/1 — €% folgt Kepler’s Gleichung

M =1 — esiny (4.5.26)
fiir die mattlere Anomalie
2t
= — 4.5.2
i (4527

die die Winkelabweichung eines Korpers auf einer Kreisbahn mit der Periode T" anzeigt. Die
Inversion von Gleichung (4.5.26) liefert direkt (M) = v(t), das dann mittels Gleichung
(4.5.22) zur gewiinschten Abhéngigkeit ¢(t) fiihrt.
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4.5.4 Naherungslosung der Kepler-Gleichung

Um Genauigkeiten auf 107° fiir ein typisches € = 0.1 zu erzielen, ist Gleichung (4.5.12) un-
brauchbar.Von den mehr als 120 bekannten Methoden zur nidherungsweisen Losung der
Kepler-Gleichung, besprechen wir hier nur die einfache Methode von E. Brown (1931,
Monthly Notices Royal Astronomical Society 92, 104), die gut bis O(e*) ist, Wir setzen

Y=M+n (4.5.28)

mit dem Korrekturterm 7 in die Kepler-Gleichung (4.5.26) ein und erhalten

n = esin(M + n) (4.5.29)

Mit der Reihen-Entwicklung der Sinus-Funktion folgt

3 5 3 5

sinn = n—%-l—%—... = sin(esin(M+n)) = esin(M—i—n)—% sin3(M+n)+% sin®(M+n)—....
sodafl
,,73
sinn — esin(M +n) = sinn — e(sin M cosn — sinncos M) = ] sin’®(M + n)
+n—ssin5(M+ ) — (4.5.30)
) n) — ... 5.
Definieren wir die neuen Groflen o und 8 durch
Bsina =esin M, [fcosa=1—¢€ecosM,
sodafl
esin M
= arctan ———— 4.5.31
a = arctan -—— ( )
und

B%sin’ o+ Brcos’ = B2 = €*sin® M + 1 — 2ecos M + €*cos? M = 1+ €2 — 2ecos M

oder

B=vV1+e& —2ecos M (4.5.32)

Damit erhalten wir auf der linken Seite von Gleichung (4.5.30)

3 5

fBsinncosa — fsinacosn = fsin(n — o) = —%sins(M + 1)+ %sins(M +n)— ...
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oder

Sin(n — @) = — sin®(M +7) + —
Y= "8 T 1208
Gleichung (4.5.32) zeigt, dal 5 = O(1), sodafl nach Gleichung (4.5.33) n — a ~ O(€°).

Vernachléssigen wir den Term proportional zu €® in Gleichung (4.5.33) und schreiben « fiir

sin®(M + 1) — .... (4.5.33)

1 im ersten Term auf der rechten Seite dieser Gleichung, so folgt
3

sin(n — a) ~ _g_ﬂ sin®(M + «) (4.5.34)

Dieser Ausdruck ist genau bis zur Ordnung O(e*). Fiir e = 0.1 ist der erste vernachldssigte
Term von der Grofle (e?/120) ~ 10 ".
Aus Gleichung (4.5.34) folgt direkt

3

n = a + arcsin [_g_ﬂ sin® (M + a)]

und mit Gleichung (4.5.28)

3

Y~ M+ a+ arcsin[—g—ﬁ sin® (M + a)], (4.5.35)
wobei gemif Gleichung (4.5.31)

esin M

o = arctan ———
1—€ecosM

4.6 Hyperbelbahnen

Unter dem Einflu} eines gegenseitigen Keplerpotentials bewegen sich die beiden Massen-
punkte auf Hyperbelbahnen, wenn (siehe Gleichung (4.3.11))

212K
€e=4/1+ >1
po?

Die Gesamtenergie £ = V,;; + £7? > 0 ist dann immer positiv (selbst bei r — o0o) und

dieser Fall fiihrt auf ungebundene Bahnen.
Wir schreiben Gleichung (4.3.11) als

- P mi = € COS .6.
T(¢)_f(¢)’ t flg)=1+ ¢ (4.6.1)

f(#) kann das Vorzeichen wechseln. Weil r(¢) > 0 V¢, miissen wir verschiedenen Félle
unterscheiden, je nach Vorzeichen des Parameters

l2
= a/_,u’
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wobei (zur Erinnerung) p die reduzierte Masse ist und a der Proportionalitatsfaktor im
Keplerpotential

V(r)=—a/r (4.6.3)

4.6.1 Attraktives Potential (o > 0)

Der Proportionalitatsfaktor « ist positiv fiir das Gravitationspotential oder fiir das elek-
trostatische Potential mit entgegengesetzten Ladungen. In diesem Fall ist der Parameter
p > 0.

(o)
1+ ¢

Abb. 4.12: Variation der Funktion f(¢) im Fall p > 0.

Aus der Forderung f(¢) = 1+ ecos¢ > 0 ergibt sich die in Abb. 4.12 skizzierte Ein-
schrankung der erlaubten Werte von ¢ zu

T < - <Pp< P <7 (4.6.4)

mit dem Grenzwinkel ¢, = arccos(1/¢). Fiir den Winkel ¢ = 0 wird der Abstand der Bahn
vom Kraftzentrum minimal, r,.;, = p/(1 + €); fiir ¢ — +¢, folgt » — oo. Die resultierende
Bahnkurve ist in Abb. 4.13 skizziert.
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verbotener Bereich

Abb. 4.13: Hyperbelbahn bei attraktivem Potential.

4.6.2 Repulsives Potential (a < 0)
Die Massenpunkte stoflen sich ab, wie etwa bei gleich geladenen Ladungstragern. Dann ist

p < 0, und es muf

f(@)=1+e€ecosp <0

sein. Die erlaubten Werte von ¢ sind dann

< Pp< —¢y, und ¢ << (4.6.5)

Die in Abb. 4.14 skizzierten Bahnkurven sind Hyperbeln, die nicht das Kraftzentrum

einschlieflen, sondern vor diesem zuriickweichen.
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verbotener Bereich

Abb. 4.1/: Hyperbelbahn bei repulsivem Potential.

4.7. Der Runge-Lenz-Vektor

Beim attraktiven Kepler-Potential mit ¢ < 1 sind die Bahnkurven Ellipsen, insbesondere
geschlossenen Bahnen. Es folgt weiterhin, dafl sowohl der Ort, an dem die Masse m, der
Masse m; am néchsten kommt (Perihel), als auch der Ort, an dem die Masse m, am
weitesten von der Masse m, entfernt ist (Aphel), nicht wandern, sondern zeitlich fest liegen
(sieche Abb. 4.15).

Aphel Perihel

Abb. 4.15: Perihel und Aphel.

Diese Konstanz des Perihels bzw. Aphel ist mit einer Erhaltungsgrofie, dem sog. Runge-

Lenz-Vektor, verbunden.
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Der Runge-Lenz-Vektor ist definiert durch

B=#xl-a, (4.7.1)
T
wobei | = WU X 7 der Drehimpuls der Relativbewegung ist.
Die totale zeitliche Ableitung dieses Vektors ist
B=fxl+ixl—al T =FxT—al+af—
r r
weil nach (4.2.1) [ = 0. Mit 72 = 7- 7 und ri = 7*- 7 folgt dann
R T A o
B:rxl—aF—karﬁ:rxl+ﬁ[r(r-r)—r(r-r)] (4.7.2)
Mit dem dreifachen Kreuzprodukt (1.3.12)
ix (bxd)=0b@-¢)—¢e@a-b)
folgt fiir @ = b = 7 und & = 7 die Identitit
7(F-7)—7F-7)=7x (FxT7),
sodaf}
é:?xﬂk%[?x(Fx?)]:?xTﬁL%FxZ:(?Jr%%)xT (4.7.3)
Nach Gleichung (4.1.14) gilt fiir die Relativbewegung mit V (r) = —a/r
- 0V - ar
P4 =i+ — =0 4.7.4
pur —+ o7 = M + e ) ( )
sodafl die Klammer in Gleichung (4.7.3) verschwindet. Wir erhalten also
N d - - i
B= o [Fxi- a;] =0, (4.7.5)

d.h. der Runge-Lenz-Vektor B ist bei der Keplerbewegung eine Erhaltungsgrofe.

Man iiberlegt sich leicht, dafl der Runge-Lenz-Vektor B immer in Richtung des Perihels
zeigt: dazu betrachten wir den Ortsvektor 7 des Perihels (nahster Punkt). Dann liegt 7 L 7
in der Ebene der Bahnbewegung und [ steht senkrecht auf dieser Ebene (sieche Abb. 4.16).
Somit zeigen 7% 1 und natiirlich auch 7 /r in Richtung des Perihels. Weil B Erhaltungsgrofie
ist, andert sich der Ort des Perihels nicht.
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Abb. 4.16: Zur Richtung des Runge-Lenz-Vektors.

Bilden wir das Skalarprodukt B - 7 = Br cos ¢ mit ¢ = L(B, 7), dann folgt mit Gleichung
(4.7.1) und der Spatprodukt-Regel (1.4.2)

T r .o N . 12
(FxT—at)=—ar+ F-(Fx)=—ar+ I-(Fx7) =~ —ar

oot

-7 = Brcos¢

Il
=L

oder

2 2

7 S 476
a+Bcos¢p 1+Zcosdp 1+4e€cos¢ (4.7.6)

wieder die Bahngleichung (4.3.11) unter Zuhilfenahme von Erhaltungsgrofien.

4.8. Das Streuproblem

Das Zweikorperproblem 148t sich auch auf Streuexperimente der Kernphysik bei Coulomb-
wechselwirkung anwenden. Wir machen dabei die vereinfachende Annahme, dafl die Masse
des Targetteilchens m; sehr viel grofler als die Masse des gestreuten Teilchens m, ist. Die
reduzierte Masse ist dann durch p ~ m, gegeben. In Abb. 4.17 skizzieren wir den Streu-
prozel im Schwerpunktsystem, in dessen Ursprung das Target ruht.
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Abb. 4.17: Streuproblem.

Das Teilchen 2 kommt mit der Geschwindigkeit vy aus dem Unendlichen und wiirde ohne
Wechselwirkung mit dem Teilchen 1 im Abstand s (sog. Stofiparameter) vorbeifliegen. Aus
dem Drehimpuls der Relativbewebung [ = 1Ty X vy berechnen wir dessen Betrag zu

[ = |y X Ug| = margv, sin @ = myu,s, (4.8.1)
wobei « = £(7, 7). Ebenso ist die Gesamtenergie der Relativbewegung bekannt:

E= %vé, (4.8.2)

wenn wir das Potential so normieren, daf§ es im Unendlichen verschwindet (V' (+o0) = 0).
Aus der Kenntnis der Erhaltungsgr68en [ und E bestimmen wir nach (4.3.9) — (4.3.10) die

Bahnparameter

e =1/1422E/pa?, p=10/px (4.8.3)

Gemaf unserer Diskussion in Kap. 4.6 folgt aus der asymptotischen Bedingung fiir r — oo,
da8 der Grenzwinkel durch cos¢s = —1/€ gegeben ist. Damit gilt fiir den Streuwinkel
O =7 —2¢g.

Bei elastischer Streuung ist der Betrag des Impulses nach der Streuung gleich dem Betrag

des Impulses vor der Streuung |Bg| = B4, weil

Ap=fp—ia= [ F@it=—[ VV(rdt=0

Betrachten wir nun einen Strahl von Teilchen (siehe Abb. 4.18).
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VT A

(I %i
> Tds do

Abb. 4.18: Zum differentiellen Wirkungsquerschnitt.

Durch den linken Ring mit dem Radius s und der Dicke ds fliegen genauso viele Teilchen

(N.in) wie nach der Streuung durch den Raumwinkel d) austreten (Naus). dS) entspricht
dem schraffierten Teil der Einheitskugel um m; mit Winkeln zwischen © und © + dO, d.h.

N,; 2nsds = N,,,dQ = N,,,27 sin ©dO (4.8.4)

Als differentiellen Wirkungsquerschnitt do bezeichnen wir das Verhéltnis der Anzahl der in
den Raumwinkel df2 pro Zeiteinheit gestreuten Teilchen durch die Anzahl der einlaufenden
Teilchen pro Zeiteinheit und Eintrittsflache:

do Naus

— == 4.8.5
dQ Nein ( )
Mit Gleichung (4.8.4) folgt
N,,.dOQ
do = —=— = 2nsds (4.8.6)
Mit d€) = 27 sin ©dO erhalten wir
do 2mwsds s . ds
o= 0% = 5rsn 040 sn6/de (487)

Aus Gleichungen (4.8.1) — (4.8.3) folgt

PP =miuis® = 2myEs’

und

sodaf
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CG = COS¢G = _7’W
oder
o« 1 ]
*TTeE\
Es folgt
ds o?

dCy  AE2sC3

Benutzen wir © = 7 — 2¢4, sodaf

Cg = cos g = cos(z - 9) = sin@,
2 2
dann folgt
ds o?
dCs — 4AE?ssin® 2
und

ds ds dsin % 1 O ds o? cos &
=~ cos —

- = — 2
d® dsin?2 dO© 2 2dC; 8FE?ssin® 2
und wir erhalten fiir Gleichung (4.8.7)

o’ cos 2
do = 2 _—dQ
7= 8E”sinOsin®
oder mit sin © = 2sin 2 cos £
do _ o sin* ©
Q) 16E? 2

Fiir Streuung von Teilchen der Ladung ¢, an Kernen der Ladung ¢, ist o?
unser Ergebnis (4.8.9) stellt die Rutherford’sche Streuformel dar.
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(4.8.8)

(4.8.9)

= (CI1(]2)2, und



