3. Analytische Mechanik

3.1 Eingeschrankte Bewegung bei Zwangsbedingungen

Im vorherigen Kapitel wurde die Bewegung eines freien Massenkorpers unter dem Einflufl
auBerer Krafte untersucht. Sind dessen Bewegungsmoglichkeiten hingegen durch gewisse
Nebenbedingungen auf eine bestimmte Fliche oder Linie beschriankt, so spricht man von
”eingeschrankter” Bewegung. Es mufl dann eine ” Zwangskraft” auf den Korper vorliegen,
die ihn auf der vorgeschriebenen Bahn hailt.

3.1.1 Beispiel 1: Schiefe Ebene
Als erstes Beispiel der eingeschrinkten Bewegung betrachten wir die in Abbildung 3.1
skizzierte schiefe Ebene.

Abb. 8.1: Beispiel: Eingeschrinkte Bewegung auf der schiefen Ebene.

Die in z-Richtung einwirkende Schwerkraft mg = —mgé; zerlegen wir in die Tangential-
und Senkrechtkomponenten F, und F,. Gleichzeitig mufl die schiefe Ebene auf den Mas-
senpunkt eine Kraft —F’s ausiiben, damit sich der Massenpunkt entlang der schiefen Ebene
bewegt.

Bei eingeschrankten Bewegungen unterscheiden wir zwischen:

(1) AuBeren Kriften K, die durch Wechselwirkungskriifte (z.B. Gravitation, Federkrifte)
bewirkt werden, und

(2) Zwangskriften Z, die fiir die Zwangsbedingungen verantwortlich sind. Hier stellt sich
oft die Schwierigkeit, da wir die Zwangsbedingungen kennen (siehe schiefe Ebene) und
mathematisch formulieren konnen, aber nicht die Zwangskrafte.

Hier behandeln wir zunichst Methoden (a) zum Aufstellen der Bewegungsgleichung bei
eingeschrinkter Bewegung und (b) zur Berechnung der Zwangskrifte aus vorgegebenen
Zwangsbedingungen. Dieses Vorgehen fiihrt zu den Lagrange-Gleichungen 1. Art.

Ist man an den Zwangskraften nicht interessiert, so elimiert man sie durch Einfilhrung
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geeigneter neuer Koordinaten. Dies fiihrt auf die Lagrange-Gleichungen 2. Art (siehe
z.B. Kap. 3.2 fiir das ebene Pendel).

Bei einfachen Problemen (wie der schiefen Ebene) kann man die eingeschrinkte Bewegung
auch durch direkte Anwendung der Newtonschen Axiome losen. Gemafl Abbildung 3.1 gilt
x = scosa und z = ssin a, wobei s die Koordinate entlang der schiefen Ebene bezeichnet.
Aus der dynamischen Grundgleichung

mr = F, (3.1.1)

und F; = —mgsin « folgen dann

Z=3§cosa= —gsinacosa, Z=35sina=—gsin"« (3.1.2)

und durch zweimalige Integration die Losungen

z(t) =z, + Tt — th sinacosa, z(t) =z, + Zt— gf sin® a (3.1.3)

Bei komplizierteren eingeschrinkten Bewegungen (z.B. Achterbahn) ist die direkte Losung
nicht moglich.

3.2 Beispiel 2: Das Pendel im Schwerefeld

Wir betrachten jetzt die Bewegung des Pendels im Schwerefeld: auf eine Masse m wirke die
Schwerkraft K und eine durch einen Faden der Lange [ ausgeiibte unbekannte Zwangskraft

=

Z (siehe Abbildung 3.2).

Abb. 8.2: Pendel im Schwerefeld.
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Der Massenpunkt wird durch den Faden der Lange [ auf einer Kreisbahn gehalten, d.h. die
Zwangsbedingungen fiir die Bahn 7(t) = (z(t), y(¢), 2(¢)) lauten:

2=0, 2*+y*=10 (3.2.1)

In der Bewegungsgleichung unterscheiden wir zwischen aufleren Kréften und Zwangskraften
und setzen an

mi=K+ Z (3.2.2)

Auf die Masse m wirkt die Schwerkraft K und eine durch den Faden ausgeiibte unbekannte
Zwangskraft Z. Die Zwangskraft Z in dieser Gleichung ist zunachst unbekannt, obwohl wir
die Zwangsbedingungen (3.2.1) kennen.

Die Zwangsbedingungen (3.2.1) kénnen elegant eliminiert werden, wenn man den Winkel
¢ im Bezug zur Ruhelage ¢ = 0 (siehe Abbildung 3.2) als neue Koordinate benutzt. Die
Bogenlinge des Pendels ist dann durch s = [¢ gegeben. Die durch die Gravitation in
Richtung des Bogens wirkende Riickstellkraftkomponente F, = —mgsin ¢ ist konservativ,
da sie als Ableitung des Potential V' (¢) = mgl(1 — cos ¢) darstellbar ist:

dv 1dV
Tds  1dé
(Die Konstante mgl im Potential wird aus mathematischer Bequemlichkeit dazu addiert,
siehe unten Gl. (3.2.9).)

Die kinetische Energie des Pendels ist durch 7' = m(&* + §*)/2 gegeben. Mit (Abb. 3.2)

Fr = = —mgsin ¢ (3.2.3)

x=1Isin¢g, y=1I1coso (3.2.4)

ergibt sich

i =l(cosp)p, §=—l(sin¢)g,
sodaf

m ., - m
T=—PI¢ =—35
gl =58

Die Gesamtenergie ist dann

E=T+ V= %F(}ﬁ? + mgl(1 — cos @) = const. (3.2.5)

gemafl Gleichung (2.3.14) konstant. Multiplizieren wir diese Gleichung mit (1/mi?), so
ergibt sich die Bewegungsgleichung

1. E
§¢2 + %(1 —cos @) = et (3.2.6)
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Wir fithren jetzt die dimensionslose Zeit

r=t/\/l/g (3.2.7)

ein. Damit reduziert sich die Bewegungsgleichung (3.2.6) auf die Form

1 dg., dg., 29 _
2(d7') + (1 —cos¢) = 2(d )2+ 2sin 2—E@, (3.2.8)
mit Eg = E/(mgl), wobei wir die trigonometrische Beziehung
1 — cos ¢ = 2sin’ g (3.2.9)
ausgenutzt haben. Aus Gleichung (3.2.8) folgt
2E (/1 — —sm2 g (3.2.10)

Gemaf den allgemeinen Uberlegungen von Kap. 2.4.3 zur Existenz von Umkehrpunkten
(%2, = 0) der Bewegung in konservativen Kraftfeldern muf fiir Schwingungsbewegungen
der Wert von E; < 2 sein.

Substituieren wir ¢ = 2arcsinY” in Gleichung (3.2.10), so folgt mit

dp _ 2 dY
dT_\/l—deT

fiir die Bewegungsgleichung

dY o Eg o\11/2
(R O G (3.2.11)

Offensichtlich miissen wir drei Fille untersuchen: (a) Eg < 2, (b) Eg =2 und (¢) Eg > 2,
die wir getrennt betrachten. Dabei tauchen vollstandige elliptische Integrale auf, sodafl wir

mit einem kurzen mathematischen Einschub beginnen.

3.2.1 Mathematischer Einschub: Elliptische Integrale und Elliptische
Funktionen

Wir konnen die trigonometrische Funktion y = sin © tber das Integral

Y ds
e —— 3.2.12
L 7= (3:2.12)

definieren, denn das Integral auf der linken Seite (LHS) dieser Gleichung ist

- arcsm

LHS:/

v/ (1 —s?)
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sodafl die Umkehrung dieser Gleichung gerade y = sin © ergibt. Bekanntlich hat die Sinus-
Funktion die Periode n = 27, d.h. sin(© +7) = sin©. Wir kénnen die Periode 7 auch
ebenso durch die Gleichung

! d
ﬁ = / 78 = arcsin(]_) = z (3213)
o J(1-s) 2

festlegen.
Nun verallgemeinern wir die Gleichung (3.2.12). Sei

z ds
=u 3.2.14
A V(1 —s2)(1 - K2s2) ( )

Im Fall K = 0 ergibt sich gerade wieder Gleichung (3.2.12). Fiir Werte von K # 0 nennen
wir die durch Gleichung (3.2.14) definierte Funktion

z = snu, (3.2.15)

deren Verhalten vom Wert von K abhéingt. Ganz analog zur Sinus-Funktion definieren wir
die Umkehrfunktion zu (3.2.15) mit z = sin ¢

sin ¢ ds
w=F($,K) = /0 ¥ (3.2.16)

als unvollstindiges elliptisches Integral 1.Art. Ebenfalls analog zu Gl. (3.2.13) definieren
wir die Periode & der sn -Funktion durch

E_ [ ds (T
4 /0\/(1—82)(1—1(252) F(5, K), (3.2.17)

was man als vollstandiges elliptisches Integral 1.Art bezeichnet.
Die Substitution s = sin « iiberfiithrt Gleichung (3.2.16) in

da

)
K?sin” «

F(¢. K) = /j — (3.2.18)

3.2.2 Schwingungsfall F; < 2
Setzen wir in der Bewegungsgleichung (3.2.11) E; = 2K? und substituieren wir ¥ = Kz,
so erhalten wir

K== = /(1 - K222)(K? — K?22)

oder

=7 (3.2.19)

/z ds
o /(1—s2)(1— K2s?)
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Gemaf} unserer mathematischen Betrachtung in Kap. 3.2.1 konnen wir dann die Losung
(3.2.19) auch als z = sn 7 schreiben, d.h.

Y(r)=Ksnr

[E
= TG sn \/%t (3.2.20)

1
~14+ —K?%s?
+2 S

oder

Mit der Entwicklung

1
(1 _ K282)1/2

im Integranden von Gleichung (3.2.17) folgt fiir die Periode der Bewegung

K? ds s* s K?
S~ K2 2) = 1 / =1+
/\/7 ) = arcsin(1) + 5 Om 2(+4)
oder
K2
§=2m(1+ T) (3.2.21)
Der Wert von K? = E;/2 bestimmt nach Gleichung (3.2.10) den Maximalwert der Schwin-
— : do .
gung ¢ = U, an denen die Bewegung umkehrt, d.h. £ = =0:
sin® U _ Ee = K?,
2 2
sodafl
U
K =sin (3.2.22)

Fiir kleine Auslenkungen aus der Gleichgewichtslage U << 1 folgt K* ~ U?/4 und die

Periode (3.2.21) in der normierten Zeit 7 ergibt sich zu
U2

Rechnen wir auf die nichtnormierte Zeit ¢ um, so folgt fiir die Schwingungsperiode bei
kleinen Auslenkungen

T = 27r\ﬁ(1 + (1]—;) (3.2.23)

Bei extrem kleinen Auslenkungen U <<< 1 hingt die Periode (3.2.23) nicht mehr von

der Auslenkung U ab und ist durch T, = 27,/l/g gegeben (Isochronie des mathematischen
Pendels).
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3.2.3 Grenzfall extrem kleiner Auslenkungen F; << 1

Der Grenzfall extrem kleiner Auslenkungen ¢ < U << 1 lafit sich auch direkt leicht durch
die Newtonschen Bewegungsgleichungen 16sen. Mit der Riickstellkraft (3.2.3) erhalten wir
fiir die dynamische Gleichung (2.2.3) in der Variablen s = l¢ die nichtlineare Gleichung

mé =mld = Fy = —mgsin ¢ (3.2.24)
Fiir extrem kleine Auslenkungen ¢ < U << 1 ndhern wir
Fr=—mgsin¢g ~ —mgo (3.2.25)

und die dynamische Gleichung (3.3.24) wird zur einfachen Schwingungsgleichung

d+ Wwp=0 (3.2.26)

mit w = 1/g/l. Die allgemeine Losung dieser Gleichung mit der Anfangsbedingung ¢(t =
0) =0 ist

¢(t) = Usinwt (3.2.27)

mit der Schwingungsperiode Ty = 27/w = 27\/7 , in Ubereinstimmung mit dem Ergeb-
nis (3.2.23). Offensichtlich ist der Zusatzterm U?/16 in Gleichung (3.2.23) die niedrigste
Korrektur zur Schwingungsdauer bei Beriicksichtigung der Nichtlinearitdt der Bewegungs-
gleichung (3.2.24).

Ubungsaufgaben:

A3.2.1) Zeigen Sie durch Entwicklung des Integranden bis zur 4. Ordnung in K = sin
daB fiir die Periode des Pendels im Schwerefeld gilt

u
27

~ 2 [1+K2+9K4
=“n 1 " 64

]

! ds
= 4/0 JA =) (1 - K2s?)

A3.2.2) Berechnen Sie die Periode ndherungsweise bis zur 4. Ordnung im maximalen
Auslenkungswinkel U zu
U? 11

~onll 4+ 4+ — ).
§ 2l + 75+ 3573V

Wie grof} sind die Korrekturterme fiir U = 10°,20° und 45°7

3.2.4 Fall E; =2
Im Fall E; = 2 reduziert sich die allgemeine Bewegungsgleichung (3.2.11) auf

dY
— =(1-Y?
dr ( )

oder mit der Anfangsbedingung Y (¢t = 0) = 0 auf
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Y o d
T = / 5 = artanhY
o 1— 82

sodaf
Y (7) = tanhr (3.2.28)

Fiir die zeitliche Variation des Winkels finden wir dann

¢(1) = 2arcsin Y (1) = 2 arcsin(tanh 7) (3.2.29)

Die Grenzlage ¢ = 7 wird erst fiir ¢ o« 7 — oo erreicht (sieche Abb. 3.3).

Abb. 3.3: Pendelbewegung im Grenzfall Eq = 2.

3.2.5 Rotationsfall F; > 2

In diesem Fall ist nach Gleichung (3.2.8) die Gesamtenergie E; immer grofler als die poten-
tielle Energie 1 —cos ¢, selbst an der Spitze der Bewegung ¢ = m, d.h. der Term ;(d¢/dr)?,
der die kinetische Energie reprasentiert, ist immer grofer Null, so dal das Pendelteilchen
nie zur Ruhe kommt. Wegen der fehlenden Umkehrpunkte kann es nicht zur Schwingungs-
bewegung kommen: stattdessen rotiert das Teilchen ohne Ende.

In der Bewegungsgleichung (3.2.11) setzen wir jetzt k* = 2/Eg < 1 und erhalten

Bk vy
oder
/{% = /(1 - K2Y2)(1 - Y?). (3.2.30)

Die Integration iiber die Zeit ergibt mit der Anfangsbedingung Y (t = 0) = 0 dann
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=T (3.2.31)

Y ds
/0 \/(1 —Kk2s?)(1—s?) K

Unter Verwendung von Gleichungen (3.2.14) — (3.2.15) erhalten wir als vollstédndige Losung

Y(7) = sn g = sn (\/E;GT)
Y (t) = sn (4 E2—Glgt) (3.2.32)

A3.2.3) Berechnen Sie in Anlehnung an die Vorlesung die Rotationsperiode des Pendels im

oder

Ubungsaufgaben:

Fall E; > 2. Zeigen Sie, dafl mit wachsendem Wert von E; die Rotationsperiode kiirzer

wird.

3.3 Beschreibung von Flachen und Kurven im dreidimensionalen
Raum

Bei eingeschriankten Bewegungen kann sich der Massenpunkt meist nur auf einer Fliche
oder Kurve im dreidimensionalen Raum bewegen. So wird zum Beispiel die schiefe Ebene
(sieche Kap. 3.1.1) durch die Geradengleichung

z=uctancq, oder z—ztana =0 (3.3.1)

mit a = const. beschrieben.
Wir fassen Gleichung (3.3.1) als Funktion der drei Ortskoordinaten z,y und z auf:

G(z,y,2) =2z —xztana =0 (3.3.2)

Flachen lassen sich ebenfalls durch Funktionen G(z,y,z) = 0 darstellen. Falls sich die
Flache (z.B. Schaukel) bewegt, kommt zusétzlich noch die Abhéngigkeit von der Zeit ¢

hinzu:

G(z,y,2,t) =0 (3.3.3)

Zwangsbedingungen von der Art (3.3.2) — (3.3.3) heiflen holonome Zwangsbedingungen;
zeitunabhangige wie in Gleichung (3.3.2) nennt man zusétzlich noch skleronom, zeitabhéngi-
ge wie in Gleichung (3.3.3) rheonom. Als Beispiel fiir eine rheonome, holonome Zwangsbe-
dingung dient die schaukelnde schiefe Ebene (3.3.1) mit zeitabhéingigem Winkel (7).

Alle Zwangsbedingungen, die sich nicht durch eine Gleichung der Art (3.3.3) darstellen
lassen, heiflen nicht-holonom; alle Ungleichungen fallen darunter (z.B. Lostrommel beim
Lotto, bei der sich die 49 Kugeln nur innerhalb der Trommel bewegen kénnen).
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3.4 Lagrange-Gleichungen 1. Art

Wenn die Bewegung eines Teilchens durch eine holonome Zwangsbedingung

G(7,t) =0 (3.4.1)

auf eine Fliache beschrankt wird, so bedeutet diese keine Einschriankung oder Beeinflussung
fiir die Bewegung innerhalb der Flache. Die Zwangskraft Z hat daher keine Komponente
in Richtung der Fliche; sie mufl vielmehr orthogonal zur Fliche stehen. Ware es nicht so,
konnte die Zwangskraft den Massenpunkt in Bewegung setzen, selbst wenn keine dufleren
Krifte K = 0 vorliegen.

Aufgrund des in Gleichung (1.9.1.5) bewiesenen Satzes, da$f der Gradient einer Aquipotenti-
alfliche senkrecht zu dieser steht, gestattet Gleichung (3.4.1) den Ansatz

Z || grad G(¥, t) = VG(T, 1)

oder
Z = Mt)VG(7, 1), (3.4.2)

wobei die Lagrange-Parameter \(t) zunichst unbekannte Funktionen der Zeit ¢ sind.
Fiir die Bewegungsgleichung (3.2.2) erhilt man dann

mi = K + Mt)VG(F 1), G(Ft)=0 (3.4.3)

die Lagrange-Gleichung 1.Art fiir ein Einteilchensystem mit einer Zwangsbedingung. Die
Beziehungen (3.4.3) bilden vier Differentialgleichungen fiir die vier Unbekannten z, y, z und
A, und die Aufgabe besteht darin, zuerst A zu bestimmen und damit die Bewegungsglei-
chungen fiir die Ortskoordinaten z(t),y(t) und z(¢) zu integrieren. Dieses illustrieren wir
am Beispiel der schiefen Ebene.

3.4.1 Wieder Beispiel 1: Schiefe Ebene mit Lagrange I

Riickblickend auf Abschnitt 3.1.1 notieren wir, dafl die &uflere Kraft durch K= (0,0, —myg)
gegeben ist.

Die Zwangsbedingung lautet nach Gleichung (3.3.2)

G(r,y,2) =z —xtana =0 (3.4.4)

sodaf

VG = (—tana, 0,1) (3.4.5)
Fiir die Bewegungsgleichung (3.4.3) bekommen wir in diesem Fall dann
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T 0 —tan o
m<@):( 0 )H( 0 ) (3.46)
z —mg 1

Mit (3.4.4) und (3.4.6) haben wir vier Gleichungen fiir vier Unbekannte.
Gleichung (3.4.6b) my = 0 ist trivial und ergibt sofort

y(t) = byt + by (3.4.7)

mit den Integrationskonstanten b; und b,.
Zweimaliges Differenzieren nach der Zeit von Gleichung (3.4.4) fiihrt auf

Z=ZItano.

Setzen wir den Ausdruck in Gleichung (3.4.6¢) fiir Z ein, so folgt

m(tan )i = A — mg

oder )
mi = > (3.4.8)
tan o
Gleichung (3.4.8) setzen wir gleich zu Gleichung (3.4.6a) und erhalten
mi = —Atana = A~ mg
tan a
oder aufgelost nach A:
mg mg cos® o )
_ _ _ 3.4.9
1+tan’a  sifa+costa oo @ ( )
Damit ergibt sich mit Gleichung (3.4.5) fiir die Zwangskraft
. . —tana —sinacos o
Z = AVG = mgcos’ o 0 =mg 0 (3.4.10)
1 cos® a

mit dem Betrag |Z| = mgv/cos* a + sin” a cos? o = mg cos .
Das Einsetzen von Gleichung (3.4.9) in die Bewegungsgleichungen (3.4.6a) und (3.4.6¢)
ergibt dann

mi = —Atana = —mg tan a cos’ @ = —mg sin a cos « (3.4.11)

und

mz=)\— mg = —mg(l — cos® O!) = —mg sin® o (3412)

die identisch zu den Gleichungen (3.1.2) sind. Als Losung erhilt man sofort zusétzlich zu
Gleichung (3.4.7)
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z(t) = ay + ayt — %tz sinacosa, z(t) =cy+ ¢t — gt2 sin” (3.4.13)

Die Integrationskonstanten a,, a,, b, by, ¢;, ¢, sind so zu bestimmen, dafl die Anfangsbedin-
gungen und die Zwangsbedingung (3.4.4) erfiillt. Aus y(t = 0) = y(t = 0) = 0 folgt sofort
by = by = 0. Mit Gleichung (3.4.13) erhalten wir fiir die Zwangsbedingung (3.4.4) fiir alle
Zeiten

z(t) —z(t)tana = ¢, + ¢t — gtz sina — (a, + a;t) tana + gt2 sin wcos atan o =

e+ at— (ay+ at)tana =0

oder nach Multiplikation mit cos a:

(cycosa — ay sina)t + ¢ycosa—aysina =0 (3.4.14)

Weil Gleichung (3.4.14) fiir alle Zeiten ¢ gelten muf}, folgt

0, SINQ = ¢; COSQ, @y SIN O = €, COS (3.4.15)

Damit sind nur noch zwei der urspriinglich sechs Integrationskonstanten offen.
Wahlen wir a; = Vycosa und ¢; = Vysina, was ay, = rycosa und ¢, = rysina mit V) = 7
impliziert, so erhalten wir nach (3.4.13) und (3.4.7)

z(t) = [—th sina + Vot + o] cosa, y(t) =0, 2(t) = [—gﬁ sin o + Vjt + 7] sin v
oder
z(t) =r(t)cosa, y(t) =0, 2(t)=r(t)sina (3.4.16)
mit
r(t) = —gt"’ sin o + Vot + 7, (3.4.17)

womit das Problem vollstandig gelost ist.

3.4.2 Allgemeiner Fall
Treten in einem physikalischen System p Zwangsbedingungen G, j = 1, ...., p auf, so lauten
die Lagrange-Gleichungen 1. Art fiir die Bewegung eines Massenpunktes

. —_ p —_
mi =K+ Y X\ ({t)VG,(7,t) (3.4.18)
j=1
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Die Zwangskraft ergibt sich also proportional zur Summe der Gradienten der Zwangsbe-
dingungen.

Dies kann man fiir 2 Zwangsbedingungen G; und G, leicht veranschaulichen: das Schnittge-
bilde der durch die Zwangsbedingungen vorgegebenen Ebenen G; und G, ist eine Kurve,
und der Gradient jeder der beiden Zwangsbedingungen steht senkrecht auf dieser Kurve,
da er senkrecht auf der jeweiligen Ebene steht. Sind die Zwangsbedingungen voneinan-
der unabhangig, so sind VG, und VG, linear unabhingige Vektoren, und jeder auf der
Schnittkurve senkrecht stehende Vektor kann als Linearkombination der beiden Gradienten
geschrieben werden.

Verallgemeinert man Gleichung (3.4.18) auf ein System von n Massenpunkten m;, i =
1,..., N und p Zwangsbedingungen G;, j = 1, ..., p, so erhalten wir /N Lagrange-Gleichungen
1. Art

mi = K, + Y N ()VaG;(F1), i=1,..,N (3.4.19)

3.4.3 Kochrezept fiir Lagrange-Gleichungen 1.Art

Im Sinne eines ”"Kochrezepts” fassen wir das Losungsverfahren bei Lagrange-Gleichungen
1. Art zusammen:

1) Wihle geeignete Koordinaten.

2) Formuliere die dueren Krifte K.

3) Formuliere die Zwangsbedingungen in der Form G;(z,y, 2,t) = 0.
4) Berechne VG;.

5) Stelle die Bewegungsgleichung mi' =K + > )\jﬁGj auf.

6) Leite die Zwangsbedingungen zweimal nach der Zeit ¢ ab.

7) Lose das aus (5) und (6) bestehende Gleichungssystem.

Ubungsaufgaben:
A3.4.1) Hantel auf 2 zueinander senkrechten Achsen (Volz I, S. 1371f)

3.4.4 Bemerkung zu Zwangsbedingungen
Die holonome Zwangsbedingung G(z, vy, z,t) = 0 kann auch in differentieller Form definiert
werden: eine beliebige Zwangsbedingung

a,dx + a.,dy + asdz + a,dt =0 (3.4.20a)

heifit holonom, falls es eine Funktion G : IR* — IR' gibt mit

oG 9G oG 9G

5 = und G(z,y,2,t) =0 (3.4.200)
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Ist a4 = 0, ist sie skleronom und fiir das totale Differential von G gilt

oG oG oG
=— — — 4.21
dG axd—i-ad—i-azd (3 )

Ist a4 # 0, ist sie rheonom und fiir das totale Differential von G gilt

oG oG oG oG
dG = %dx-i- a—dy a—dz—i— adt (3.4.22)

dg
R

‘ds:Fed(o

Abb. 3.4: Abrollen eines Rads auf einer festgelegten Gerade.

Ein Beispiel fiir eine skleronome Zwangsbedingung ist das in Abb. 3.4 dargestellte Abrollen
eines Rads auf einer festgelegten Gerade:

ds — Rdg = 0, (3.4.23)

deren Stammfunktion durch G(s, ) = s — R¢ gegeben ist.

Alle Zwangsbedingungen, die die Definition (3.4.20) nicht erfiillen, werden als nicht-holono-
me Zwangsbedingungen bezeichnet. Dazu gehoren die bereits erwdhnten Ungleichungen
(z.B. Teilchen innerhalb einer Kugel |7| < R, wobei R den Kugelradius bezeichnet), oder
Zwangsbedingungen in Form von nicht-integrablen Differentialformen.

3.5 Energieerhaltungssatz im Fall von holonomen
Zwangsbedingungen

Betrachten wir jetzt die Energieerhaltung eines Systems mit N Massenpunkten. Schreiben
wir in den Gleichungen (3.4.19) die Ortsvektoren 7; = (x;, %5, 3) in Komponentendarstel-
lung, so erhalten wir die 3N Gleichungen

aG
7 O

m;t; = i=1,..,3N (3.5.1)
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mit
Gj(xy, e ey, t) =0, j=1,....,p (3.5.2)
Wir multiplizieren Gleichung (3.5.1) mit &; und summieren tiber alle i. Fir den ersten
Term der Gleichung ergibt sich
3N
mex,—jtz (fi)2=%T
wobei 1" die gesamte kinetische Energie des Systems bezeichnet.

Wir nehmen an, dafl das duflere Kraftfeld konservativ ist, d.h. als Gradient eines Potentials
U dargestellt werden kann:

_ o
v &Ci
Wir erhalten dann fiir den zweiten Term in Gleichung (3.5.1) nach Multiplikation mit &;

(3.5.3)

und Summation tiber alle z:

3N . W oU p
i:ZIKil'i = — zzzl 8—z$, = _EU(%’ ...... ,333N)

Damit erhalten wir aus Gleichung (3.5.1)

d

P
dtT+U Z /\ J (3.5.4)

erfiillen. Durch Differenzieren nach der Zeit folgt daraus

da; oG, 0G|
dt _Z or, T ot

=1

oder

W aG, 8,

Setzen wir dieses Ergebnis in Gleichung (3.5.4) ein, erhalten wir

p .
d(T+U) Z/\-aGJ

i XN (3.5.5)

Wir folgern: Sind die Krdifte konservativ und die Zwangsbedingungen zeitunabhdngig (skle-
ronom), so ist die Summe T + U aus kinetischer und potentieller Energie konstant.
Fir das in Abschnitt 3.2 diskutierte ebene Pendel gilt dieser Energieerhaltungssatz.
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3.6 Das Prinzip von d’Alembert

Wir beginnen wieder mit der Bewegungsgleichung (3.2.2) fiir einen Massenpunkt

mi =K+ Z,

und betrachten zunichst den statischen Fall # = 0. Dann herrscht das Gleichgewicht der
Krafte

K+ Z=0. (3.6.1)

3.6.1 Virtuelle Verriickung ¢7 eines Massenpunktes

Unter einer virtuellen Verriickung 67 eines Massenpunktes (oder allgemeiner 67; des Massen-
punktes i) verstehen wir eine infinitesimal kleine, gedachte Ortsverdnderung mit zwei
wesentlichen Eigenschaften:

(a) Sie verliuft in Ubereinstimmung mit den Zwangsbedingungen (z.B. entlang der schiefen
Ebene), d.h. anstatt der Aussage Z || grad G tritt das Prinzip der virtuellen Arbeit

=

Z-67=0 (3.6.2)

denn Z L 67
Allgemeiner lautet Gleichung (3.6.2)

N Z; 07, =0 (3.6.3)

Zwangskrafte verrichten keine virtuelle Arbeit!

(b) Die virtuelle Verriickung ist instantan, d.h. die Zwangsbedingungen verdndern sich
wahrend der Verriickung nicht. Bei skleronomen Zwangsbedingungen braucht diese zweite
Eigenschaft sowieso nicht gefordert werden.

Durch die virtuelle Verriickung wird durch die Anwesenheit von Kréften eine (ebenso
gedachte) virtuelle Arbeit geleistet. Mit Fo,=K+2Z folgt fiir die virtuelle Arbeit

SA=F,-6F=K -6+ Z-0F = K - 6F, (3.6.4)

weil aufgrund Gleichung (3.6.2) der Beitrag der Zwangskrifte verschwindet.

Die Ableitung von Gleichung (3.6.2) ist bei einfachen mechanischen Problemen wie der
schiefen Ebene anschaulich verstdndlich und daher nachvollziehbar. Bei komplizierteren
mechanischen Problemen ist die Anschauung nicht mehr gegeben, sodaffi man den Spiefl
umdrehen mufl und das Prinzip als allgemeingiiltig erkliren muf! Das Prinzip der virtuellen
Verriickung ist also eine mathematisch nicht herleitbare, sondern aus der physikalischen
Erkenntnis gewonnene Erweiterung der Newtonschen Mechanik.
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3.6.2 Allgemeiner nichtstatischer Fall
Wir betrachten jetzt den nichtstatischen (7'“’ # 0) Fall der Dynamik eines Systems von
Massenpunkten, deren Bewegungsgleichungen

pi=F

wir fur alle 7 als

(Fi=7p)=0 (3.6.5)

schreiben. Durch Einfiihrung von aufleren Kraften und Zwangskraften und skalare Multip-
likation mit den virtuellen Verriickungen §7; erhalten wir

SN(K;+Z;—P,) - 67, =0 (3.6.6)

2

Unter Ausnutzung des Prinzips der virtuellen Verriickung (3.6.3) folgt das Prinzip von
d’Alembert fiir ein System von Massenpunkten

S (Ki—p)- 67 =0 (3.6.7)

(K—7p)-67=0 (3.6.8)

Die Projektion der Bewegungsgleichungen auf die virtuellen Verriickungen in Gleichungen
(3.6.7) und (3.6.8) eliminiert also die Zwangskréfte bei der Behandlung des mechanischen
Problems. Das ist gut, hat aber zundchst noch einen Nachteil:

Wiéhrend (3.6.6) auch fiir alle einzelnen Werte von i gilt, ist dies nicht mehr der Fall bei
Gleichung (3.6.7), weil die virtuellen Verriickungen §7; nicht mehr linear unabhéngig sind,
da sie die Zwangsbedingungen erfiillen! Deshalb folgt im statischen Fall 7 =0aus Gleichung
(3.6.8) auch nicht K= 0, denn die Komponenten dz,dy und dz der virtuellen Verriickung
sind aufgrund der Zwangsbedingungen nicht voneinander unabhingig. Diesen Nachteil
konnen wir beheben, indem wir auf geeignet gewéhlte neue verallgemeinerte Koordinaten
iibergehen.

3.6.3 Verallgemeinerte Koordinaten

Es sollen nun die durch die Zwangsbedingungen voneinander abhéngigen Koordinaten (7;)
durch eine Transformation auf ein System von unabhingigen Koordinaten (g;) zuriickge-
fithrt werden, sogenannte verallgemeinerte Koordinaten. Erst wenn die virtuellen Verriik-
kungen (in den verallgemeinerten Koordinaten) voneinander unabhéngig sind, kénnen die
Koeffizienten der 6g; einzeln gleich Null gesetzt werden. Der Raum der verallgemeinerten

85



Koordinaten heifit Konfigurationsraum und seine Dimension nennt man die Anzahl der
Freiheitsgrade.

Im Fall von holonomen Zwangsbedingungen heifit das, daf§ die Zwangsbedingungen fiir
beliebige Werte der g; erfiillt sind:

G (21(qry -y Gss 1) ooy Tan (Q1y -5 €5, ), 1) = 0, Vg (3.6.9)

Dies verdeutlichen wir an zwei bereits bekannten Beispielen:

(a) Vernachldssigen wir bei der schiefen Ebene in Abbildung 3.1 die triviale Tiefe y, so
handelt es sich um ein zweidimensionales mechanisches Problem in x und z. Wéhlen wir
die Strecke s auf der schiefen Ebene als verallgemeinerte Koordinate, so legt diese die zwei
kartesischen Koordinaten gemafl x = scosa und z = ssin « fest.

Die holonome Zwangsbedingung (3.4.4) ist dann automatisch erfiillt, denn

G(z(s),2(s)) =z —ztana = ssina — scosatana = 0

und wir haben es mit einem eindimensionales Problem in der verallgemeinerten Koordiante
$ zu tun.

(b) Beim ebenen Pendel wihlen wir den Auslenkungswinkel ¢ als verallgemeinerte Koordi-
nate, der dann die zwei kartesischen Koordinaten gemafl « = [sin ¢ und y = [ cos ¢ festlegt.
Die holonome Zwansbedingung (3.2.1b) ist dann wieder automatisch erfiillt, denn

G(z(9),y(8)) = 2*(¢) + ¥*(8) = I*(sin” ¢ + cos® ¢) = I°.

Fiir holonome Zwangsbedingungen 148t sich das Prinzip von d’Alembert (3.6.7) aus den
Lagrange-Gleichungen 1. Art (3.4.19) begriinden. Die Unabhéngigkeit der Zwangsbedin-
gungen (3.6.9) von ¢; bedeutet fiir die totale Ableitung

dG N 0G,, Oz;
diagee T2 =0 3.6.10
dClj z; O0z; Ogy ( )

Multiplizieren wir (3.4.19) mit 0x;/0q; und summieren iiber i so folgt wegen (3.6.10)

ox; 83?, Ld N 0G,, Ox;
+

Y 0x; Ogy Z

i=1

83:,

(3.6.11)

Zm,x, = ZK

die Elimination der Zwangskrafte. Glelchung (3.6.11) entspricht in diesem Fall dem Prinzip
von d’Alembert (3.6.7).
Im allgemeinen Fall der Dynamik von N Teilchen im dreidimensionalen Ortsraum bei Vor-

m=1

liegen von k Zwangsbedingungem G,, = 0 (m = 1,...,k) ergibt sich die Zahl der Frei-
heitsgrade (d.h. die Anzahl der nétigen verallgemeinerten Koordinaten) zu s = 3N — k.
Wir suchen also die Transformation der abhingigen Koordinaten, d.h. der Vektoren 7,7 =
1, , N, auf verallgemeinerte Koordinaten ¢;(j =1, ....., s):
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Fi :Fi(qla""’qs,t) (3612)

Gemaf der Kettenregel folgt dann fiir die Geschwindigkeiten

- °, 0r; or;
_'. = _,» p— —’L .' —/L . .1
7, =T j;ajqj-i- 5 (3.6.13)
und die virtuellen Verriickungen
s a—»i
57 =3 2 isg, (3.6.14)
j=1 0 J

In Gleichung (3.6.14) taucht keine partielle Ableitung nach der Zeit ¢ auf, weil nach Defi-
nition die virtuellen Verriickungen 07; instantan in der Zeit sind. Virtuelle Verriickungen
beziehen sich nur auf Auslenkungen der Koordinaten.

Aus Gleichung (3.6.13) folgt sofort

o0v;, o

* = 3.6.15
OGO ( )
3.7 Lagrange-Gleichungen 2. Art
Wir gehen jetzt aus vom Prinzip von d’Alembert (3.6.7),

N — .

Y (Ki—p,)- 67 =0, (3.7.1)

i=1
und betrachten die einzelnen Terme in dieser Gleichung.
Mit der Hilfsformel (3.6.14) folgt fiir den ersten Term

N
e d 81
L= K, 6% = ZZK d zg,aq, (3.7.2)
i=1

i=1 j=1

wobei wir die verallgemeinerte Kraft durch

N o or
i=1 J

einfithren.
Die Umwandlung des zweiten Terms ist etwas umfangreicher. Mit derselben Hilfsformel

erhalten wir

N : am
L=) p -0 = Z Zm,r, . i (3.7.4)
i=1 j

i=1 j=1

Wir nutzen
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1[7% @]_; or + 7 a aFi]

und vertauschen im zweiten Term auf der rechten Seite die Ableitungen, denn

(3.7.5)

i[aFi]—QaFwZ 9 or;
dt'9q, 0t g 9gs 9g, 1 =

_ + _— —_
dq; Ot Ek: dq; Og, " aq,.( )

Dann erhalten wir aus Gleichung (3.7.5)

or;, d._. or,, - 0 dr

" og = a™ ag, T by, )
Eingesetzt in Gleichung (3.7.4) folgt
o7; . OF,
mi(—; 7'i z] — T 1)5(1
; ]Zl dt' " g, dq;"

Mit der Hilfsformel (3.6.15) im ersten Term auf der rechten Seite erhalten wir

or; . o7,

I, = mz z' _" 5(]
2 ;le dt aq]) aqj] J
N d oo 8v, 0 (g~ s

=X milg@ g - @ 2[ 77 0 ) — 23 M,

i=1 j=1 i=1 i oi=1

Mit der kinetischen Energie T'= >V (mi /2)v? ergibt sich also

al d BT or

=350, Zdtaqj g,

Einsetzen von Gleichungen (3.7.2) und (3.7.6) in Gleichung (3.7.1) fiihrt auf

164;. (3.7.6)

Nooo. > d  orT oT
K,—p,) - 67 = = — (=) + =—]dg;- 3.7.7

Wenn nun, wie angenommen, die Zwangsbedingungen holonom sind, dann sind die verallge-
meinerten Koordinaten ¢g; unabhéngig voneinander, ebenso wie die dg;, soda8} jeder einzelne

Koeffizient in Gleichung (3.7.7) verschwinden mu$. Es ergeben sich dann die s Gleichungen
401, or

dt*0q;"  9g;

Die Gleichungen (3.7.8) werden als Lagrange-Gleichungen 2. Art in allgemeiner Form

bezeichnet.

== QJ? j - ]_, ceeny S (3.7.8)
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Ein wichtiger Spezialfall sind konservative Kréafte (siehe Kap. 2.3.4), fiir die das dufiere
Kraftfeld als Gradient eines geschwindigkeitsunabhéingigen Potentials V' (z,y, z) darge-
stellt werden kann,

K, =-V.V(z,y,2) (3.7.9)
In diesem Fall folgt fiir die verallgemeinerte Kraft (3.7.3) mit der Kettenregel

;= V=3 (et Yot o) (Tig+ Wig o g
; qJ Zz:; dg; ,z_;(ax, oy, ' 0z ) (8qj dq; ' 0g; )
N . .
B oV 63: AV 0y; oV 0z;\ _8_V (3.7.10)

+ - )
oz; 3q] 0y; 0q;  0z; 0g, 0g;
weil die g; die Verallgemelnerten Koordinatenkomponenten bezeichnen (kein Faktor 3).
Fiir das geschwindigkeitsunabhéngige Potential (3.7.9) gilt weiterhin

v _,
94;
oder
d oV
() = 3.7.11
7G5 (3:7.11)
Wir erhalten dann fiir die allgemeinen Lagrange-Gleichungen (3.7.8)
dery or__qov g pov_d v,
dt " 0¢; 0q; 0g; O0g;  dt 0g,
und mit der Lagrange-Funktion
L=T-V, (3.7.12)

die als Differenz der kinetischen und potentiellen Energie definiert ist, die Lagrange-Gleich-

ungen 2. Art zu

4oL oL
Die Lagrange-Gleichungen 2. Art (3.7.13) sind aus mehreren Griinden die bevorzugten

=0, j=1,..,8 (3.7.13)

Gleichungen zur Losung mechanischer Probleme:

1) Im Vergleich zu den Lagrange-Gleichungen 1. Art haben wir es nur mit s = 3N —k anstatt
3N + k Gleichungen zu tun. Wir verzichten dabei auf die Berechnung der Zwangskrifte.
2) Fiir komplexe Systeme 1a8t sich die Lagrange-Funktion (3.7.12) viel einfacher aufstellen
als alle Kraftterme.

3) Die Lagrange-Funktion ist im allgemeinen eine besonders einfache Funktion der in Frage
kommenden Variablen. Dies ist auch wichtig fiir die Entwicklung neuer physikalischer
Theorien insbesondere in der Feldtheorie.
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4) Die Lagrange-Funktion ist im Gegensatz zu den vektoriellen Kréften eine skalare Grofie
und deshalb bei Koordinatentransformationen eine invariante Grofe.

Wir behandeln spéter die Konsequenzen fiir die allgemeine Lagrange-Gleichungen 2. Art
(3.7.8) bei Vorliegen von geschwindigkeitsabhéngigen Kraften und/oder nicht-holonomen
Zwangsbedingungen, wenn also die Voraussetzungen zur Ableitung der Gleichungen (3.7.13)

anders sind.
3.8 Einfache Anwendungen

3.8.1 Kriaftefreie Bewegung
Im Fall der kréftefreien Bewegung (V' = 0) verwenden wir die natiirlichen auch als verall-
gemeinerte Koordinaten. Die Lagrange-Funktion ist dann durch

1
L:T:§m(:b2+y2+,'z2)

gegeben. Mit

a—L—m:'v a—L—m' a—L—mfz
o oy ™ e T

folgen fiir die drei Lagrange-Gleichungen (3.7.13)

deren Losungen die gleichformige Bewegung ergibt.

3.8.2 Atwoodsche Fallmaschine

Als Beispiel eines konservativen physikalischen Systems mit skleronomen Zwangsbedingun-
gen betrachten wir eine masselose Rolle mit dem Radius R, iiber die zwei Massen miteinan-
der durch ein masseloses Seil der Lénge [ + 7R verbunden sind (siehe Abb. 3.5). Auf die
Massen m, und m., wirkt das Schwerefeld.
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Abb. 3.5: Atwoodsche Fallmaschine.

Die Zwangsbedingung lauetet x, +z, = [. Als verallgemeinerte Koordinate wihlen wir den

Ort der ersten Masse ¢ = x;. Aufgrund der Zwangsbedingung gilt x, = — g.

Fiir die kinetische Energie erhalten wir dann
T="i+ Say =0+ 5,
wahrend die potentielle Energie durch

V = —my gz — MagT, = —mygq — myg(l — q)

gegeben ist. Damit erhalten wir fiir die Lagrange-Funktion (3.7.12)

1 )
L=T-V = §(m1 +my)g® + glmig+ ma(l — q)]

Durch Differentiation folgt

7 (my —ma)g
und
oL
i (my +m»)g,
sodaf
d 0L .
%(a_q) = (my +my)q.

Die Lagrange-Gleichung 2.Art (3.7.13) lautet in diesem Fall dann
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(my +my)g — (my —msy)g =0

oder

. my; — My
q= g,
my +m2

mit der allgemeinen Losung
my — My g
q(t) =

)= —Z 4+ ¢t+c
m1+ 22 1 2

Man erhalt eine durch das Verhaltnis der Massen veranderte Fallbeschleunigung.

3.8.3 Allgemeine Form der kinetischen Energie
Geméf Gleichung (3.6.13)

L - or . or
=3 g+ o
Y Zaq,-qﬂ ot

=1

folgt fiir die kinetische Energie

s@r, 87" S
1 ’l

1 N
=52 mwi =g Zm,zaq > @iy + Qqu,+ c
i=1 1 k=1

J Jj=
mit
& m; OF; OF;
s = ~ 2 dq; gy’
b, = N m; OF; OF;
= 2 0q; Ot
und N -

7,
=25 G
Ist die Koordinatentransformation 7; — ¢; zeitunabhdngig, d.h.
or;
ot
so sind die Koeffizienten (3.8.5) und (3.8.6) identisch gleich Null,

=0,

bj =Cc= O,
und die kinetische Energie (3.8.3)

T = Cbkji]kqg'

j=1 k=

=
=

92

(3.8.2)

(3.8.3)

(3.8.4)

(3.8.5)

(3.8.6)

(3.8.7)



reduziert sich auf eine homogene Funktion 2. Grades in den verallgemeinerten Geschwindig-
keiten.
Unter einer homogenen Funktion f(z) vom Grade n versteht man die Eigenschaft

FOz) = A"f(z), VA€ R (3.8.8)

Betrachten wir als Beispiel den Ubergang von zweidimensionalen kartesischen Koordinaten
(z,y) auf ebene Polarkoordianten (r,#) mit den zeitunabhéngigen Transformationen (ver-
gleiche Kap. 1.8.3) z = rcosf und y = rsinf. Mit

i =icosf —r(sinf)f, §=isinb+r(cosh)h

folgt fiir die kinetische Eneregie eines Massenpunkts

T = %($2 +97) = %[7’“2 cos? 0 — 2ri sin 0 cos 00 + 1 sin® 062 + 72 sin”  + 27 sin 6 cos 00

+72 cos? 09%] = %W + ()] (3.8.9)

wieder eine homogene Funktion 2. Grades in den neuen Koordinaten.

3.8.4 Kochrezept fiir Lagrange-Gleichungen 2.Art

Im Sinne eines ”"Kochrezepts” fassen wir das Losungsverfahren bei Lagrange-Gleichungen
2. Art zusammen:

1) Wabhl der verallgemeinerten Koordinaten ¢ und Angabe der Transformationen z = x(q, t)
zu den kartesischen Koordinaten.

2) Bestimmung der Lagrange-Funktion L(q, q,t).

3) Aufstellen der Bewegungsgleichungen.

4) Bestimmung der Erhaltungsgrofien.

)
)
5) Losung der Bewegungsgleichungen, eventuell unter Verwendung von Erhaltungsgrofien.
6) Bestimmung der Integrationskonstanten.

)

7) Diskussion der Losung.

3.9 Weitere Anwendungen

3.9.1 Schiefe Ebene

(vergleiche mit Kap. 3.1.1 und 3.4.1)

Wir wéhlen die Weglédnge s auf der schiefen Ebene (sieche Abb. 3.1) als verallgemeinerte
Koordinate. Dann lauten die Transformationen zu den kartesischen Koordinaten

x=2x(s)=scosa, y=y(s)=0, z=2z(s)=ssina
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Aus T'= 2(2* + 9> + #°) und V = mgz folgen

m

T = 55’2, V = mgssina,

sodafl die Lagrange-Funktion durch

L=T-V= %[92— mgs sin o

gegeben ist. Mit

oL

oL

95
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—myg sin a,

0s
folgt als Lagrange-Gleichung

ms = —mgsin o

mit der allgemeinen Losung
s(t)

= —thSina—lr Vot + 5o

3.9.2 Doppelpendel

(3.9.1)

=ms

(3.9.2)

Wir betrachten zwei Teilchen der Massen m,; und m,, die durch einen leichten (masselosen)

Stab der Lange [, verbunden sind, und die durch einen dhnlichen Stab der Lénge [, im

Ursprung aufgehéngt sind, der an einem der Teilchen befestigt ist (Abbildung 3.6).

Abb. 3.6: Doppelpendel.
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Geeignete verallgemeinerte Koordinaten sind die beiden Winkel 6, und 6,, die mit den

kartesischen Ortsvektoren iiber

z, =l cosby, 1y, =1 sinb,

und
Ty =1y cosb, +1,cos6,, vy, =1,sinb, + l,sinb,

zusammenhangen. Mit

il = _1191 sin 91, :.Ul = llél COS 91,
.7.'/'2 = _1191 sin 01 — l292 sin 02, :l.jQ = llél COSs 01 + 1292 COs 02
folgt fiir die kinetische Energie des Systems
T = T i) + D2 (8 4 ) = 0?2 [0 sin® 6, +
2 2 2 2
21,1,0,0, sin 0, sin 0, + lgeg sin® 0, + lf@f cos® 0y + 21,1,6,0, cos 0, cos O, + l§0§ cos” 0]
- %zf@f + % (1262 + 2262 + 20,1,0,0, (sin 6, 5in 9, + cos 6, cos 6)]
- %zf@f + % (1262 + 2202 + 21,1,0,6, cos (6, — 6,)] (3.9.3)

wobel wir

sin 6, sin 0, + cos 6, cos B, = cos(6;, — 65)

benutzt haben.
Die potentielle Energie in Bezug auf die Ebene im Abstand [, + [, unterhalb des Aufhinge-
punkts lautet

V =mqg[(ly + 1) — | cos 6;] + mag[(ly + 1) — (I cos By + 1, cos 6s)] (3.9.4)

Fiir die Lagrange-Funktion erhalten wir dann

L=T-V= %zf@f n % (26 + 1262 + 20,1,0,6, cos(6; — 6,)]

—myg[(l + 1) — 1y cos 0] — mag[(l + 1) — (1L cos @, + 1, cos 6,)] (3.9.5)

Wir bestimmen jetzt die zwei Lagrange-Gleichungen

d OL 0L
o 90 = 0 (3.9.6)
und d oL 0L
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Mit

oL -
% = —m2l1l20102 Sin(91 — 02) — mlllg sin 01 - mgllg sin 01,
1
oL y y .
- = m1l101 + mzllel + m2l11202 COS(01 - 02)
1
und
d oL . v . . .
pTy = my {0, + myli0;, + myly1,0, cos(0, — 0y) — mylil,0,[sin (0, — 6,)](6, — 6-)
1

folgt fiir die erste Lagrange-Gleichung (3.9.6)

(my +m2)lfél +miyly 1,0, cos(6;, — 65) +m2l1129§ sin(f; —605) + (my +my)l1gsinf;, =0 (3.9.8)

Ebenso mit
I .
a— == m211l20162 Sin(01 - 02) - mglzg Sin 02,
00,
a—- = mgléez + m2l1l201 COS(Gl - 02)
00,
und
oL . . . o
%87 = m2l202 + m2111291 COS(91 — 02) — mzlllzel [Sln(91 — 02)](01 — 02)
2

folgt fiir die zweite Lagrange-Gleichung (3.9.7)

mgl;ég + mglllzél COS(91 - 92) — mglllzél [Sin(@l - 92)](01 - 92)
_m211l29192 SiIl(@l - 02) + m212g Sin 02 = 0

also

lgeg + lllgél COS(91 - 02) - lllgaf Sin(91 - 92) + lzg sin 02 =0 (399)

Fiir den Spezialfall gleicher Massen (m; = m, = m) und Aufhingelingen [, = I, = [ re-
duzieren sich die beiden Lagrange-Gleichungen (3.9.8) — (3.9.9) auf das nichtlineare System

210, + 10, cos(6; — 6,) + 162 sin(; — 6,) + 2gsin ) = 0 (3.9.10a)

10, + 10, cos(0, — 0,) — 10?sin(0, — 0,) + gsin, = 0, (3.9.100)

dessen Losung wir fiir den Grenzfall kleiner Auslenkungen (6,, << 1) diskutieren. In

diesem Grenzfall ndhern wir

sinf ~ 60, cosf ~1
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und vernachliissigen Terme o #2. Das Gleichungssystem (3.9.10) reduziert sich dann auf

210, + 10, ~ —2¢6, (3.9.11a)
und
10, + 16, ~ —g#, (3.9.11b)
Mit den Losungsansatzen
0,5 = A sexp(iwt), A, = const., w = const. (3.9.12)
folgt mit
91’2 == Z'(A)Al,z eXp(Zwt) == 7;&)01’2
und
é1,2 = —w’A;, exp(iwt) = —w?l; ,
fiir das System (3.9.11)
2(g — lw*)A; — w4, =0 (3.9.13a)
—Ilw*A; + (g — w4, =0 (3.9.13b)

Damit eine Losung des Gleichungssystems (3.9.13) existiert, mufl die Determinante

2(g — lw?)  —lw?
—lw? (9 — lw?)

verschwinden. Diese Bedingung fiihrt auf

=2(9g —lw*)> —Pw'=0

4
w' — Tgw2 + 2(%)2 =0
mit den beiden Losungen
2 _ g 2 _ g
w? = (2+\/§)7, w? = (2—\/5)7 (3.9.14)
Aus Gleichung (3.9.13b) folgt fiir die Amplituden
lw?
Ay, = A 9.1
2= (3.9.15)

Fiir die erste Losung w? = w? folgt lw? = (2 + 1/2)g und

A, 242 24V2 VY=V, 5 o5 o _ 5

A 1-2+v2)  1+42 1—-2

d.h. die Massenpunkte schwingen mit entgegengesetzter Amplitude mit der Frequenz w, =

(2+Vv2)g/L.
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Fiir die zweite Losung w? = w? folgt lw? = (2 — v/2)g und

A, 2 -2 22

d.h. die Massenpunkte schwingen mit gleichgerichteter Amplitude mit der Frequenz w, =

(2 -v2)g/l.
3.10 Exkurs uiber Variationsprinzipien

Wir formulieren zuerst das Grundproblem der Variationsrechnung:
Bestimme die Funktion y(z) so, dafi das Integral

1= dz f(y(z),y (x); z) (3.10.1)

ein Extremum (entweder Maximum oder Minimum) annimmt. Dabei bezeichnet y' (z) =
dy/dx die Ableitung der Funktion y(z) und das Funktional f wird als gegeben angenommen,
wie auch die Integrationsgrenzen z,, z, (letztere Annahme ist nicht unbedingt notwendig).
Man variiert die Funktion y(z) solange, bis ein Extremwert fiir das Integral (3.10.1) gefun-
den ist; d.h. ergibt sich fiir irgendeine Funktion z.B. ein Minimalwert fiir das Integral J,
so muf} jede Nachbarfunktion das Integral J grofler machen.

Fiir die Nachbarfunktion benutzen wir die parametrische Drastellung y = y(«, z) derart,
daB fir « = 0 y = y(0,z) = y(z) die Funktion ist, die einen Extremwert fiir J ergibt. Wir

schreiben dann

y(a,z) = y(0,2) + an(x), (3.10.2)

wobei die Funktion 7n(z) eine stetige erste Ableitung hat und an den Endpunkten ver-
schwindet (n(z,) = n(x,) = 0) (siehe Abb. 3.7).
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Abb. 3.7: Zur Illustration der Nachbarfunktion (3.10.2).
Mit Funktionen der Art (3.10.2) wird das Integral (3.10.1) vom Parameter o abhéngig:

J(a) = /:2 dx f(y(a,:c),y’(a,x);ac) (3.10.3)

Eine notwendige Bedingung fiir den Extremwert ist dann

Jazo =0, Vn(z) (3.10.4)

3.10.1 Beispiele
Als Beispiel 1 betrachten wir die einfache Funktion y = x und konstruieren benachbarte
Funktionen durch Addition von asinx (siche Abb. 3.8):

y(a, ) =+ asinz
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Abb. 8.8: Illustration der Funktionenschar y(o,z) =  + asinz.

Wir berechnen den Wert des Integrals von f = (dy/dx)? fir x € [0,27]. In diesem Fall ist
n(x) = sin z mit stetiger erster Ableitung und 7(0) = n(27) = 0. Mit

d
4y =1+acosz
dx

gilt dann

2
J(a) = / dr (1+ 2acosz + o’ cos’ ) = 27 + 7o’
0
Man erkennt, da§ J(a) > J(0) Ve, und dafi die Bedingung (3.10.4) erfiillt ist,

0J(«)

[304

la—o = [2a7]ao =0

Beispiel 2: Wir betrachten die Gleichung fiir die Linie, die den kiirzesten Abstand zwischen
den Punkten (z1,%:) = (0,0) und (z,,y,) = (1,0) in der Ebene ergibt. Das ist natiirlich
die z-Axchse y(0,z) = 0. Wir dndern den Pfad durch

y(a,z) = y(0,2) + an(z) = 0 + a(z® — x), (3.10.5)

wahlen also n(z) = 2*> — z, das wieder n(z;) = n(0) = 0 und n(z,) = n(1) = 0 erfiillt.
Das Abstandsdifferential ist

/ d
ds =/dz? +dy? =4/1+ (%)2 dx (3.10.6)

und die gesamte Weglange ist dann
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1
_ _“)\2
s—/od:c 1+(dac)

GemiB Gleichung (3.10.5) folgt v (o, 7) = dy(a, x)/dx = a2z — 1), sodafl

1
= / dz Vdo2x? — 4oz + o2 + 1
0
Dieses Integral ergibt (Ubungsaufgabe)

1 1
s(a) = 5\/1 +a?+ 2—arsinho¢
o

Die Taylor-Entwicklung fiir kleine Werte o << 1 fiithrt auf

1 o? . 1 o’ o?
s(a<<1)_§(1+5+0(a ))+%(a—g+0( ))_1+€
sodaf
2
J(a@) = s(a) =1+ —+ O(a)
und
0J(a) 0Os(a)  « 5
da O —3+(9(a)

3.10.2 Euler-Gleichung
Aus Gleichungen (3.10.4) und (3.10.3) folgt

agi) 804/z1 dz f(y(a, x), y(a,x);ac)

Weil die Grenzen z; und z, festliegen, folgt

/d 01 9y of oy /d 0f %y OF Py,
Ay Do 8y' EX Ay Do 8y' dadx

Den zweiten Term des Integranden integrieren wir partiell nach z:

/dafday) f Ay, /ddafay

oy’ dx 8& 8y da o dz (9y 804
Nach Gleichung (3.10.2) ist
W~ n(a)
B

+ O(a*

(3.10.7)

(3.10.8)

),

(3.10.9)

(3.10.10)

(3.10.11)

(3.10.12)



sodaf 5
(5 ]z2 = (@) = (@) = 0

und wir erhalten fiir Gleichung (3.10.11)
22 0f d 0Oy 2 d Of
d —(5=) =— / dr — (5=
/zl o oy dx(aa) o v d:c(ay' )n(z)
Setzen wir dies und Gleichung (3.10.12) in Gleichung (3.10.10) ein, so folgt

oJ(e) = Of d 0f .0y [, Of d of
3 /zl d“a—y‘@(a—y')%—/md 3y " dlay

)n(x) (3.10.13)

v oy dx
y und y' sind noch Funktionen von a. Wenn aber a = 0 ist, dann ist y(a, ) = y(0, z) = y(z)
unabhéngig von «. Weil n(z) beliebige Funktionen sind, folgt aus der Bedingung (3.10.4),

0J(«)
[ O«

da8 gemafl Gleichung (3.10.13) der Integrand selbst verschwinden muf:

]a:O = Oa

of _d of
oy dz oy’
wobei die Ursprungsfunktionen y und 3 unabhiingig von « sind. Gleichung (3.10.14) wird

(3.10.14)

als Fuler-Gleichung der Variationsrechnung bezeichnet.

3.10.3 Das Brachistochronen-Problem
Es soll diejenige Kurve gefunden werden, die zwei Punkte verbindet und lings der ein
Teilchen in der kiirzesten Zeit unter dem Einflufl der Schwerkraft fallt. Das Teilchen mit

der Masse m ist anfangs im Punkt 1 in Ruhe und fillt von dort zum niedrigeren Punkt 2
(siehe Abbildung 3.9).

X

Abb. 3.9: Illustration des Brachistochronen-Problems.
Die Fallzeit ist durch das Wegintegral
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2 ds
1 v
gegeben, und die konstante, nach unten gerichtete Schwerkraft ist konservativ, sodafl der

tiy =

(3.10.15)

Energiesatz T' 4+ U = const. gilt.

Wir messen das Potential U von der Héhe z = 0 aus (d.h. U(z = 0) = 0), und wegen

v(z = 0) = 0 ist die anféngliche kinetische Energie T'(z = 0) = 0, sodafl immer gilt
T+U=0 (3.10.16)

Mit U = —mgz und T = mwv?/2 folgt mv®/2 = mgx oder

v =/29z (3.10.17)
Wir erhalten dann mit Gleichung (3.10.6) fiir die Fallzeit (3.10.15)

. / ds / Vdz® ¥ dy? /2d yi+@)? 1 /2d R +y'2)1/2
= = _— = xT — r (————
2 1 V/29x 1 V29x 1 V29x V29 )1 z
(3.10.18)
Vergleichen wir Gleichung (3.10.18) mit dem allgemeinen Ausdruck (3.10.1), so erkennen

wir, daf8 bis auf die Konstante (2¢g)~'/> das Funktional f durch

' 1 + y/2
fly,ys2) =1/ — (3.10.19)
gegeben ist. Weil fiir dieses Funktional
0
of _y
dy
gilt, folgt gemaf der Euler-Gleichung (3.10.14)
dof _
dz oy
oder
of 1
= ———= = const. 3.10.20
W ~ o ( )
mit einer geeignet gewahlten Konstanten a.
Aus Gleichung (3.10.19) folgt
o .y (3.10.21)
o0 Jr(1+y)

Das Gleichsetzen mit (3.10.20) liefert dann
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(1+y?) 2a
oder
dy ., x
—)" = .10.22
(dx) 20 — x (8:10.22)
sodaf}
xt/? x
= d7=/d7 3.10.23
Y / v (2a — z)'/? ! V2ax — x? (3.10.23)
Substituieren wir
= a(1l — cos ©), (3.10.24)
sodafl dz = a(sin ©)dO, in Gleichung (3.10.23), dann ergibt sich
y—/d@ a’(1 —cos©O)sin©
\/2a2 (I —cos®) — a?(1 — cos ©)2
1 _
= a/d@ c0s0)sin® _ a/d@(l —cos©) = a(O —sinO) + ¢, (3.10.25)
V1 —cos2©

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit legen wir den Startpunkt 1 in den Ursprung des
Koordinatensystems, d.h. z(t = 0) = y(t = 0) = 0. Aus (3.10.24) folgt dann anfinglich
O(t = 0) = 0, sodal mit y(t = 0) = 0 dann die Integrationskonstante zu ¢, = 0 bestimmt
wird. Fiir die Losungen (3.10.24) und (3.10.25) folgt dann

=a(l —cosO), y=a(© —sinO) (3.10.26)

Die Konstante ¢ mufl dabei so angepafit werden, dafl die Bahnkurve durch den Punkt 2
verlauft, d.h.

Ty =a(l —cos©y), Yy, =a(O, —sinO,) (3.10.27)

Die Lésung (3.10.26) stellt die Gleichung einer Zykloide dar, die in Abbildung 3.10 veran-
schaulicht ist.
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Abb. 8.10: Illustration der Zykloidenbewegung.

Ein Kreis mit dem Radius a rollt auf einer Geraden ab. Ein gegebener Punkt auf dem Kreis
beschreibt dann eine Zykloide. Aus Abb. 3.10 entnehmen wir fiir die Strecken OA = at
und ebenfalls OA = y + asint. Weiterhin gilt @ = z + a cost, soda8

y =a(t —sint), x = a(l — cost)

in Ubereinstimmung mit Gleichungen (3.10.27).
Wir 16sen (3.10.26a) nach cos © auf:

a—x

x
cos®=1——, O = arccos
a

und erhalten damit

sin® = V1 —cos?20 = 1\/2@3: — 2
a

Setzen wir dies in Gleichung (3.10.26b) ein, so folgt der Zusammenhang

y(x) = —v2ax — 2% + a arccos -7 (3.10.28)
a

Fiir die Gleitzeit (3.10.18) ergibt sich mit Gleichung (3.10.22)

y _L/ﬁixi 4T z/“dix_ @1 aresin &= %) —
2 V29 Nz 20—z Vgl V2ar—2z2 \yg a °

\/g(arcsin 1 — arcsin *— xz) = \/E(E — arcsin & x2) = \/garccos " (3.10.29)
g a g 2 a g a
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3.10.4 Verallgemeinerung auf mehrere unabhangige Variable

Bisher haben wir die Euler-Gleichung (3.10.14) nur fiir eine Funktion y(x) abgeleitet, die
von einer Variablen x abhing. Jetzt verallgemeinern wir auf den Fall, da8 das Funktional
f von mehreren unabhingigen Funktionen g; und ihren Ableitungen y; abhangt:

= (@), v (@), 1(@), v (@), .o )

oder kurz

f= (y,-(:v),y;(x);x), 1=1,...,n (3.10.30)

Dann fithren wir wieder in Analogie zu Gleichung (3.10.2) die Nachbarfunktionen

yi(aax) = yi(O,LL‘) + 04771'(95)

ein und erhalten vollig analog zu (3.10.13)

a‘g(a“) = / s Z[ ay, di gg V() (3.10.31)

Da die Variablen y; unabhingig voneinander sind, sind auch die Funktionen n; unabhangig

voneinander. Fiir o = 0 folgt dann, daf alle einzelnen Integranden in der eckigen Klammer
von Gleichung (3.10.32) verschwinden miissen, d.h.

of d , of
-0 =0

Oy; dx 0y,

Die Analogie der Euler-Gleichungen (3.10.32) zu den Lagrange-Gleichungen 2. Art (3.7.13)

ist offensichtlich mit den Ersetzungen

i=1,2,.m (3.10.32)

Mit diesen Ersetzungen ergeben sich aus den Euler-Gleichungen (3.10.32) dann die Lagran-
ge-Gleichungen

iaL _ oL B
dt0q;  Og; -

und wir haben das Hamiltonsche Prinzip bewiesen.

i=1,2,..n, (3.10.34)

3.11 Hamiltonsches Prinzip

Das soeben bewiesene Prinzip von Hamilton lautet:
Die Bewegung eines physikalischen Systems zwischen dem Zeitpunkt t, und dem Zeitpunkt
t, st derart, dafS das Linienintegral
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t2
S=[ dtL (3.11.1)

t1
ein Extremum fir die durchlaufene Bahn ist.

S hat die Dimension EnergiexZeit und heifit Wirkung.

3.11.1 Die /-Notation
Wir schreiben Gleichung (3.10.13)

0J () @2 Jy of d , Of
— de —212L - = .10.1
o« / 8a[8y dx((?y ) (3.10.13)
kurz als 4 of
o dzr dy|=— — — 11.2
7= [Car sl - 2D (3.11.2)
mit der Notation
oJ oy
0J = 8—(504 oy = 8a5a (3.11.3)
Die Bedingung fiir den Extremwert lautet dann
0J = (5/Z2 dz f(y,y’;x) =0 (3.11.4)
Sind die Integrationsgrenzen z; und z, fest, folgt aus Gleichung (3.11.4)
_ N [y (O 0f
5J_/z1 dm&f(y,y,x)—/ml dx (8 5y+a,y) (3.11.5)
Weil p J
/ y
oy =0(=—) = —
y =0o(5")=--(0y)
folgt fiir die Variation (3.11.5)
22 Jf of d
0J = —0 —(dy) )d
I=/ (ay Yt oy d (dy))dz

Wie vorher integrieren wir den zweiten Term des Integranden partiell und erhalten

“( 40
5J = / 5 0 ay))éydw (3.11.6)

Weil die Variation dy beliebig ist, liefert die Bedingung (3.11.4), d.h. 6J = 0, sofort die
Euler-Gleichung (3.10.14),
of d  of
oy " deoy)
Das Symbol ¢ ist nur eine kurze, kompakte Schreibweise der Variationsrechnung, wie sie im
Detail in Abschnitt 3.10.2 ausgefiihrt wurde.

0
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3.11.2 Das Hamilton-Prinzip
Mit der kompakten 6-Notation schreibt sich das Hamilton-Prinzip (3.11.1) kurz als

t2
§S =06 L(qu, )Gy 1y oo Gy 1)t = 0 (3.11.7)

t1
Die Bewegung ist derart, daf§ die Variation des Linienintegrals S fiir festes ¢; und ¢, ver-
schwindet.
(3.11.7) wird auch als Prinzip der kleinsten Wirkung bezeichnet.

3.11.3 Erweiterung des Hamilton-Prinzips auf nichtkonservative Systeme
Sowohl das Hamilton-Prinzip als auch das d’Alembert-Prinzip fiihren, wie wir gezeigt
haben, zu den Lagrange-Gleichungen 2. Art. Letzteres ist aber allgemeiner, da es auch
fiir nichtkonservative (und nichtholonome) Krifte gilt.

Geméf Gleichung (3.6.6) gilt

oder

L

N
S m; - 67 = Y F, - o7 (3.11.8)
i=1

i=1

Mit der Rechnung

do; 5 e s oon on oo Lo
%(i OF;) =7, - 6T, + 7, - 01, = T 57‘,~+25(ri)

folgt nach Einsetzen von Gleichung (3.11.8)
d X . N . 1 . N o me -
i=1 i=1 i=1
mit

N
§FW = F, - 67, (3.11.10)
i=1

und N
T=3 T
=1 2

ist die gesamte kinetische Energie des Systems.

0* in Gleichung (3.11.10) deutet an, daf es sich im allgemeinen nicht um eine Variation han-
delt, sondern um die virtuelle Arbeit bei der Verriickung zur Nachbarkurve. §*W bezeichnet
die virtuelle Arbeit der eingeprigten Kréfte und nicht die Variation 6W einer Funktion W.
Integrieren wir Gleichung (3.11.9) nach der Zeit, so ergibt sich

t N .
/2dt (0T + 6"W) = 3 mi[F; - 672 = 0,
h i=1
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weil 67;(t;) = 07i(t;) = 0 an den Endpunkten. Wir erhalten dann das verallgemeinerte
Hamilton-Prinzip zu

ty
/ (6T + 6*W)dt = 0 (3.11.11)

t1

Im Fall von konservativen Kriften (F = —VV) ergibt sich wieder das Hamilton-Prinzip
(3.11.7), denn Gleichung (3.11.10) reduziert sich dann auf
N oV
SW =—-)> —dzx;, =—0V,

sodal wir fiir Gleichung (3.11.11)

t to
/ ditS(T—V)=6[ Ldt=0

t1 t1

erhalten.

3.11.4 Erweiterung des Hamilton-Prinzips auf nichtholonome
Zwangsbedingungen

Nichtholonome Zwangsbedingungen koénnen oft in nicht-integrabler differentieller Form
geschrieben werden (siehe Kap. 3.4.4),

> apdg +a;dt =0, j=1,....m (3.11.12)

k=1
wobei m die Zahl der Zwangsbedingungen angibt. Betrachtet man virtuelle Verriickungen,
d.h. dt =0, so erhalt man

Y apdg, =0, j=1,....m (3.11.13)
k=1

Durch Aufsummieren folgt sowohl

3> aubg =0 (3.11.14)

=1 k=1
als auch
DA Za]kéqk (3.11.15)
j=1
wobei die Lagrangeschen Multiplikatoren )\;, 7 = 1,2, ....,m, unbestimmte Parameter, im

allgemeinen Funktionen der Zeit sind.
Da verschwindend, konnen wir nun Gleichung (3.11.15) oder dessen Zeitintegral

tg ™M n
/ 0> Nayidg;dt =0, (3.11.16)
t

1 4=1i=1
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zum Hamiltonschen Prinzip (3.11.7),

" t2 " 8L d OL
= L(q,-... 1y eennen =
55 6 tl (qlﬁ ) qna q17 ) q”H dt /1 P aqz dt a ]5 dt 0

dazuaddieren und erhalten

ta O d 6L ™
/t Z 5q dt aq Z)‘ au)&hdt—o (3.11.17)

Jj=1

Die d¢; sind natiirlich noch nicht unabhéngig voneinander, sondern durch die m Beziehungen
(3.11.13) miteinander verkniipft. Das heifit: wihrend die ersten n—m von ihnen unabhéngig
voneinander gewahlt werden konnen, sind die letzten m der dg; dann durch Gleichung
(3.11.13) festgelegt. Allerdings bleiben die Werte der Lagrange-Parameter \; zu unser
freien Verfiigung.

Wir wiahlen die \; so, daf

oL d 3L UL
Ajaj; = =n— 1,. Ad1.1
90 di 8% +> Na; =0, i=n—-—m+ (3 8)

7j=1

und betrachten diese Gleichungen als die Bewegungsgleichungen fiir die letzten m Variablen

4qi-
Mit den durch (3.11.18) bestimmten \; kdnnen wir Gleichung (3.11.17) zu

50 @ aq ZA aj,)éqzdt—O (3.11.19)
=1 2 )

7j=1

/t2” /0L d 8L
t1

reduzieren. Die hierin auftretenden dg; sind nun unabhéngig voneinander und es folgt

L d L m
gq o gq +> Na; =0, i=12,..,n—m (3.11.20)

j=1
Kombinieren wir die Gleichungen (3.11.18) und (3.11.20), so erhalten wir den kompletten

Satz Lagrange-Gleichungen fur nichtholonome Systeme zu

—(5) = 7 — > Nai =0, i=1,2,..,n (3.11.21)

und es gilt weiterhin (3.11.12) als Differentialgleichung

S au+a; =0, j=1,....,m (3.11.22)

k=1

(3.11.21) und (3.11.22) sind n + m Gleichungen fiir n + m Unbekannte.

Bemerkung 1:
Die Gleichungen (3.11.12) — (3.11.13) schlieen auch holonome Zwangsbedingungen

G(qiy ey Gnyt) =0
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mit ein, denn diese konnen auch differentiell als

" 9G G
g+ Zdt = 0
,; B T o

geschrieben werden, was mit (3.11.12) identisch ist fiir

e oG
= = 1.2
aq. T ot (3.11.23)

Wir konnen also diese Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren auch fiir holonome-

ajk

Zwangsbedingungen verwenden,
(1) wenn es unbequem ist, alle Koordinaten auf unabhéngige verallgemeinerte Koordinaten
zu transformieren, und/oder

(2) wenn man die Zwangskréifte berechnen will.

Bemerkung 2:
Die Gleichungen (3.11.12) — (3.11.13) schlielen nicht alle nichtholonomen Zwangsbedingun-
gen ein, wie z.B. Ungleichungen.

3.11.5 Beispiel: Rollendes Fafl
Wir wollen das gerade Erlernte an einem Beispiel demonstrieren. Wir betrachten ein Faf,
das ohne Schlupf eine schiefe Ebene hinabrollt (Abb. 3.11).

Abb. 3.11: Rollendes Faff ohne Schlupf auf schiefer Ebene.

Die zwei generalisierten Koordinaten sind (¢i,¢,) = (2,0) (siche Abb. 3.11) und die
Zwangsbedingung lautet
z = RO. (3.11.24)

In holonomer Form entspricht dies G(z,©) = RO — z, oder in differentieller Form

dx = RdO
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In Anlehnung an Gleichung (3.11.23) bestimmen wir aus der Zwangsbedingung die Koef-

fizienten

a—a—G—R a—a—G—
° 790 7 T or

sodafl Gleichung (3.11.15) in diesem Fall einer einzigen Zwangsbedingung

—1

I

A(—dz + RdO) =0 (3.11.25)

lautet.
Die kinetische Energie ist die Summe aus der kinetischen Energie der Bewegung des Massen-
zentrums und der kinetischen Energie der Bewegung um das Massenzentrum:

M

M .
T2 p2ge2
5 +2R®

Die potentielle Energie ist V' = Mg(l—x) sin ¢, wobei [ die Lénge der schiefen Ebene angibt.
Die Lagrange-Funktion ist dann durch

M M _, .
L=T-V= 73}:2+7R2®2 — Mg(l — x)sin ¢ (3.11.26)

gegeben.
Die Lagrange-Gleichungen (3.11.21) lauten dann

d oL OL

T = — A11.2

dto; x0T (8.11.27)
und )

—— — — = Xae = AR 3.11.28

dtod 90 % ( )

Aus der Lagrange-Funktion (3.11.26) erhalten wir

oL . oL . oL oL )
%—Mgsmqﬁ, ﬁ—mx, %_0, %_MR@

Die Lagrange-Gleichungen (3.11.27) und (3.11.28) lauten dann

Mz — Mgsing+A=0 (3.11.29)

und

MR?6 — AR=0 (3.11.30)

Wir leiten die Zwangsbedingung (3.11.24) zweimal nach der Zeit ab und erhalten

RO =i (3.11.31)
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und setzen dies in Gleichung (3.11.30) ein. Dann erhalten wir
Mi = A, (3.11.32)

sodafl aus Gleichung (3.11.29) folgt

5 gsin ¢ and \ — Mg sin ¢

1.
: 5 (3.11.33)
Mit Gleichung (3.11.31) ergibt sich dann sofort
.~ gsing¢
= 11.34
S) o (3.11.34)

Gleichungen (3.11.33) und (3.11.34) lassen sich sofort zweimal iiber die Zeit integrieren und
ergeben die allgemeine Losung.

Wir erkennen an Gleichung (3.11.33a), da8 das Faf die schiefe Ebene nur mit der halben
Beschleunigung hinabrollt, die es hatte, wenn es eine reibungslose Ebene hinabglitte. Die
Zwangskraft in negative z-Richtung hat die Stirke A = Mgsin ¢/2.

Ubungsaufgaben:

A3.11.1) Ein anfinglich ruhender Korper fillt aus einer Hohe von 20 m und erreicht den
Erdboden nach 2 Sekunden. Zahlenmafig ware die Gleichung zwischen der Fallhéhe s und
der Zeit t mit folgenden drei Gesetzen vertriglich: s = g1, s = ¢.t*, s = ;g5t* mit g, = 10
m/s, g, = 10 m/s?, g3 = 10 m/s®. Zeigen Sie, dafl daf das richtige Fallgesetz ein Minimum
fiir das Wirkungsintegral des Hamilton-Prinzips ergibt.

3.11.6 Das Wesentliche der Lagrange-Dynamik

1) Die Lagrange-Mechanik ist keine neue Theorie: sie ist vollig dquivalent zur Newton-
Mechanik. Nur die Methode ist anders.

2) Newton betont duflere Finwirkungen auf einen Korper (wie die Kraft), wihrend bei der
Lagrange-Dynamik physikalische Groflen betrachtet werden, die mit dem Korper assoziiert
sind (kinetische und potentielle Energie). Nirgendwo in der Lagrange-Formulierung geht
das Konzept einer Kraft ein. Dies ist besonders wichtig, denn Energien sind Skalare, sodafl
die Lagrange-Funktion invariant ist gegen Koordinaten-Transformationen!

3) Bei komplexen mechanischen Problemen ist es oft schwierig, alle Kréfte anzugeben,
und leichter, die kinetische und potentielle Energie aller interessierenden Massenpunkte zu
berechnen.

4) Die Newton-Mechanik ist die differentielle Formulierung (Anderung; Ableitung) der
Mechanik. Das Hamilton-Prinzip ist die integrale Formulierung. Beide Formulierungen
sind vollig aquivalent.

5) Nach dem Hamilton-Prinzip richtet die Natur es so ein, da} das Zeitintegral iiber die
Differenz von kinetischer und potentieller Energie minimiert wird. Manche Zeitgenossen
bezeichnen dies als: ”Natur ist faul.”
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3.12 Symmetrien und Erhaltungssatze

Erhaltungssatze ermdglichen allgemeine Aussagen iiber das Verhalten eines physikalischen
Problems, ohne die Losungen der Bewegungsgleichungen mit ihrer Zeitabhéngigkeit zu ken-
nen.
Eine Grofle F ist Erhaltungsgrofle, wenn sie sich nicht mit der Zeit dndert, d.h.

d
%F =0 (3.12.1)
Der Lagrange-Formalismus ermoglich das schnelle Erkennen von Erhaltungsgrofien. Be-
trachten wir die Lagrange-Gleichungen 2. Art (3.7.13):

Falls es eine verallgemeinerte Koordinate g, gibt, die nicht explizit in der Lagrange-Funktion

0, j=1,....,s8

auftaucht, d.h. 3¢, mit (0L/dq;) = 0, dann folgt aus der Lagrange-Gleichung

d oL

— (=) = 12.2
(5 (.Ik) 0 (3.12.2)
und (OL/dq;) ist Erhaltungsgrofe.
Definition 1:
oL
= — 12.
Dk B (3.12.3)

heifit der zur Koordinate g, kanonisch konjugierte Impuls
Definition 2: q;, heifit zyklische Koordiante, falls

oL
Ok
Mit diesen beiden Definitionen folgt der Satz: Ist q, zyklisch, so bleibt der dazugehdrende

0 (3.12.4)

kanonisch konjugierte Impuls erhalten.

Die Definition 1 ist plausibel, wie folgende zwei Beispiele zeigen:

(i) Ist das Potential V geschwindigkeitsunabhingig und g, représentiere die kartesische
Koordinate. Dann reduziert sich fiir einen Massenpunkt m der kanonisch konjugierte Impuls

oL 91

het .2: .
=55 = gplgmd) =mi

auf die z-Komponente des linearen Impulses.

Y2

(ii) Falls bei Polarkoordinaten g, ein Winkel ist, so erhilt man aus (0L/0g),) einen Drehim-
puls.

Erweitert man von der Ortskoordinate x mit dem dazugehorenden kanonisch konjugierten
Impuls (0L/0x) auf den Ortsvektor 7 = (x,y, z), so bezeichnet
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oL o 0L OL OL

p:¥—VFL (%:a_yag)

entsprechend den dazugehorigen kanonisch konjugierten Impulsvektor.

(3.12.5)

3.12.1 Energieerhaltungssatz

Wir beweisen jetzt den Energieerhaltungssatz: Die Summe aus kinetischer und potentieller
Energie eines physikalischen Systems ist erhalten, falls das System abgeschlossen und das
Potential konservativ ist. Abgeschlossen heifit: Es findet keine Wechselwirkung des Systems
mit der Auflenwelt statt, sodafl

(1) die Lagrange-Funktion nicht explizit von der Zeit abhangt, d.h.

oL
==, 3.12.6
T ( )
und

(2) auch (a) die Zwangsbedingungen und (b) das Potential nicht explizit von der Zeit
abhéngig sind. Bedingung (a) impliziert, da§ die Koordinatentransformationsgleichungen

(3.6.13) zeitunabhéngig sind,

or;
rTie 0.
Diese Unabhangigkeit von der Zeit wird als Homogenitat der Zeit bezeichnet.
Wir beweisen den Energieerhaltungssatz in zwei Schritten: zunéchst zeigen wir, daf} bei
Homogenitét der Zeit die sogenannte Hamilton-Funktion (siehe Gleichung (3.12.10)) eine
Erhaltungsgrofie ist. Anschlielend zeigen wir, dal bei konservativen Potential, wenn also
das Potential geschwindigkeitsunabhangig ist,
ov
di;

diese Hamilton-Funktion gleich der Gesamtenergie des Systems ist. Dann gilt der

0,

Satz: Gelten fiir die Lagrange-Funktion L = T — V eines physikalischen Systems die
Bedingungen

OL o Oy oV _
ot ot 0q;

so bleibt die Gesamtenergie £ =T + V erhalten.

Fiir den Beweis brauchen wir das Euler- Theorem fiir homogene Funktionen: Sei f : RN —

IR eine homogene Funktion m-ten Grades, d.h. VA € R und VZ = (x4, ....,zy) € RN gilt

fAL) = A f(Z).

Dann gilt

0, (3.12.7)

> g—fx,. = mf(7) (3.12.8)

i—1 O%;
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Beweis: Das totale Differential von f(A\Z) = A\™f(Z) nach ) ergibt mit der Kettenregel

=1

Setzen wir in dieser Gleichung A = 1, so folgt

Naf

i=1 ox;

x; = mf(T)

Q.E.D.
Jetzt wenden wir uns dem Beweis des Energiesatzes zu. Wir berechnen die totale zeitliche
Ableitung der Lagrange-Funktion L(g;, ¢;,1):

AL . < OL. oL
d, 0L 0L L
DO D D va e 7

j=1 J j=1 J

Mit (0L/0t) = 0 folgt unter Verwendung der Lagrange-Gleichung

d 0L oL *,d 0L oL ‘. d /0L
Ay 9L, 0Ly _ (4 OLy . 0L\ _§~d 0L
dt ;(aqjq] 8qjq’) ;(dt(aqj)q] aqjqj) = t(8q,q])
oder
d <~ OL .
0_%[; 539 Ll, (3.12.9)
d.h. die Grofe
H= Z%q'j - L (3.12.10)
=1 04;

ist Erhaltungsgrofie.
Mit der Definition 1 der kanonisch konjugierten Impulse (3.12.3) kénnen wir diese Erhal-
tungsgréfle auch in der Form
H=) pig— L (3.12.11)
7j=1
schreiben. H wird als Hamilton-Funktion oder Hamiltonian des Systems bezeichnet.

Wegen (0V/0q;) = 0 ist

oL orT

—q; = =—¢; 3.12.12

0q; B oq; B ( )
Wegen (07;/0t) = 0 ist die kinetische Energie T eine homogene Funktion 2.Grades in den
verallgemeinerten Geschwindigkeiten ¢; (Beweis siche Abschnitt 3.8.3, Gleichung 3.8.7)):

T(@) = Z Z @k GGk (3.12.13)

j=1 k=1
sodaB gilt T(AF) = A?T'(§), und es folgt aus dem Euler-Theorem (3.12.8):
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> g =27 (3.12.14)
J

Damit erhalten wir fiir die Erhaltungsgréfie (3.12.10):

H= [i%q}-— L= [igq}-— Ll =2T-L=2T—(T-V)=T+V =E (3.12.15)

j=1 J j=1 J
Wir merken an, da8 wir die Beziehung (3.12.14) alternativ auch direkt aus der Darstellung
(3.12.13) beweisen konnen. Aus jener folgt

oT ) .
o6, > aud; + D an
l

J k

Es folgt

or . .. -
Z a6 = Z Z a;q;q + Z Z anqr @ = 27,
T 0q 7 Tk
weil Indizes beliebig numeriert werden konnen.

3.12.2 Impulssatz, Schwerpunktsystem, Schwerpunktsatz

Wir beweisen jetzt weitere Erhaltungssatze.

Impulssatz: Der Gesamtimpuls P = SN D; eines Systems von N Massenpunkten bleibt
erhalten, wenn die Lagrange-Funktion translationsinvariant ist.

Translationsinvarianz bedeutet, dafl das N-Teilchensystem in eine beliebige Richtung ver-
schoben werden kann, ohne daf} sich die Lagrange-Funktion andert. Es darf daher kein
auferes Potential V' geben, deren Gradient F = —VV eine ortsabhingige Kraft auf das
System ausiibt und damit den Impuls der Teilchen gemaf f’; = —6,-1/ verandert. Diese
Eigenschaft des Systems wird als Homogenitit des Raums bezeichnet.

Beweis: Bezeichne 6L die Anderung der Lagrange-Funktion bei einer infinitesimalen Ver-
schiebung des Systems um 67. Die Verschiebung entspricht der Transformation 7, = 7; + 7.
Die Geschwindigkeitsvektoren dndern sich nicht, weil ihre Richtungen in den Bezugssyste-
men vor und nach der Koordinatentransformation unveréndert bleiben. (Bei Drehungen
ist es allerdings anders, siehe Kap. 3.12.3!) Da sich nur die Ortsvektoren dndern, folgt bei
Translationsinvarianz (6L = 0)

N oL
L: 07 =
) ;877,» or=20

Da 67 # 0 und beliebig ist, erhalten wir

N AL
257, ="

=1
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Stellt man die Lagrange-Gleichungen fiir alle Massenpunkte auf und summiert diese iiber
alle 7, so folgt

Nach Einfiihrung der kanonisch konjugierten Impulsvektoren (3.12.5) der einzelnen Massen-
punkte §; = 5% erhalten wir

oder

P = const. (3.12.16)

Q.E.D.

Der Gesamtimpuls des Systems bleibt erhalten, was im allgemeinen nicht fiir die Ein-
zelimpulse gilt.

Bemerkung: Es kann vorkommen, dafi die Lagrange-Funktion nur in einer Richtung, z.B.
der €;-Richtung, translationsinvariant ist. Dann diirfen die infinitesimalen Verschiebungen
07 nur in die €;-Richtung vollzogen werden, d.h.

N oL YooL X oL - 0L
5L_(0,0,5z)-(;£,28—%:23—zi)—‘”Zaz,._0

T =1 i=1 i=1

Da ¢z # 0 und beliebig ist, erhalten wir

N oL
> 5y = 0, (3.12.17)

i=1

sodafl nur die z-Komponente des Gesamtimpulses in €;-Richtung erhalten bleibt. Die an-
deren Gesamtimpulskomponenten bleiben jedoch nicht erhalten.

Ein Beispiel dafiir ist die schiefe Ebene aus Kap. 3.1.1: der Massenpunkt kann in die
y-Richtung, die senkrecht zur Papierebene zeigt, beliebig bewegt werden, ohne Anderung
der Lagrange-Funktion. y ist eine zyklische Koordinate und der dazugehorende kanonisch
konjugierte Impuls, der in diesem Fall gleich der y-Komponente des Gesamtimpulses ist,
bleibt erhalten.

Schwerpunktsatz: Wir untersuchen jetzt die Anderung des Gesamtimpulses eines N-Teil-
chensystems bei einer Galilei-Transformation in ein anderes Inertialsystem K, das sich
mit der konstanten Geschwindigkeit V relativ zum urspriinglichen Koordinatensystem K
bewegt (sieche Abbildung 3.12).
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Abb. 3.12: Transformation des Ortsvektors bei Galilei- Transformation.
Fir alle Ortsvektoren lauten die Transformationsgleichungen

!

N _/ 3 5 h 3
Ti:Ti+Vt, Ti:Ti+V

Fiir den Gesamtimpuls erhalten wir dann

N N ’ N N

i=1 i=1 i=1 i=1
wobei M = Zfil m; die Gesamtmasse des Systems ist.
Definition: Das System, in dem der Gesamtimpuls P =0 verschwindet, heif3t Schwer-
punktsystem.

Nach Gleichung (3.12.18) erhilt man (wegen P’ = 0) P = MV oder

V=—===L i _Pp (3.12.19)
wobei R, der Schwerpunktvektor des Systems ist:

By = M (3.12.20)
i=1 T
Aus Gleichung (3.12.19) folgt sofort der
Schwerpunktsatz: Bleibt der Gesamtimpuls P eines Systems erhalten, so ist die Schwer-
punktgeschwindigkeit 1% ebenfalls eine Erhaltungsgrdfie. Insbesondere ist dann das Schwer-
punktsystem ein Inertialsystem.
Abschlielend betrachten wir die Bewegungsgleichung fiir den Gesamtimpuls bei konserva-

tiven Kraften. Die Lagrange-Funktion eines /N-Teilchensystems lautet
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Fir konservative Krafte ist V' eine Funktion der N Ortsvektoren mit der Eigenschaft

Lo oV oL
e

Aus der Summe der Lagrange-Gleichungen der einzelnen Massenpunkte folgt dann

Nrd 0L oL N od o . g
;[E(a—?i) B 371.] = ;[a(pi) - E] = P-F=0

oder

P- F, (3.12.21)

das natiirlich dem zweiten Newtonschen Axiom fiir ein N-Teilchensystem entspricht: Die
Anderung des Gesamtimpulses ist gleich der Summe der dufieren Krifte.

3.12.3 Drehimpulserhaltung

Drehimpulserhaltungssatz: Bei Systemen, deren Lagrange-Funktion invariant gegentiber
Drehungen um ein Zentrum ist, bleibt der Gesamtdrehimpuls beziiglich des Zentrums er-
halten.

Diese Rotationsinvarianz wird als Isotropie des Raums bezeichnet.

Infinitesimale Drehungen (im Gegensatz zu endlichen Drehungen) lassen sich durch den
Vektor

67 = dé x 7 (3.12.22)

darstellen, wobei |dg| der Wert des infinitesimalen Drehwinkels (siche Abb. 3.13) ist und
d(E in die Richtung der Drehachse zeigt. (Der genaue Beweis folgt aus den Transformation-
seigenschaften des Vektors.)
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Abb. 3.13: A'nderung eines Ortsvektors bei einer infinitesimaler Drehung des Systems.

Wir zeigen zunachst, dafl die Drehoperation kommutativ fir infinitesimale Anderungen ist.
Dazu betrachten wir zwei infinitesimale Rotationen d51 und dq@}. Durch die erste Rotation
d(zl andert sich der Ortsvektor
7 F+07F mit 67 =dd x
Diesen Vektor drehen wir dann um d(% um eine andere Achse, sodaf
57 = dey X (7 + 0F,)

Nach diesen zwei Drehungen erhalten wir den Vektor

P4 07y = T+ [ddy X T+ ddy x (F+ 07,)]

sodaf

5?1,2 == d(zl X F‘i‘ d$2 X F,

wobei wir den Term 2. Ordnung d(EQ x 67, aufgrund der Annahme infinitesimal kleiner

Drehwinkel vernachlassigen konnen.
Nun vertauschen wir die Reihenfolge der Drehungen 1 und 2 und erhalten ebenso den Vektor
P4 0Ty = 7+ [ddy X 7+ ddy X (F+ 67,)]

mit
07s1 = ddy X 7+ dy X 7 = 67y,
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womit die Kommutativitat der Rotationsvektoren d$1 und dq_b} bewiesen ist.
Da Gleichung (3.12.22) fiir die Anderung aller Vektoren gilt, erhalten wir speziell fiir das
Verhalten der Geschwindigkeitsvektoren bei infinitesimalen Rotationen

67 = dé x 7 (3.12.23)

Fiir die Anderung der Lagrange-Funktion eines N-Teilchensystems bei infinitesimalen Ro-
tationen erhalten wir dann

N oL ., oL oL - . 0L
5L_;<a_ﬁ'5" o o) = Zl[aﬁ-(dqﬁxr,-)—i-aﬁ

Mit den konjugierten Impulsen p; = ﬁ und den Lagrange-Gleichungen

(dé x 7] (3.12.24)

doL - 0L
dt a’[‘ p 87",’
folgt fir Gleichung (3.12.24)
SL = Z[ i+ (6 x 7) + Pi- (dé x 7)) (3.12.25)

Aufgrund der zyklischen Vertauschbarkeit der Spatprodukte (vgl. Gl. (1.4.2)) folgt

(3.12.26)

&.|Q‘

N
[7: x Bs) = Z

Q.|Q‘

oL = Z(dqs (7 x B,) + dé - (7 x B)| = ﬁ:

i=1

wobei Z; = 7; X p; der Drehimpuls des i-ten Teilchens ist.
Aus der Invarianz der Lagrange-Funktion gegeniiber Drehungen 6L = 0 folgt dann

Q.|&

N
0= Z
und weil dies fiir jede beliebige Drehung dqb gelten muf,

N
= doli= (3.12.27)

Der Gesamtdrehimpuls L= >N, lz- ist Erhaltungsgrofie. Nur dieser, und nicht die Drehim-
pulse der einzelnen Massenpunkte, bleibt bei Rotationsinvarianz erhalten.

Damit ist der Drehimpulserhaltungssatz bewiesen.

Ubungsaufgaben:

A3.12.1) Beweisen Sie, dal nur eine Gesamtdrehimpulskomponente erhalten bleibt, wenn
die Lagrange-Funktion invariant ist gegeniiber Drehungen um eine Achse.
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3.12.4 Zusammenfassung

Wir haben drei wichtige Beziehungen zwischen den Symmetrieeigenschaften eines abge-
schlossenen Systems und der Erhaltung von physikalischen Grofien bewiesen, die in Tabelle
3.1 zusammengefaflt sind.

Tabelle 3.1 Symmetrien und Erhaltungssatze

Eigenschaft des Lagrange-Funktion Erhaltungsgrofie
Inertialsystems
Homogenitat der Zeit keine explizite Funktion Hamilton-Funktion
der Zeit (bei konservativen
Kraftfeldern
gleich Gesamtenergie)
Homogenitat des Raums translationsinvariant Gesamtimpuls
Isotropie des Raums rotationsinvariant Gesamtdrehimpuls

Alle drei Erhaltungssiatze lassen sich ebenfalls elegant aus dem Noether-Theorem ableiten.

3.12.5 Noether-Theorem fiir autonome Systeme

Wie wir gesehen haben, hiangt das Auftreten zyklischer Variablen und damit die Exis-
tenz von Bewegungsintegralen eng zusammen mit Symmetrien des Systems. Eine solche
Symmetrie liegt vor, wenn die Lagrange-Funktion des Systems gegeniiber einer Symmetrie-
transformation der Variablen:

¢ = hi(g;, ) (3.12.28)

invariant ist, wenn also gilt

L((Nliaéiat) = L(g;, G, t) (3.12.29)

Dabei ist die Transformation von einem Parameter o abhingig, mit der Bedingung, daf
sich fiir o = 0 die identische Transformation ergibt:

hi(qia 0) =4q;

Bei einer zyklischen Variablen g, besteht die Symmetrietransformation in einer Verschie-
bung um « langs der g,-Achse im Konfigurationsraum:

O = @ +
bei der die Lagrange-Funktion sich natiirlich nicht dndert, da sie gar nicht von ¢, abhéngt.
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Im allgemeinen Fall gilt fir autonome Systeme, fiir die also L nicht explizit von der Zeit
abhéngt, das
Theorem von Emmy Noether: Die Lagrange-Funktion L(q, Q’) sei unter der Transforma-
tion §; = hy(q, @) invariant, wobei o ein kontinuierlicher Parameter und hi(g,0) = ¢; die
Identitat ist. Es existiert dann ein Bewegungsintegral

Glsi) = 3 g ol o (3.12:30)

i=1

Beweis:
Zum einen erfiillen auch die transformierten Bahnen §;(t,«) = h;(g;(t), «) die Lagrange-
Gleichungen:

d OL(F(t, 0), 4(t @) _ OL({(t, ), d(t,0))
= o - 50 (3.12.31)

Andererseits soll nach Voraussetzung L invariant gegeniiber Symmetrietransformationen

sein, also nicht von o abhangen:

d - i d . & dLdg  OLdgy
S L(4(t ), 4t 0)) = daL(q(t,a),q(t,a))—Z(aqi ot S)=0 (3.12.32)

i=1

Durch Einsetzen von (0L/0q;) aus Gleichung (3.7.13) und ¢; = h;(g,0) = hi(q, @) 4= folgt
wegen der Vertauschbarkeit der Differentiationen nach ¢ und a:

*.,d 0L dh;(7, ) 0L d dh;(q, «)
(GG T aa =t agd da ) =
i=1 q; & g at da
i s (a_L[dhz((_j, Q)
dt i—1 aqz dO!
womit die Behauptung bewiesen ist. Q.E.D.

lo—o) =0 (3.12.33)

Mit dem Noether-Theorem beweisen wir jetzt spezielle Symmetrie-Eigenschaften.
Homogenitat des Raumes: Da kein Raumpunkt ausgezeichnet ist, stellt fiir ein abge-
schlossenes System die Verschiebung um a, in z-Richtung eine Symmetrietransformation
dar. Fiir ein N-Teilchensystem ist

ij:$j+aw, jzl,,N

Das entsprechende Bewegungsintegral ist nach dem Noether-Theorem (3.12.30)

N oL . d Y 0L N
E_ 4 = ——_E =P .12.34
(93':]-[dam () + 8s) )0 oz, Pe; v (3.12.34)

j=1 j=1

also die xz-Komponente des Gesamtimpulses. Entsprechendes gilt fiir die y- und die z-
Koordinate.
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Isotropie des Raumes: Da keine Drehrichtung im Raum ausgezeichnet ist, stellt die
Drehung um die z-Achse um «, fiir abgeschlossene Systeme eine Symmetrietransformation
dar. Die Lagrange-Funktion mufl dabei invariant bleiben. Die Koordinaten eines Systems
von Massenpunkten dndern sich bei der Drehung in folgender Weise (vergl. Kap. 1.5):

T;=uz;c080, —y;sinq,, ¥; =x;sina, + y;cosa,

Das zugehorige Bewegungsintegral ist dann

NOL d oL

;[T%[E(x, cos v, — Y; Sin @, )]a,—0 + @[@(x] sin «, + y; cos Oéz)]az:o] =
N 0L 0L N N
Z(a_'xj - a_'yf) = 2 (@ipy; = Yspas) = 2L = Lo, (3.12.35)
j=1 y] xj j=1 j=1

also die z-Komponente des Gesamtdrehimpulses. Entsprechendes gilt fiir die - und die
y-Komponente.

Wenn das System nicht abgeschlossen ist, kann seine Lagrange-Funktion trotzdem gegen-
iiber einigen dieser Symmetrietransformationen invariant sein und zu den entsprechenden
Bewegungsintegralen fithren. Als Beispiel diene ein Massenpunkt m im homogenen Schwe-
refeld mit der Lagrange-Funktion

L= %(:L‘Q +9* + £%) — mgz

Obwohl dieses System nicht abgeschlossen ist, stellen die Verschiebungen in z- und y-
Richtung und die Drehung um die z-Achse Symmetrieoperationen dar. Es bleiben daher
Dzy Dy und L, erhalten.

Das Noether-Theorem wurde hier nur fiir autonome Systeme und zeitunabhangige Symme-
trietransformationen bewiesen. Das Theorem gilt auch fiir den zeitabhangigen Fall, nimmt
dann aber eine wesentlich kompliziertere Gestalt an (Killing-Gleichungen).

Das Theorem von Noether bezieht sich nur auf Transformationen, die iiber einen Parameter
kontinuierlich aus der Identitit hervorgehen (siehe (3.12.28) — (3.12.30)). Daneben gibt es
auch unstetige Transformationen wie die Raum-, Zeit- und Ladungsspiegelung, denen eben-
falls Erhaltungsgrofien zugeordnet sind (Paritdt). Sie spielen in der klassischen Mechanik

kaum eine Rolle, sind aber von grofler Bedeutung in der Quantenmechanik.

3.13 Geschwindigkeitsabhangige Krafte

Wir wollen nun die Lagrange-Gleichungen auf geschwindigkeitsabhéngige Potentiale

V*(QIa -3 Qs QIa RS (.]sa t)
erweitern, statt wie bisher konservative Felder mit (0V/0¢;) = 0 anzunehmen. Diese Er-

weiterung ist wichtig fiir die Behandlung der Lorentz-Kraft (Kap. 3.13.1) und von Rei-
bungskréften (Kap. 3.13.2).
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Von dem geschwindigkeitsabhangigen Potential V* fordert man, dafl sich damit die verall-
gemeinerten Krifte (); (siehe Gleichung (3.7.3)) schreiben lassen als

N, OF ov* d ov*
=Y R, T 2 13.1
Q=L l 5= T aay, (3.13.1)

i=1

Setzen wir dies in Gleichung (3.7.8),

d 0T oT .
a(a—q]) — ﬁ—qj =Q;, Jj=1..,s (3.7.8)

ein, so folgt

oder

i o(T — V*)] _ oT —Vv) 0

dt aqj (9(]] o
sodafl mit

L=T-V* (3.13.2)

wieder

d 0L oL

— ] - =— = =1, .... .13.

die Lagrange-Gleichungen 2. Art resultieren, die somit auch fiir Krafte giltig sind, die sich
geméf Gleichung (3.13.1) aus einem geschwindigkeitsabhéngigen Potential ableiten lassen.
Diese Erweiterung ist sinnvoll, wie das Beispiel der Lorentz-Kraft zeigt.

3.13.1 Beispiel: Lorentz-Kraft
Auf ein Teilchen der Ladung e im elektromagnetischen Feld wirkt die sogenannte Lorentz-
kraft (im GauBischen Mafsystem)

F=¢E+ ZU x B, (3.13.4)

wobei E die elektrische Feldstarke, B die magnetische Feldstarke, ¢ die Teilchengeschwindig-
keit und c¢ die Lichtgeschwindigkeit darstellen. In der Vorlesung Elektrodynamik wird
gezeigt werden, daf} sich die Feldstirken

B=VxA E=-V®--—— (3.13.5)

aus einem skalaren Potential ®(7, t) und einem Vektorpotential A(7, t) ableiten lassen. Setzt
man die Gleichungen (3.13.5) in Gleichung (3.13.4) ein, so folgt fiir die Lorentzkraft
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B . 104 1., o -
F=e(-Vo- —or ToTX (VX A)) (3.13.6)

Um diesen Ausdruck zu vereinfachen, betrachten wir die z-Komponente des letzten Terms:

. 0A, O0A 0A, O0A 0A 0A 0A 0A
T = v A = vy _ Ty _ -z e — Y z z x
3 =[x (VxA)l =, dr Oy ) v 0z Oz )=y or Vi or dy e
Nun addieren wir
)y 0A 04
T O © Oz
und erhalten mit
dA, 04, y 0A, n 0A, N aAz)
at ot ar ey T,
daB
T — 0A, L 0A, L 0A, o 0A, Y 0A, Y 0A,
PV 9 © Ox “ Ox “ Oz Y Oy "0z
0 - dA, O0A
_ —D.A _ €T T
AR A TR
Damit erhalten wir nach (3.13.6) fiir die z-Komponente der Lorentzkraft
0® 10A 10 - 1dA 10A od 10 - 1dA
F — = _ = T ~ (g A) == T - e _ _ ¥ ~ (g A) == T
o/e dr ¢ Ot +08x(v ) cdt e ot or +cax(v ) c dt
Weil A‘(F, t) nicht von der Geschwindigkeit ¥ abhéngt, gilt
0 0 =
A, =—(A = A-v
! avw( V) 8%( )
sodafl
0 1, - 1d, 0 -
Fle=——[0—-U-A]— —— AU 13.
/e 83:[ ¢ cdt<8vw( U)) (8:13.7)

Da das skalare Potential ®(7,¢) ebenfalls nicht von der Geschwindigkeit ¥ abhéngt, diirfen

wir schreiben

ou doUu
po oV @ 13,
*T "or " dton, (3.13.8)
mit dem generalisierten Potential
U=ed— SA’ i (3.13.9)



Entsprechendes gilt fiir die y- und z-Komponente der Lorentzkraft, d.h.
ou  doUu r ou doU

v 8y+dtﬁvy’ z__g—i_%@vz’

sodaf} allgemein

F=-V.U+ %(%U) (3.13.10)

Die Gleichungen (3.13.8) und (3.13.10) erfiillen genau die in Gleichung (3.13.1) gestellten
Anforderungen an das verallgemeinerte Potential V*.
Fiir die Lagrange-Funktion (3.13.2) folgt mit V* = U:

L=T— ed+ SA-7 (3.13.11)
C

Fiir den zu g, kanonisch konjugierten Impuls erhalten wir dann

oL or e- OU
=—— =4+ ZA 3.13.12
gy, gy, ( )

& i
Liegen keine Zwangsbedingungen vor, so sind die verallgemeinerten Koordinaten g, gleich

den natiirlichen Koordinaten z,. Es gilt dann fiir den zu x; kanonisch konjugierten Impuls

orT e- OvU e
D = =—— -A-— = -A 3.13.13
Pr 8$k + C al'k Pr + C k ( )
wobei p, der lineare Impuls ist. Also ist der kanonische konjugierte Gesamtimpuls des
Teilchens
Y
P=7p+_A4, (3.13.14)

d.h. ein Teilchen im Magnetfeld &dndert seinen Impuls um %ﬁ Dies ist ein Beispiel dafiir,
daf} der kanonisch konjugierte Impuls bei geschwindigkeitsabhingigem Potential nicht mit

dem mechanischen Linearimpuls iibereinstimmt.

3.13.2 Reibungskrifte und Dissipationsfunktion
Reibungskrifte haben wir bereits in Kap. 2.5.1 kennengelernt.
Wir beginnen die Diskussion wieder bei Gleichung (3.7.8),

d oT or

—(=—)— — =0Q; =1,... 3.7.8
Nun spalten wir die verallgemeinerte Kraft
Q=@ + @y (3.13.15)

in einen konservativen Anteil Q§k) und die verallgemeinerten Reibungskraft Qy) auf. Der
konservative Anteil
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ov

Oqi

148t sich aus einem Potential ableiten. Fir die verallgemeinerte Reibungskraft erhalten wir
gemafl Gleichung (3.7.3)

k
af =~

or,
QY =SF".—= 3.13.16
2: 94, ( )

und konnen diese aus den Reibungskraften Fi(” in natiirlichen Koordinaten berechnen.
Mit der Lagrange-Funktion L =T — V folgt dann fiir (3.7.8)

)= =07, j=1,..,s (3.13.17)

Damit kann man prinzipiell die Bewegungsgleichungen bestimmen; allerdings ist die Berech-
nung der verallgemeinerten Reibungskrifte oft aufwendig.
Verwenden wir den allgemeinen Ansatz (2.5.1),

ﬁ”:—Kmmj,i:L ..... _N. (3.13.18)
dann folgt fiir (3.13.16)

N 7. OF.
0 — S (v) 2 2
’ ; v;  0g;

Mit der Hilfsformel (3.6.15),

617, . (37“1
acjj aq]
folgt
N v, 07,
Q(T) = Kz U; — .z
J Z:Zl ( ) ; aq]
Es ist
7 aﬁi_li({; 1—;)_1(%? v%
(3 aq—] 2 8qJ (3 2 2 aq-] Zaq—] Y
sodaf
81}
QY = K;(v;) = 3.13.19
-y V55 (313.19)

Trick: Sei F' die Stammfunktion von f, also

[ dy ) = Fla(e) - FO)
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Dann gilt

d o= d da(x)
— = —|[F — F(0)] = 13.2
= [y w) = F(al) - FO) = o) (313.20)
Wenden wir diesen Trick auf Gleichung (3.13.19) an, dann gilt:
a /vi ~ ~ 81)1'
o dv; K;(v;) = Ki(vi)
9, Jo (0:) ()5 i
und wir erhalten
o XL v oD
= —— dv; K;(0;) = — 3.13.21
Q) =52 [ dn i) = 5 (3.13.21)
mit der Dissipationsfunktion
N
D=%" / d7, K:(3;) (3.13.22)
i=1 70
Damit wird dann aus (3.13.17)
d oLy oL 9D _ 0, j=1,..,5 (3.13.23)

V\a. /] —+ a.
Beispiel: Im Fall der Stokesschen Reibung (2.5.2), F’,-(T) = —K;¥;, ist K;(v;) = K;v;, sodaB
nach Gleichung (3.13.22)

N v 1 N
D= ZKi/O i, = 5 3 K (3.13.24)
i=1 i=

Diese spezielle Dissipationsfunktion wird als Rayleighsche Dissipationsfunktion bezeichnet.
Die vom System gegen die Reibung geleistete Arbeit ist

N N N
dW ==Y F" - di; ==Y F"-#idt = Y Kuldt = 2D dt, (3.13.25)
i=1 i=1 i=1

d.h. die Leistung (dW/dt) = 2D ist gleich dem doppelten Wert der Dissipationsfunk-
tion. Da diese Energie in Warme umgewandelt wird und dem System dadurch verloren
geht, spricht man von Energiedissipation, was auch die Namensgebung fiir die Funktion D
rechtfertigt.

3.14. Der Virialsatz

Der Virialsatz ist oft sehr hilfreich, um das zeitliche Mittel einer physikalischen Gréfie S(t)
zu berechnen.

Definition: Der Mittelwert (oder Erwartungswert) einer zeitlich verdnderlichen physikalis-
chen Grofle wird durch
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<WHt)>=W= %/OTW(t)dt

definiert, wobei 7 ein zu wahlendes Zeitintervall kennzeichnet.

(3.14.1)

Fiir ein System von N-Massenpunkten in einem begrenzten Volumen, die sich mit endlicher

Geschwindigkeit bewegen (d.h. die Werte r; und p; sind begrenzt), betrachten wir die Grofle

Dann gilt

sodaB sich fiir Gleichung (3.14.3) ergibt:

N
§:ﬂ+ZEﬂ
dt i=1

Wir mitteln nun diesen Ausdruck gemafl der Vorschrift (3.14.1) und erhalten

— X ds 1 7dS(t)
oT Bor=< 22 :—/ Bt =
+; IS T ar

Im Grenzfall 7 — oo gilt wegen der angenommenen Beschranktheit von S:

lim S0 =50 _
T—0Q T

sodafl wir den Virial-Satz erhalten

12 .

i=1

Dieser erweist sich als sehr niitzlich in der kinetischen Theorie der Gase.

Wir nehmen jetzt zwei zusatzliche Bedingungen fiir die Kraft F, an:

(a) Die Kraft ist konservativ: F; = —V, V.

(b) Das Potential ist eine homogene Funktion vom Grad k, d.h. V(Az) = A*V (z).
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S(r) = 5(0)

(3.14.2)

(3.14.3)

(3.14.4)

(3.14.5)

(3.14.6)



Dann gilt das Euler-Theorem (3.12.8):

i(ﬁ-V) 7 =kV (3.14.7)

i=1

Mit Bedingung (a) und (3.14.7) erhalten wir fiir den Virialsatz (3.14.6)

1 - k
<T>= 52(%1/) =5 <V> (3.14.8)
i=1
und fiir die Gesamtenergie folgt
k+2 k+2
E:<T>+<V>:%<V>:%<T> (3.14.9)

Betrachten wir als Beispiel den harmonischen Oszillator (Kap. 2.4.4) mit dem Potential
V = ar?, d.h. vom Grad k = 2. In diesem Fallist <7 >=<V >und E=2<V >=2<
T >.

Im Beispiel des Gravitationspotentials V' = —b/r, d.h. vom Grad k = —1, ist < T >=
—2<V>ud E=—-<V>+<V>=—-<b/2r> <0.
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