0. Einleitung

0.1 Vorbemerkungen

Dieses Vorlesungsskript basiert auf Vorlesungen, die ich im Wintersemester 1998/99 und
2002/2003 an der Ruhr-Universitdt Bochum fiir Studierende des Diplomstudiengangs Phy-
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gleichnamiger Vorlesungen von Prof. Dr. Dieter Schliiter an der Universitat Kiel und Prof.
Dr. Max Huber an der Universitat Bonn iibernommen. Besonders danken mochte ich Herrn
cand. phys. Urs Schaefer-Rolffs, der die grafischen Illustrationen zum Buch beigetragen
hat, und Herrn cand. phys. Stephan Meifiner, der viele Schreibfehler in einer fritheren
Version gefunden hat.

Ich hoffe, daf} dieses Skript vielen Studierenden beim Erlernen der Theoretischen Mechanik
hilft.

Reinhard Schlickeiser, Bochum, im September 2003



1. Vektorrechnung
1.1 Grunddefinitionen

1.1.1 Skalare und Vektoren

Skalare sind physikalische Grofien, die durch Angaben eines Zahlenwertes vollstandig be-
stimmt sind wie z.B. Masse, Temperatur, Frequenz, Energie.

Vektoren: die vollstindige Beschreibung eines Vektors d@ erfordert neben dem Zahlenwert,
dem Betrag, noch die Angabe der Richtung des Vektors. Beispiele fiir physikalische Vek-
torgroflen sind Kraft, Geschwindigkeit, Beschleunigung, Drehmoment. Ein Vektor wird
geometrisch durch einen Pfeil in Richtung des Vektors dargestellt, wobei die Linge des

Vektors proportional zu seinem Betrag a = |d] ist.

B 3 a
(Endpunkt) a
a a /
A 3
(Anfangspunkt)

Abb. 1.1: Geometrische Darstellung eines Vektors a.

Definition : Zwei Vektoren @ und b sind gleich, wenn

1) deren Betriige gleich sind: |@| = |b| und

2) deren Richtungen gleichgerichtet (parallel) sind: @ 11 b.

Definition : Zwei Vektoren @ und b sind entgegengesetzt gleich, wenn

1) deren Betriige gleich sind: || = |b| und

2) deren Richtungen entgegengerichtet (antiparallel) sind: @ 1 b.

Man bezeichnet den zu @ entgegengesetzt gleichen Vektor mit —a .

Aus Definition 1 ergibt sich die Folgerung: Ein Vektor ist unverandert, wenn er parallel

zu sich selbst verschoben wird.

1.1.2 Einheitsvektor
Definition : Als Einheitsvektor bezeichnet man einen Vektor mit dem Betrag 1.
Es folgt: ist @ # 0 ein beliebiger vom Nullvektor verschiedener Vektor, so ist

ISEISY]

e =

ein Einheitsvektor.



Definition : Kartesische Einheitsvektoren sind Einheitsvektoren, die in in einem karte-
sischen Koordinatensystem in Richtung der positiven z-, y- oder z-Achse liegen (siehe Ab-
bildung 1.2).

Abb. 1.2: Darstellung von kartesischen FEinheitsvektoren.

1.2 Vektoroperationen

Wir definieren fiinf Vektoroperationen: Addition, Subtraktion und drei Arten der Multi-
plikation.

1.2.1 Addition von Vektoren

Die Addition zweier Vektoren @+b erfolgt so, dafl der Vektor b so verschoben werden darf,
dafl sein Anfangspunkt mit dem Endpunkt des Vektors @ zusammenfallt (siehe Abbildung
1.3).

Abb. 1.3: Geometrische Darstellung der Addition zweier Vektoren.

Fiir die Addition von Vektoren gelten
das Kommutativititsgesetz d + b="b+dund

-

das Assoziativititsgesetz (@ +b) + ¢ = @ + (b + ©)
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1.2.2 Subtraktion von Vektoren und Nullvektor
Die Subtraktion ist definiert als die Addition des Entgegengesetzt-Vektors:

—

@—b=a+ (—b) (1.2.1)
Der Nullvektor 0 = @ — @ hat den Betrag 0 und ist richtungslos.

1.2.3 Multiplikation von Vektoren mit Skalaren

Sei p eine reelle Zahl. Der Vektor pa hat die gleiche Richtung wie der Vektor @ und den
Betrag |pd| = |p||dl.

Seien p, q reelle Zahlen. Dann gilt

q(pd) = p(qd) = qpd
(p+q)d=pd+qd
p(&’-i—l—;) :p&'—i-pg

1.2.4 Skalarprodukt von Vektoren
Definition: Das Skalarprodukt zweier Vektoren (@ und ﬂ) ist definiert als die reelle Zahl

@-b=|d b cosg, ¢=s(ab), (1.2.2)
wobei ¢ den Winkel zwischen den Vektoren @ und b bezeichnet. Anschaulich (Abb. 1.4)
entspricht das Skalarprodukt der Projektion des Vektors b auf den Vektor d, multipliziert
mit dem Betrag |@| des Vektors @, oder der Projektion des Vektors @ auf den Vektor b,
multipliziert mit dem Betrag |b] des Vektors b.

|

\/// .
1Bl cos o

Abb. 1.4: Geometrische Darstellung des Skalarprodukts @ - b.

Offensichtlich hat das Skalarprodukt folgende Eigenschaften:

@ - b nimmt seinen groften Wert |@||b] = ab fiir gleichgerichtete Vektoren an, sodaf der
Winkel ¢ = 0 ist.

@ - b nimmt seinen kleinsten Wert —|d||b| = —ab fiir entgegengerichtete Vektoren an, sodaf
der Winkel ¢ = 7 ist.



@-b =0, wenn die Vektoren senkrecht aufeinander stehen, d.h. ¢ = 7/2 oder @ L b.
Fiir das Skalarprodukt gelten folgende Rechenregeln:

Kommutativitatsgesetz @ - b=b-

Distributivititsgesetz @- (b+¢) = G-b+ - ¢

Mit reeller Zahl p gilt

Da der eingeschlossene Winkel zwischen zwei jeweiligen kartesischen Einheitsvektoren ent-

weder Null oder ein rechter (¢ = 7/2) Winkel ist, gelten die Orthonormalitétsrelationen

ii=j-j=k-k=¢ -8 =¢-¢=¢-¢=1 (1.2.3)

i-j=i-k=j-k=¢ -8 =¢-2=2¢-¢=0 (1.2.4)
oder zusammenfassend
€, €, =10,, (1.2.5)
wobei das Kronecker-Symbol
_JO0 fir v#pu
5y = {1 gty (1.2.6)

eingefiihrt wurde.

1.2.5 Kreuzprodukt von Vektoren
Definition: Das Kreuzprodukt oder auch Vektorprodukt zweier Vektoren @ und b ist
durch den Vektor

q x b=|d||b| sinpi (1.2.7)

wobei 77 den Einheitsvektor bezeichnet, der senkrecht auf der von @ und b festgelegten Ebene
steht (Rechte-Hand-Regel). Der Betrag des Kreuzprodukts ist gleich dem Fléacheninhalt des
von @ und b gebildeten Parallelogramms (siehe Abbildung 1.5).

axb

.
N

N .

a N\ .. .

Abb. 1.5: Geometrische Darstellung des Kreuzprodukts a X b.
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Offensichtlich hat das Kreuzprodukt folgende Eigenschaften:

(a) @ x b hat seinen gréBten Betrag |@ x b| = ab, wenn die Vektoren senkrecht aufeinander
stehen, d.h. ¢ = 7/2 oder @ L b.

(b) @ x b = 0, wenn die Vektoren gleichgerichtet (@t I;) oder entgegengesetzt (@ 1) I;)
gerichtet sind.

(c) Es gilt speziell @ x @ = 0.

Mit ® kennzeichnet man einen Vektor, der senkrecht zur Zeichenebene steht und aus ihr
herausragt; mit ® kennzeichnet man einen Vektor, der senkrecht zur Zeichenebene steht
und in sie hineinzeigt.

Fir das Kreuzprodukt gelten folgende Rechenregeln:

(d) Anti-Kommutativititsgesetz @ x b= —b x @, d.h. die Reihenfolge der Verkniipfung ist
wichtig.

(e) Distributivitiitsgesetz @ x (b+ @) = (@ x b) + (@ x ©). Dieses Gesetz li8t sich am besten
geometrisch beweisen.

(f) Keine Assoziativitit: @ x (b x &) # (@ X b) x €

(g) Mit reeller Zahl p gilt

Fir das Kreuzprodukt der kartesischen Einheitsvektoren gilt

- = -

ixi=jx]=kxk=0, ixj=—jxi=Fk, jxk=—kxj=1i, kxi=—ixk=j (1.2.8)

1.3 Komponentendarstellung von Vektoren in kartesischen
Koordinaten

Jeder Vektor kann als Linearkombination der kartesischen Einheitsvektoren dargestellt wer-
den:

ST

az
=a,l +a,j + a.k = a,€, +a,6, +a.l =(a,,a,a,)= (ay> (1.3.1)
a,

wobei (mit @ = |@|) a, = @-1 = acosa, a, =@-j = acosf und a, = @ - k = acosy die
jeweiligen Projektionen auf die kartesischen Einheitsvektoren bezeichnen (siehe Abbildung
1.6).
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Abb. 1.6: Darstellung der Komponentendarstellung von Vektoren.
Nach dem Satz von Pythagoras gilt dann:

a=|d| = /a2 + a2 + a2 (1.3.2)

a a a
cosa=—, cosfB=-%, cosy=— (1.3.3)
a a a

sodaf folgt

Mit der Komponentendarstellung lassen sich die Vektoroperationen aus Kap. 1.2 anders

formulieren:
(a) fiir die Addition gilt

G4 b=(agi + ay] + a.k) + (byi 4 b, + b.k) = (ay + b,)i + (a, + b,)7 + (a. + b.)E,

d.h. Vektoren werden addiert, indem man sie komponentenweise addiert.
(b) Multiplikation mit Skalaren:

pa = pla,i + a,j + a.k) = (pa,)i + (pa,)j + (pa.)k

(c) Fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren ergibt sich unter Ausnutzung der Orthonor-

malititsrelationen (1.2.3)

@-b=(ayi+ayj +a.k)- (byi+b,j+b.k)=

- =

a,b,1-1+ azby;- j+ axbzf- k+ aybwf- i+ aybyj- f+ a,ybj- E+ azbmlz i+ azbyE . j—l— azsz- k=
a;b, +a,b, + a.b, (1.3.4)

3
m=1

. — 3 - 7 - .
oder mit a, = a4, a, = as,a, = a3, dh. a=3_,a,6,undb=3" _, a,,€E, kurz geschrieben

als ,
a-b=> a.b, (1.3.5)
n=1
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Mit der Komponentendarstellung 148t sich der Winkel zwischen zwei Vektoren ¢ bequem

ausrechnen. Es gilt mit Gl. (1.3.4)

-

a-b=abcos¢p =a,b, +a,b, +a,b,

sodaf}
azb, +a,b, + a,b, ]

VR +ad+a b2+ 02+ 02

¢ = arccos [

(1.3.6)

Beispiel: Gegeben seien die Vektoren a = 60+ 47 + 3k und b = 27 — 37 — 3k. Dann ist

Gb=12-12-9=-9,a=+36+16+9=+161=7.8lundb=+/4+ 9+ 9 =22 = 4.69,

sodafl cos p = —=2— = —0.246 und ¢ = 1.82 radian oder ¢ = 104.2 Grad.

7.81-4.69

(d) Mit der Komponentendarstellung @ = Zi:l a,€, und b = S _ bnE, folgt fiir das

m=1

Kreuzprodukt unter Ausnutzung der bisherigen Regeln

a X 5: (a1€1 + agé’g + CL3€3) X (blgl + b2€2 + b3€3) =
GQb agbg
(albg - a2b1)€3 + (a3b1 - a1b3)€2 + (GQb3 — a3b2)_’1_:g/1 3 + a3b1 (137)
a1bs — asby
Dieses Ergebnis lafit sich offensichtlich als Determinante darstellen, denn
- € € € asb; — azb,
a X b = | Qo as | = _a1b3 + a/3bl (1.3.8)
by by b ar1by — asb;

Das Kreuzprodukt 148t sich auch mithilfe des Levi-Civitta-Symbols

1 wenn die Indizes i, j, k eine gerade Permutation von 1,2, 3 sind (1.3.9)

0 wenn mindestens zwei der Indizes ¢, j, k£ gleich sind
Ezgk -
—1 wenn die Indizes i, 7, £ eine ungerade Permutation von 1,2, 3 sind

darstellen. Im einzelnen gilt

€111 = €399 = €333 = €199 = €133 = 0 USW. , €193 = €31 = €310 = 1, €130 = €313 = €399 = —1
(1.3.10)
Dann gilt
¢=ax b, wobei c; = Ze”kajbk (1.3.11)

Benutzt man die Einsteinsche Summenkonventlon, daf} iiber alle doppelt auftretenden
Indizes in einer Gleichung summiert werden muss, schreibt sich Gl. (1.3.11) kurz als

C;, = Eijkajbk

Fiir das dreifache Kreuzprodukt gilt

- - =,

ax (bx¢é)=(a-é)b—(a-b)e (1.3.12)
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Beweis : Zum Beweis von (1.3.12) betrachten wir die x-Komponente des dreifachen Kreuz-
produkts:

[@% (bxd)], =a,(bx ), —a,(bxe),=a,(bc, —byc,) — a,(—byc, + b.c,)
und addieren auf beiden Seiten den Ausdruck
0=a,b,c, —ayb,c,
dazu. Es ergibt sich
[@ % (b X ©)]y = by(auCy + ay¢y + 0,¢,) — ¢y (apby + ayb, + asb,) = by (@ - ) — ¢, (@ - b)

Ebenso verfihrt man mit den y- und z-Komponenten, sodafl die Behauptung bewiesen ist.
Q.E.D.

Ubungsaufgaben:
A1.3.1) Drei Vektoren sind gegeben durch P = (3,2,—1), Q = (—6,—4,2) und R =
(1,—2,1). Berechnen Sie die Winkel zwischen diesen Vektoren, um herauszufinden, welche

dieser Vektoren senkrecht zueinander stehen oder gleichgerichtet oder entgegengesetzt gle-
ichgerichtet sind.

A1.3.2) Bestimmen Sie die Seitenldngen und Winkel des Dreiecks ABC, das durch die drei
Vektoren A = (1,0,0), B = (1/v/2,0,1/v2) und C = (0,1/v/2,1//2) festgelegt ist. Jeder
Vektor beginnt im Ursprung.

A1.3.3) Die magnetische Induktion B ist durch die Lorentz-Kraft F' = ¢(7 x B) bestimmt.
Durch drei Messungen finden wir, daB fiir (i) 7 = &, F/q = 26, — 4&,, (ii)7 = &, F/q =
48, — &,, (ii))T = &, F'/q = &, — 2¢,. Bestimmen Sie die magnetische Induktion B.

A1.3.4) Beweisen Sie die Identitdten (mit Summenkonvention)

(a)

€ijk€imk = 5il5jm - 6im6jl
(b) ) ) o
@xb)-@xd)y =@ ab-d—@b-0
(Hinweis: benutzen Sie Identitét (a))
(C)eijkéij =0, €ijk€ljk — 25ila €ijk€Cijk = 6.

1.4 Spatprodukt

—

Unter dem Spatprodukt versteht man das ” gemischte” Produkt @ - (5 X ©)
In Komponenten-Schreibweise ergibt sich

— 7 — 263 - b3C2
a- (b X C) = (auazaas) : [(blabZ,b3) X (01502,03)] = (alaaza%) \ bics + bsey | =

bicy — becy
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a; Qo Qs
a1 (byes — bscy) + ag(—bics + bscy) + as(bycy — byey) = | by by b (1.4.1)
c G G

Aufgrund der Determinantenregel iiber die Vertauschbarkeit von Zeilen folgt, dafl das Spat-
produkt zyklisch vertauschbar ist:

=

i-bxd)=b-(@xad)=2c-(@axDb) (1.4.2)

Geometrisch entspricht das Spatprodukt dem Volumen eines aus den drei Vektoren d, b und
¢ aufgespannten Parallelepipeds (siehe Abbildung 1.7).

A

bx¢

Abb. 1.7: Darstellung des Parallelepipeds.

Es ergibt sich ein verschwindendes Spatprodukt @ - (b x €) = 0, wenn alle drei Vektoren in
einer Ebene liegen oder zwei der drei Vektoren auf einer Geraden liegen.

Ubungsaufgabe:

A1.4.1: Beweisen Sie die Identitiat von Lagrange:

=, =, =,

(@xB)-(@xb)=at* — (@-b)
1.5 Transformation von Vektoren

Geméf bisheriger Definition (siche Kap. 1.1) ist ein Vektor ”eine Gréfle mit Absolutwert
und Richtung”. Aber was heifit ”Richtung” genau ? Man kann nicht einfach sagen, dafl
ein Vektor eine Menge mit drei Komponenten ist. Die Figenschaft ”Richtung” 148t sich
aber genau festlegen durch das Transformationsverhalten von Vektoren bei ” Anderung”
des Koordinatensystems. Dazu fiihren wir zunachst den Begriff des Ortsvektors ein.
Definition : Ortsvektor: Jeder Punkt P(z,y,z) in einem dreidimensionalen Koor-
diantensystem (z,y,2) kann durch seinen Ortsvektor 7 eindeutig festgelegt werden, der
als Abstandsvektor vom Ursprung O(0, 0,0) des Koordinatensystems definiert ist:

F=0P=uxi+yj+ zE=x€$+y€y=zé’z = (z,y,2) (1.5.1)
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. . . . I ’ I . .
Nun nehmen wir an, daf§ es ein zweites Koordiantensystem (z ,y ,z ) gibt, das um einen

Winkel ¢ relativ zum System (z,y, 2z) um die gemeinsame z-Achse gedreht ist (siehe Ab-

bildung 1.8)

: z r,= [f| cose
|
\\ "/"/' \
* /.-"’% T 7,
\\ "/",- r \ ”,/ y N .
R LN r= [r|sine
) -\
\\\(p © :/,’, “\
r; = \ ’@,’, 3 \ .
Flsine\_(% \ y

\
X=X\

(aus Blattebene \--\
hinaus) N

r, = [r|cose

Abb. 1.8: Der Ortsvektor in zwei zueinander gedrehten Koordinatensystemen.

Beziglich der Komponenten des Ortsvektors 7° gilt im ungestrichen Koordinatensystem

ry,=1cos©, r,=rsino,

wobei r = |7| der Betrag des Ortsvektors ist.
Ebenso gilt im gestrichenen Koordinatensystem
r; =rcos®, r,’=rsin®

Weil gemiff der Abbildung ©° = © — ¢ ist folgt

r; =rcos(© — ¢) = r[cos © cos ¢ + sin O sin ¢| = 7, cos ¢ + r, sin ¢,
r; = rsin(© — ¢) = r[sin O cos ¢ — cos O sin ¢] = —r, sin ¢ + r, cos ¢,

wobei wir die Gleichungen (1.5.2) benutzt haben. Dariiber hinaus gilt natiirlich

T, =Ty

Die Zusammenhénge (1.5.4)—(1.5.5) kénnen wir als Matrizengleichung schreiben:

T, 10 0\ [r
r, | =10 cos¢ sing Ty
. 0 —sin¢g cos¢ T,
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Verallgemeinert man diese Beziehungen auf eine Drehung um eine beliebige Achse im drei-

dimensionalen Raum, so erhalt man

r, | = B Ry Ry r, |, (1.5.7)
7-, Rzz Rzy Rzz T,

oder kompakter geschrieben als

=vf=y

3
7j=1

wobei der Index 1 dem Index z, der Index 2 dem Index y und der Index 3 dem Index y
entspricht.

Mit Gleichung (1.5.8) konnen wir jetzt formal definieren:

Definition: Ein Vektor (oder ein Tensor 1.0rdnung) ist eine Menge von drei Komponenten,
die sich gemaf Gleichung (1.5.8) transformieren, also das gleiche Transformationsverhalten
zeigen wie der Ortsvektor bei einer Koordinatendrehung.

Als Nebenbemerkungen vermerken wir:

1) Ein Tensor 2. Ordnung ist eine Gréfle mit neun Komponenten 1., Tyy, Thsy Ty, -o-o

T, ., die sich geméafl

NE

11=1

k

transformieren.

2) Ein Skalar ist ein Tensor 0. Ordnung.
1.6 Anwendungen der Vektorrechnung

1.6.1 Abstand zweier Punkte
Der Anstandsvektor zwischen zwei Punkten P, mit dem Ortsvektor 7, = (z1,y1, 2z1) und P,
mit dem Ortsvektor 7y = (x5, ¥s, 22) ist gegeben durch

—

Q=T —T1 = (T2, Y, 22) — (T1,%1,21) = (T2 — T1, %2 — Y1, 22 — 21) (1.6.1.1)

Der Betrag des Abstandsvektors ist dann

a=|d = \/(xg —21)2 4+ (Yo — )2+ (22 — 21)? (1.6.1.2)

1.6.2 Geradengleichung und Ebenengleichung
Die Punkte A und B seien durch ihre Ortsvektoren @ und b (siehe Abbildung 1.9) gegeben.
Wie lautet die Gleichung der Geraden durch die Punkte A und B?
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Abb. 1.9: Geradengleichung.

Die Gerade durch die Punkte A und B ist parallel zum Abstandsvektor b— @, und sie geht
durch den Punkt A. Fiir jeden Ortsvektor Z eines Punktes X auf der gesuchten Geraden
gilt dann

Z=ad+ Ab—ad), (1.6.2.1)
wobei A eine beliebige reelle Zahl ist.
Sind nur ein Punkt P mit dem Ortsvektor @ und ein Richtungsvektor @ gegeben, so lautet

die Punkt-Richtungs-Form der Geradengleichung
Tg=a+ M\, (1.6.2.2)

wobei wieder A eine beliebige reelle Zahl ist.

Gibt man aufler dem Orstvektor @ und dem Richtungsvektor # noch einen zweiten Rich-
tungsvektor ¢ vor, so kann man dadurch eine Ebene im Raum genau festlegen. Fiir alle
Punkte in dieser Ebene gilt die Punkt-Richtungs-Form der Ebenengleichung

Tg = d+ kil + tv, mit 4 # U, (1.6.2.3)
wobei k£ und ¢ beliebige reelle Zahlen sind.

1.6.3 Kosinussatz
Fiir das durch die drei Vektoren (siche Abbildung 1.10) @, b und € gebildete Dreieck gilt
c=a— 5, sodafl

=

¢-e=@@—0b)-(@—b)=d+b —2F-b=0a’>+ b — 2abcosy (1.6.3.1)

Abb. 1.10: Zum Kosinussatz.
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1.6.4 ["Jberlagerung von Kraften

Vier in einer Ebene liegenden Kriifte, jeweils in der Einheit N (IN= 1kg m s~?) gemesssen,
Fy, = (—95.3,53), F, = (—150.4, —54.7), F; = (71,71), F, = (80,0) wirken auf den Punkt
0.

Fiir die Gesamtkraft ergibt sich

4
Fy =Y F = (-94.7,71.3)
i=1

Der Betrag der Gesamtkraft ist Fy = 1/94.72 +69.32 = 118 N und die Kraft wirkt in
Richtung des Winkels § = —36 Grad zur x—Achse, wobei § aus

69.3
tanﬁ = FG,y/FG,m - _m - _0732

berechnet wird.
1.7 Differentiation und Integration von Vektoren

1.7.1 Differentiation von Vektoren
Der Vektor A kann eine Funktion des skalaren Parameters u sein, d.h. A = A(u). In

Komponentenschreibweise gilt dann
Alu) = A, (0)é, + A, (w)E, + A, (u), (1.7.1.1)

Da die kartesischen Einheitsvektoren €; nicht variabel sind, definiert man das Differential
des Vektors als

dA(u) .. Au ¥ Au) — A(u) o rAs(ut Au) — Ag(u)
du = AILIE;IO Au - AILILIOI: Au 61+
A(u+Au) — A, (u), A (u+Au)— A, (u),
y - W . 63] (1.7.1.2)
sodaf .
dA(u)  dA,(u), dA,(u), = dA.(u),
= 1.7.1.
du du at du e du (L7-1.3)
Analog ergeben sich héhere Ableitungen zu
PAw) _ dA(w), | dA, W), | dA(), (1.7.1.4)

dun du du™ du™

Es gelten folgende Regeln, die man leicht iiber die Komponentendarstellung (1.7.1.1) be-

weist:

() L
d, - = dA dB
— =4+ 1.7.1,
S(A+B)=— + (1.7.1.5)
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d, - = =+ dB dAd <
@(A‘B)—A'%+@'B (1.7.1.6)
() L
d - = - dB dA 4
@(AXB) =Ax %+% x B (1.7.1.7)
(d) Falls ®(u) eine skalare Funktion bezeichnet gilt
d - dA  do -
—(®PA) =d—+ —A 1.7.1.
du( ) du * du (17.1.8)
Wichtige physikalische Vektoren, die als Ableitungen von Vektoren definiert sind, sind die
Geschwindigkeit
dr(t .
(t) = :i(t) = 7(t) (1.7.1.9)

als Zeitableitung des Ortsvektors 7(¢) eines Punktteilchens und die Beschleunigung

di(t)  d*F(t)

= = 7(t) (1.7.1.10)

a(t) =

als Zeitableitung des Geschwindigkeitsvektors 7(¢) und somit als zweite zeitliche Ableitung
des Ortsvektors 7(t).
Betrachten wir als Beispiel die Bewegung eines Teilches auf einer Kreisbahn

7(t) = (x(t),y(t), 2(t)) = (R cos(wt), Rsin(wt), 0) (1.7.1.11)

mit dem Radius R und der Winkelgeschwindigkeit w (sieche Abbildung 1.11). In einer
Umlaufzeit T = 27 /w hat das Teilchen einen kompletten Umlauf absolviert.

y

Y (1) fommmmmm oo

Abb. 1.11: Kreisbewegunyg.

Durch Ableitung des Ortsvektors (1.7.1.9) nach der Zeit ¢ erhalten wir fiir die Teilchenge-
schwindigkeit

9(t) = Rw(—sin(wt), cos(wt), 0) (1.7.1.12)
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und durch nochmaliges Ableiten fiir die Teilchenbeschleunigung
d(t) = —Rw’(cos(wt), sin(wt), 0) = —w?7(t). (1.7.1.13)

Man erkennt sofort, dafi die Beschleunigung in Gegenrichtung des Ortsvektors 7(¢) wirkt,
was man als ”Zentripetalbeschleunigung” bezeichnet. Dariiber hinaus folgt fiir alle Zeiten
t, daf

¥(t) - 7(t) = R’w(— sin(wt) cos(wt) + sin(wt) cos(wt)) = 0, (1.7.1.14)

d.h. dafl der Geschwindigkeitsvektor senkrecht zum Ortsvektor (¥ L 7) steht.
Fiir den Betrag der Geschwindigkeit erhalt man

A 2R
v=|9 = \/aﬂRz(sinz wt + cos?wt) = wR = WT (1.7.1.15)
Dies entspricht gerade dem Verhéltnis aus Kreisumfang (27 R) zur Umlaufzeit 7.
Fiir den Betrag der Beschleunigung ergibt sich
2 1)2
= |d] = w’R = — 1.7.1.16
a=li|=w'R="; (17116

1.7.2 Integration von Vektoren
Analog zur Definition der Ableitung (1.7.1.2) eines Vektors definiert man das Integral eines
Vektors A(u) iiber die Integrale seiner Komponenten

/du A(u) = /du [A;C (u)é, + A, (u)é; + Az(u)é'3] =
/du A, (u) € + /du A, (u) &+ /du A, (u) & (1.7.2.1)

Als Beispiel betrachten wir den Vektor A(u) = (3u? — 1,2u — 3, 6u? — 4u) und berechnen
das Integral J; du A(u). Entsprechend der Definition (1.7.2.1) ergibt sich

2 2
/ du A(u) = / du (3u® — 1,2u — 3,6u” — 4u) = [v® — u, v’ — 3u, 2u® — 2u’]; = (6, —2,8)

0 0
(1.7.2.2)

1.8 Koordinatensysteme

Bisher haben wir nur mit kartesischen Koordinaten z, y, z gearbeitet. z,y, z eines Punk-
tes P sind definiert als die Projektionen des Ortsvektors 7 = OP auf die Achsen &, €,, €,
d.h.

7'=u1x6 +yé, + 265, mit |6 =1, i=1,2,3 (1.8.1)

Wir betrachten jetzt zusiatzlich neue Koordinatensysteme g, ¢,, ¢g; mit den Transforma-

tionsgleichungen
G =q(2,Y,2), &= ¢(,9,2), s =aq(z,y,2) (1.8.2)
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und der Umkehrtransformation

r= x(Qla g2, q3)a Yy = y(qla 42, q3)a z = 2((]1, g2, Q3) (183)
Der Ortsvektor 7 des Punktes P kann dann mittels Gleichung (1.8.3) als Funktion der
krummlinigen Koordinaten g; aufgefafit werden:

F(Ql: g2, Q3) = (CU(CIU g2, QS)a y(qn g2, QS)a Z(f]u G2, q3)) (184)

1.8.1 Koordinatenlinien und Koordinatenflachen
Halt man zwei dieser drei neuen Koordinaten konstant und variiert man nur die dritte neue
Koordiante, so erhilt man drei Koordinatenlinien:

L, : T = F(Qla(b = C,43 = 03)
L,: 7= 7_"((11 =C1,42,93 = 03)
Ly: 7=7(qp=c¢1,¢ = Cs,q3)

Ist eine dieser Koordinatenlinien keine Gerade, so spricht man von krummlinigen Koor-
dinaten.
Héilt man nur eine neue Koordinate fest und variiert jeweils die beiden anderen, so erhalt

man Koordinatenflachen:

i FZF(% :C1,Q2aQ3)
Fy: 7=7(q,¢=c,q)
Fy: r= F(QIaQZaQZS = 03)

Die Koordinatenlinien L; entstehen jeweils durch Schnitt jeweils zwei dieser Koordinatenfla-

chen.

1.8.2 Festlegung von Einheitsvektoren

Als normierten Basisvektor oder Einheitsvektor €, im Punkt P wihlen wir einen Vektor
vom Betrag 1 tangential zur Koordinatenlinie L, (¢» = ¢,, ¢ = ¢3) im Punkt P. Seine
Richtung soll dem Durchlaufsinn der Koordinatenlinie bei wachsendem ¢, entsprechen:

or[0q,

= ' = 1.8.2.1
eql |a7—,*/aq1| ( )
oder fiir7=1,2,3
mit dem Skalenfaktor
h; = |07/ 0q;| (1.8.2.3)
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Dies fiihren wir am Beispiel der Zylinderkoordinaten vor.

1.8.3 Beispiel: Zylinderkoordinaten

Gemafl Abbildung 1.11 werden als neue Koordianten gewahlt:

¢: der Winkel zwischen der Projektion des Ortsvektors auf die z —y-Ebene und der z-Achse,
p: der Abstand des Punktes P von der z—Achse,

z @ die Lange der Projektion des Ortsvektors auf die z-Achse.

2 Az

Abb. 1.12: Zur FEinfiihrung der Zylinderkoordinaten.

Aus Abbildung 1.11 erhalten wir als Transformationsgleichungen

p=+/x>+y?, ¢ =arctan(y/z), z=2z2 (1.8.3.1)

und als Umkehrtransformation

T =pcoso, y=psing, z==z (1.8.3.2)

mit den Einschrinkungen p > 0 und 0 < ¢ < 27. Man erkennt, dafi jedem Tripel (p, ¢, 2)

exakt nur ein Raumpunkt zugeordnet ist.
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Ebene Z=CONSst.
Kegel B=const. z

ZK Kugel r=Const.

=~

Tl
@

> Zylinder p=const.

Ebene (p=const.
/ \ o y
¢
X

>X |
Ebene (p=CONSt.

p

Abb. 1.13: Koordinatenflichen und Koordinatenlinien fir Zylinderkoordinaten und Kugel-

koordinaten.

Abbildung 1.13 zeigt, dal die Koordinatenfliche fiir p = const. einem Kreiszylinder um
die z-Achse entspricht. Die Koordinatenfliche fiir ¢ = const. ergibt eine Halbebene, die
die z-Achse enthilt, wihrend die Koordinatenfliche fiir z = const. eine Ebene parallel zur
x — y-Ebene ergibt.

Geméf der Definition (1.8.2.2) erhalten wir mit ¥ = (z,y, 2) = (pcos ¢, psin ¢, z) fiir die
drei Einheitsvektoren

€, = |g§§g; = (cos ¢, sin ¢, 0) (1.8.3.3)
S or/o :

€y = |8:"§82| = (—sin ¢, cos ¢, 0) (1.8.3.4)
_07[0z

.= 3oa] = (0,0,1) (1.8.3.5)

Offensichtlich ist €, parallel zur x — y-Ebene und zeigt weg von der z-Achse; €, ist ebenfalls
parallel zur x — y-Ebene und ist die Tangente an den Kreis z = const. und p = const.; €,
entspricht dem kartesischen Einheitsvektor €;.

Aus den Beziehungen (1.8.3.3)-(1.8.3.4) erhélt man

€ =€,co8¢ — €,sin¢g, € = €,sin¢ + €, cos ¢ (1.8.3.6)

Durch Berechnung des Spatprodukts mit Gleichung (1.4.1)

cos¢p sing 0
€, (€, x &) =|—sing cos¢ 0|=cos’p+sin’¢p=1
0 0 1
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148t sich sofort iiberpriifen, dafi die Zylinderkoordinaten ein orthogonales Koordinatensys-
tem mit variablen Einheitsvektoren bilden.
Aufgrund der Variabilitdt der Einheitsvektoren folgt fiir die totalen zeitlichen Ableitungen

42, _08,dp 06, do 0%, d:

e _f — — s . = ¢ 1.8.3.
G opdi oo dr T oxdi 0+ (—sin g, cos )¢ + 0 = @&, (1.8.3.7)
d€¢ . y Y-
P 0+ (—cosp, —sind)p + 0 = —¢pé, (1.8.3.8)
de,
= 1.8.3.
=0 (1.8.3.9)
Gleichungen (1.8.3.7)-(1.8.3.9) stimmen mit dem allgemeinen Ergebnis
de;
L (1.8.3.10)

tiberein, das sofort aus €; - €; = const. durch Differentiation nach ¢ folgt:

de]‘

g =0 (1.8.3.11)

Abschlieend berechnen wir den Geschwindigkeitsvektor und den Beschleunigungsvektor in
Zylinderkoordinaten. Gegeben sei der Ortsvektor eines Punkts auf der Bahnkurve 7(¢) =
(pcos ¢, psin ¢, z). Mit Gleichung (1.8.3.4) folgt

7(t) - €5 = —pcos ¢psin ¢ + psin @ cos ¢ = 0,

sodaf} der Ortsvektor keine Komponente parallel zu €, hat. Deshalb gilt die Darstellung

7(t) = p(t)e,(t) + z(t)e.(t) (1.8.3.12)
Wegen der Zeitvariabilitdt der Einheitsvektoren €,(¢) und €, (¢) folgt mit Gleichung (1.8.3.7)
und (1.8.3.9)
B(t) = 7 = pé, + p&, + 38, + 28.p = p&, + pde, + 22. (1.8.3.13)
Daraus erhalt man drei Anteile fiir den Beschleunigungsvektor

)

U = P&, + P&, + pP&s + pdE,s + e, + 38, + ZE,

S

= (p— pd")E, + (pd + 2pP)E, + Ze. (1.8.3.14)

Ubungsaufgabe:

A1.8.1) Berechnen Sie die Einheitsvektoren sowie den Geschwindigkeitsvektor und Be-
schleunigungsvektor in Kugelkoordinaten x = rcos¢sinf, y = rsin¢sinf, z = rcosé.
Driicken Sie €,, € und €, als Funktion der kartesischen Einheitsvektoren €;, €,, €; aus.
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Verifizieren Sie dabei folgende Ergebnisse:

€, = (sin f cos ¢, sin f sin ¢, cos 6) (1.8.3.15)
€y = (cos B cos ¢, cos fsin ¢, — sin 6) (1.8.3.16)
€, = (—sin ¢, cos ¢,0) (1.8.3.17)
3(t) = €, + 108, + rsin 0p&, (1.8.3.18)
a(t) = (+ — r6? — rsin® 0¢°)e, + [% d(:;@) — 7sin 0 cos 0¢%)¢,+
[rsilnﬁ%( ?sin” 09)], (1.8.3.19)

1.9 Vektorielle Differentialoperatoren

1.9.1 Gradient

Wir definieren zunéchst skalare Felder und vektorielle Felder.

Definition: Skalare Felder : Unter einem skalaren Feld versteht man eine skalare Funk-
tion ¢ (z,y, z), die jedem Punkt P(zo, Yo, 20) den skalaren Wert ¢ (x, yo, 20) Zuordnet, wie
z. B. Temperaturfelder, Massendichte und Ladungsdichte.

Definition: Vektorielle Felder : Unter einem vektoriellen Feld versteht man eine Vek-
torfunktion A(z,v, z), die jedem Punkt P(z, Yo, 20) den Vektor A(zo, o, 20) zuordnet, wie
z.B. Geschwindigkeitsfelder in Fliissigkeiten und Feldstarkevektoren E, H in der Elektro-
dynamik.

Gegeben sein nun ein Punkt P(x, 4o, 20) und ein Skalarfeld ¢(z, y, z).

Definition: Gradient: grad ¥(xy, Yo, 20) = ﬁw(:co,yo,zo) ist der Vektor, der in Rich-
tung des stirksten Anstiegs der Funktion v zeigt und dessen Betrag die Anderung von
pro Wegstrecke in Richtung des stirksten Anstiegs im Punkt P(zo, Yo, 20) ist. (Beispiel:
Hohenlinien auf Wanderkarten)
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Abb. 1.14: Gradient in einer Hohenlinienkarte.

Jedem Punkt eines Skalarfeldes ordnet man so einen Gradientenvektor zu. Die Gesamtheit
aller Gradientenvektoren bildet ein dem Skalarfeld zugeordnetes Vektorfeld, daf} sich ma-
thematisch durch

- = 0 0 0
A($,y,Z) = grad w(xayaz) = V¢($,y,2) = €I_¢ + 62_w + 63_¢

1.9.1.1
ox oy 0z (1:9.1.1)

darstellen 1af8t. Wir konnen also den Nabla-Operator V schreiben als

- ,0d 0 0
V:@la—x+e2a_y+e3a (1.9.12)
Beweis : Zum Beweis der Beziehungen (1.9.1.1) und (1.9.1.2) berechnen wir das totale
Differential der Funktion v, daf sich durch Taylor-Entwicklung der Funktion ¢ (x + dx,y +
dy, z + dz) bis zur ersten Ordnung ergibt:
0 0 0
dy =Y(z+de,y+ dy,z + dz) —¥(z,y, 2) ~ a—fdx + 8—1§dy + a—qﬁdz
Mit d7 = (dx, dy, dz) 148t sich di) auch als Skalarprodukt schreiben
- L 0 Oy Oy oy oy oY

diy = cdr = (—,=—, =) - (dz,dy,dz) = —d —d —d 1.9.1.3
womit die Behauptungen bewiesen sind. Q.E.D.
Definition: Aquipotentialﬁéiche : Flachen, auf denen 9 (z,y, z) = const. ist, werden als
Aquipotentialflichen bezeichnet.
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¥(z,y,z) = const. ist Aquivalent zu einem verschwindendem totalen Differential (diy = 0),
sodaB mit Gleichung (1.9.1.3) fiir Aquipotentialfiichen folgt

dip =0 = V- ditap (1.9.1.4)

Es folgt der fiir die klassische Mechanik wichtige Satz: Der Gradient von v steht stets
senkrecht auf den Aquipotentialflichen von 1 :

Vi L dFap (1.9.1.5)

Der Gradientenvektor ﬁqﬁ zeigt immer in Richtung des starksten Zuwachses von v, weil
dann der Zuwachs di parallel zu d7 ist, sodafl das Skalarprodukt ﬁ@b - dr maximal ist.
Bildet man das Skalarprodukt des Gradientenvektor mit einem beliebigen zweiten Vektor
B, so erhilt man den neuen Operator

— — 3 8

B-V)=) B,— 1.9.1.6

(B-¥)=Y By (19.16)
Angewandt auf ein Skalarfeld ® erhilt man das skalare Feld B - (ﬁCI)):

> 0 o0d

3
B-V)®=Y B-~®=Y B.—=B-(V® 1.9.1.7
(B-¥)e=3 By 0=3 B =5 (V) (1.9.1.7)
Angewandt auf den Vektor C erhilt man
3
(B-V)C =Y B, 9 & - Z 601 ZB 00, ZB 803 (1.9.1.8)
i=1 Ty i=1 Ti =1 Ti =1

einen neuen Vektor.
Bei der Rechnung (1.9.1.8) ist die Reihenfolge wichtig:

(B-V)C #C(B-V)
Der Ausdruck B - (VC) ist nicht definiert.
Neben der skalaren Verkniipfung (1.9.1.6) kdnnen wir auch das Kreuzprodukt bilden:
~ 0
(BxV Z €ijnBj=— (1.9.1.9)
7,k=1 8

Die Anwendung dieses Operators auf ein Skalarfeld ® ergibt

(B x ¥)®], = [(B x S By 02 (1.9.1.10)

J,k=1

3 3
.V = =N _=v2=A 1.9.1.11
vV Z 833,-(83:i) Zaxf v ( )



ergibt den skalaren sogenannten Laplace-Operator A, der sowohl auf Skalare als auch
auf Vektoren angewandt werden kann:

A<I>—V2<I>—i82—(1) (1.9.1.12)
B _izlax%’

o = 0By K 0*B, OB
AB=V’B= () am;,z ax;,z 83:?3) (1.9.1.13)

=1 i=1 i=1

1.9.2 Der Nabla-Operator v
Der Vektor-Operator (1.9.1.2)

6—"24_"2_’_"&
= o 628y 0z

erhilt Bedeutung, wenn er auf irgendetwas wirken kann. VT ist kein Produkt, sondern eine
Vorschrift zur Ableitung des Skalars T'(7), d.h. V ist ein Vektor-Operator, der auf 7T’
wirkt. V verhilt sich dann wie ein normaler Vektor, wenn wir ”Produkt” mit ”wirkt auf”
ersetzen.

Nach Kap. 1.2 existieren drei Moglichkeiten der Multiplikation eines Vektors a:

1) Produkt mit einem Skalar p: pd,

2) Skalarprodukt mit einem anderen Vektor b: @ - b,

3) Kreuzprodukt mit einem anderen Vektor b: @ x b.

Entsprechend kann der Nabla-Operator auf drei Weisen wirken:

1) auf eine skalare Funktion T'(7): VT'(7) (”Gradient”),

2) auf eine Vektorfunktion A iiber das Skalarprodukt: V - A ("Divergenz”),

3) auf eine Vektorfunktion A iiber das Kreuzprodukt: V x A (”Rotation”).

Der Gradient wurde bereits ausfiihrlich diskutiert, sodal wir nun die Divergenz und die
Rotation naher untersuchen.

1.9.3 Divergenz

Sei das Vektorfeld A = (A,, A,, A.) = (A, As, A;) gegeben.

Definition: Divergenz : Als div A bezeichnet man das Skalarprodukt zwischen dem
Nabla-Operator und dem Vektor A:

0 3. 0A;
A, = ’ 1.9.3.1

Es folgt sofort mit Gleichung (1.9.1.11), dal man den Laplace-Operator als

div A=V A=Y

3
i=1

A = div grad = div V (1.9.3.2)

darstellen kann.
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Physikalisch interpretieren kann man die Divergenz eines Vektorfeldes als den Fluf} eines
Vektorfeldes durch ein Volumenelement dV. A = (Ay, Ay, A3) reprisentiere die Flufirate
(pro Einheitsfliche) einer Stromung durch eine Seitenfliche (siehe Abbildung 1.15).

‘-_/_;\ dX3
‘__ ........... .%_ ....... _S
A]_ﬁ """" /","/" """""""""
ax dx,

Abb. 1.15: Zur physikalischen Deutung der Divergenz.

Wir betrachten die Flufirate in z-Richtung durch den infinitesimal kleinen Quader mit den
Seitenlangen dx,,dx, und dxs, die gegeben ist aus dem Produkt aus A; und der Seitenfliche
dzydxrs. Am Ort z, ist die Flufirate gleich A;dz,dx; und am Ort z; + dz; gleich

0A,;

T

(A, + dz,)dzydzs

Der Nettoflul ergibt sich als Differenz der beiden Flufiraten zu

A A A
(Al + %dml)dedx:; - A1d$2d$3 = g ldxldxzdx:; = a !
1

X1 T

av

Analog berechnet man den Nettoflu} in y- und z-Richtung und nach Addition findet man
fur den Gesamtflufl durch den Quader

0A, 04,  0A,. G 0A, .
= = A
o + oz, + a%) Z o, dV = (div A)dV

i=1

v (

Das Volumenelement dV stellt eine ”"Quelle” des Vektorfeldes dar falls div A> 0; es stellt
eine ”"Senke” des Vektorfeldes dar falls div A < 0.

Geometrisch kann man die Divergenz als Maf} fiir das Ausseinanderlaufen eines Vektors an
einem Punkt P interpretieren. Betrachten wir als erstes Beispiel die Vektorfunktion

Al = F = .’Eél + yé} + 263, (1.9.33)

die in Abbildung 1.16a schematisch dargestellt ist. Wir erhalten sofort einen relativ hohen
Wert fiir die Divergenz,

div 4, = g(x) +—(y)+=—(2) =3



=

v gttt
NS UL
X D X > .=
Q) R=T=xg+yerzg D) =16
(in X-y-, x-z-, y-z—Ebene) (in x-y-, x-z—, y-z—Ebene)
Abb. 1.16: Divergenz zweier spezieller Vektorfunktionen.
Als zweites Beispiel betrachten wir den Einheitsvektor in z-Richtung:
A, = 18, (1.9.3.4)

die in Abbildung 1.16b schematisch dargestellt ist. Hier verschwindet die Divergenz

0 0 0

div A2 = a_CC(O) + a—y(O) + &

(1) =0

1.9.4 Rotation

Sei wieder das Vektorfeld A = (A,, 4,, A,) = (A, As, A;) gegeben.

Definition: Rotation : Als rot A (in englischer Literatur auch oft curl A') bezeichnet
man das Kreuzprodukt zwischen dem Nabla-Operator und dem Vektor A:

rot A=V x A (1.9.4.1)

sodaf} fiir die -—Komponente des resultierenden Vektors gilt

0A
[rot Al Z e”k = € (1.9.4.2)
J.k=1 axj
wobei beim letzten Schritt die Summenkonventlon benutzt wurde.
Mit Gleichung (1.9.4.2) schreibt sich Gleichung (1.9.4.1) als
o o o 8A3 _ B84y
< L 04, S %4 9 o R
rot A= Cijkei% = 3_111 E 8_:1:3 = 8_1:3 - da1 (1943)
j A Ay A g_Az _ ZA
T T9
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Die Rotation 148t sich geometrisch als ein Maf} fiir die Wirbelstérke (Rotation) eines Vek-
torfeldes A im Punkt P interpretieren. Betrachten wir als Beispiel die Vektorfunktion

121‘3 = —yY€, + T,

die in Abbildung 1.17 schematisch skizziert ist.
y
/ ‘

>~
y /]

| t A/
i A»///X

Abb. 1.17: Rotation einer speziellen Vektorfunktion.

Yl

.
N —

A= Ve +x§
(far alle Ebenen z = const.)

Nach Gleichung (1.9.4.3) erhalten wir fiir die Rotation dieses Vektorfeldes

. 581 %2 é,;a 0
rot As =13, 3 2.|=(0]=26&
-y x 0 2

Ebenso weist man leicht nach, daf fiir die Beispiele (1.9.3.2) und (1.9.3.3) die Rotation

jeweils verschwindet.

Ubungsaufgabe:
A1.9.1) Zeigen Sie, daf die Definition (1.9.4.1) dquivalent ist zur Darstellung
. s .. §A.d3
ni-rot A = Jm N (1.9.4.4)

wobei 77 den Einheits-Normalenvektor bezeichnet, der senkrecht auf der von der Kurve s

umrandeten Flache AF steht.
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A1.9.2) Berechnen Sie die Rotation des Vektorfeldes

G = 32yé, + yz°€, — 12¢é;

1.10 Rechenregeln fur vektorielle Differentialoperatoren

1.10.1 Summenregeln

Aus den Definitionen der vektoriellen Differentialoperatoren folgen die Summenregeln

1.10.2 Produktregeln

Hier ist zu bedenken, dafl es zwei Arten von Skalaren aus dem Produkt fg zweier Skalare

und aus dem Produkt @ - b zweier Vektoren geben kann. Ebenso kann es zwei Arten von

Vektoren aus den Produkten fa und a@ x b geben. Daher existieren sechs verschiedene

Produktregeln: jeweils zwei fiir Gradienten, Divergenzen und Rotationen:

V(fg) = fVg+ gVf

—

@)+ (@ - V)b+(b-V)a

<
—~
M
=i
Il
Y
X
<
X
N
+
()
X
—~
<
X

—

V x (fd) = f(V x @)+ @ x (V)

Vx@xb)=0-Vi—(@ Vb+aV-b)—bV-a)

(1.10.2.1)

(1.10.2.2)

(1.10.2.3)

(1.10.2.4)

(1.10.2.5)

(1.10.2.6)

Diese Regeln lassen sich leicht mit der Komponentendarstellung der Vektoren beweisen.

1.10.3 Quotientenregeln
Mit Hilfe der Produktregeln erhalten wir
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- f. gVf— fVg
V(g) = 7 (1.10.3.1)
. @ _g(V-d)— @ (Vg
\4 (g) 7 (1.10.3.2)
v x (g) _ 9V xd) ; ix(Vg) (1.10.3.3)

1.10.4 Kombination verschiedener vektorieller Differentialoperatoren

V® ist ein Vektor. Von diesem Vektor kénnen wir die Divergenz div V® und die Rotation
rot V@ berechnen.

V- A ist ein Skalar, dessen Gradient wir bilden konnen.

V x A ist ein Vektor, dessen Divergenz div (V x A) und Rotation rot (V x A) wir berechnen
konnen.

Mehr Kombinationsmoglichkeiten gibt es nicht! Aber nicht alle ergeben etwas Neues, wie
wir jetzt zeigen werden.

Fiir die Kombination verschiedener vektorieller Differentialoperatoren beweisen wir die fol-
genden wichtigen Rechenregeln:

(a) Wir wiederholen Gleichung (1.9.3.2):

div grad ® = V - (V®) = V& = Ad (1.10.4.1)

(b) Ein Gradientenfeld ist wirbelfrei:

3% _ 9%

a aq) 681 %2 683 dy0z 8ydz
< o 2 2
rot grad d = V X (V@) =€ i€ijk Oz Oy 8z | = ot o9 =0 (11042)
Or; Oz, |oa 08 B oo %
o2 by oz Oz dy - dzdy

(c) Ein Rotationsfeld besitzt keine Quellen und Senken, denn unter Ausnutzung von Gle-
ichung (1.4.1) gilt

6 o 8
. o — — o ox oy oz
divrot §=V-(Vxg)=|2 2 2|=
ox oy oz
9z Gy Y-
d dg. 0dg,, 0 0g. 0g,, 0 0g, 0g,

[ =E 2y 22 — = 1.10.4.
8x[8y az] By[ax 83:] 0z Oz ay] 0 (1.104.3)

(d) Unter Ausnutzung des dreifachen Kreuzprodukts (1.3.12) gilt
rot (rot §) = V x (V x §) = grad (div §) — Ag (1.10.4.4)

(e)
div (Bx C) =C - (rot B) — B - (rot C) (1.10.4.5)
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Beweis : Es ist

0 0 0

V- (Bx(C)=—(B,C. - B —(B.C, — B —(B,C, — B,C,) =
V ( X C) ax( yCz ZC?J) + 6y( ZC$ 2702) + az( 930’!! ycm)
0B, 0B, 0B, 0B, 0B, 0B, oCc, 0C,
2 oy 0z )+ Gl 0z oz )+ O Ox oy ) a oy 0z )
oC oC oC oC S o o Y o o

Q.E.D.
1.11 Differentialoperatoren in krummlinigen Koordinaten

1.11.1 Grundgleichungen
Neben den kartesischen Koordinaten x; = (xy,%»,2s) = (,y, z) betrachten wir die allge-
meinen krummlinigen Koordianten ¢; = (¢, g2, g3). Nach Kap. (1.8.2) bilden wir die neuen

Einheitsvektoren 1

€y = h—af/aqi (1.11.1.1)
mit dem Skalenfaktor

h; = |07/ 0q;| (1.11.1.2)

Wir nehmen an, daf die neuen Einheitsvektoren €, , €,, und €,, ein rechtshandiges ortho-

2
gonales Koordinatensystem bilden, d.h.

By By = Oups v =1,2,3 (1.11.1.3)

qv

Aus 7 = 7(g;) folgt mit Gleichung (1.11.1.1)

di = (07/0q,)dq, + (07/0qz)dg, + (07/0qs)dgs =

3
h1dQ1€q1 + h/qugé‘qz —+ h3dq3€q3 = Z hquzé‘ql (11114)

i=1
Fir das Quadrat der Bogenlinge erhalten wir dann unter Ausnutzung von Gleichung
(1.11.1.3)

3 3 3
(ds)® = dif-dif =) ) h,h,dq,dq,8,, -€, = D hdg, = hidg; + hidg; + hidg;, (1.11.1.5)

v=1 p=1 n=1

wahrend fiir das Volumenelement gilt
dV = d’r = [lndaq,€,, - [hadas€y, X hadgs€y,]| = hihohsdgidazdas|€,, - (€, X €,)| =

h1h2h3dqldQQdQ3 (11116)
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1.11.2 Gradient

Geméf Gleichung (1.9.1.3) gilt
= L oY oY oY
dp =V -dr = ——dg, + —dg + —d 1.11.2.1
Y (G O, ¢ 94, a2 945 VE; ( )
Nach Gleichung (1.11.1.4) gilt
(1.11.2.2)

d? == h’ldqlgql =+ hdezng —+ h3dQ3€q3

Wir setzen als Ansatz an
V/l/) == /\1é’q1 + A2€q2 + A3€q3 (11123)

und bestimmen die Werte der \; durch Einsetzen von (1.11.2.2) und (1.11.2.3) in die

Beziehung (1.11.2.1):

P 0 9 AL hydg,
—wd(h + —wd% + —wd% =1 X || hdg | = MAidgy + hyodgs + hsAsdgs
9, 0g; 9gs A3 hadgs
Der Koeffizientenvergleich in dieser Gleichung ergibt
10y .
N=——, 1=1,2,3 1.11.24
und somit fiir die Ansatzgleichung (1.11.2.3):
> S 1oy _ 1oy _ 10
Vip =€, — A .
V=t hy Ogy e hy Og, s hs Ogs
Wir finden also fiir den Gradienten in den krummlinigen Koordinaten die Darstellung
- 1 0 1 0 1 0
=€, ——+€,—— +€E,—— 1.11.2.5
Cu hy Ogy Coa h 0g, s hs Ogs ( )
Angewandt auf die speziellen Skalare ¢,,q, und ¢; folgt
Vg =0 Vg, =2 Vg, =S8 (1.11.2.6)
1 h2 h3
wobei fiir den Betrag gilt
- 1
\Vg,|=—, v=1,2,3 (1.11.2.7)
Weiterhin gilt
(1.11.2.8)

€y = h2h3ﬁ(b X 6(]3, €gp = h3h16(Z3 X 6qla €3 = h1h26(J1 X 6(12
Beweis : Zum Beweis von (1.11.2.8) nutzen wir Gleichungen (1.11.2.6) aus
€ €
ﬂxﬁ):é‘tm ng3:€q1

h2h36Q2 X 6% = h2h3( h h
2 3
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Q.E.D.

1.11.3 Divergenz
Zur Berechnung von

div A = 6 : (Alé:h + Azé'qz + A3€q3) = 6 : (A1€q1) + 6 ) (A2€q2) + 6 : (A3€q3)

benutzen wir die Darstellungen (1.11.2.8). Wir erhalten fiir

6 . (Algql) = 6 . (A1h2h36q2 X 6(]3)
Mit der Produktregel (1.10.2.3) folgt

6 ° (Alé ) == [6(A1h2h3)] ° (ﬁqz X 6(]3) + A1h2h36 ° (6% X 6q3)

q1

Der zweite Term in dieser Gleichung verschwindet, denn nach Anwendung der Produktregel
(1.10.2.4) gilt

V- (ﬁqQ X 6(]3) = Vgs - Tot grad ¢, — Vg, - rot grad ¢g; =0

gemafl Gleichung (1.10.4.2). Es verbleibt unter Ausnutzung von (1.11.2.6)

€4s > €

) = [ (Aihah)] - 2

-
— — — — e

V- (4,8,,) = [V(Aihohs)] - (Vs x Vgs) = [V (A hohs)] - (2

q2

hy  hs

Jetzt benutzen wir die Darstellung (1.11.2.5) fiir grad (A;h,hs) und erhalten aufgrund der
Orthogonalitétsrelation (1.11.1.3)

3 1 0(Ayhohs) . 1 0(Ajhoh
V. (Aleql) [eql h % eq2h_2%+
g LO(Aihshy), E, L9 (sihohy) (1.11.3.1)

q3 hs dgs hohs h 1hahs Oy

Ebenso berechnen wir

V() = o hl - ai (Ashahs)
und
V- (4:8,) = L 9 —(Ashyhy),
: hihsohsg 8C]3
sodaf
div A = — 1L (Uihohy) + 2 (o) + 2= (Ashihn)] (1.11.3.2)
hihyhs 0y 0¢, 0g;

1.11.4 Rotation
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Zur Berechnung von

rot A = 6 X (A1€q1 + A2€Q2 + A3€qa) = 6 X (A1€q1) + 6 X (A2éqz) + 6 X (A3€q3)

benutzen wir die Darstellungen (1.11.2.6). Wir erhalten fiir

6 X (Algql) - 6 X (Alhlﬁql) - 6(141}7/1) X 6q1 + alhl(ﬁ X 6q1)

wobei wir die Produktregel (1.10.2.5) nutzen. Der zweite Term in dieser Gleichung ver-
schwindet gem&f Gleichung (1.10.4.2) und mit Gleichung (1.11.2.6a) folgt

-
— =3

V x (A8,) = V(A1) X Z_

1

Jetzt benutzen wir die Darstellung (1.11.2.5) fiir grad (A;h,) und erhalten

= . . 10(Ah) L 10(Aih)
A = € — T

VX ( 16(11) [eql hy 3q1 b hs aQZ "

A

éqgia( hl)] i Co _ o O(Aih) - € O(Ai) (1.11.4.1)
hs  0Ogs hy hihs  Ogs hihy  Ogs
Ebenso verfahren wir mit V x (As€,,) und V x (A3€,,) und erhalten
- €, 0 0 €, 0 0
t A= "2 |~ (A3h;) — =—(Ash. 2 | —(Ah) — —(43h
o hohsg [8%( ’ 3) aQ3( ’ 2)] * hihs [a%( ' 1) 8‘]1( ? 3)]+
S hi€,, hs€,, hs€,
Sas [i(A hs) 0 (Ash)] = L " " " (1.11.4.2)
2002 ) —™ 1761 - 37 7 71 aq aq2 dqs3 . .

h1h2 aql aQQ h1h2h3 Alth AzqhQ A3qh3

1.11.5 Laplace-Operator
Mit Gleichung (1.10.4.1) und der Gradientendarstellung (1.11.2.5) gilt fiir den Laplace-
Opeartor

o = €, 00 €,00 €,00
v (V¥) (hl o0q hy, 0q,  hs Oqgs

Die Anwendung der Divergenzdarstellung (1.11.3.2) fiir

) (1.11.5.1)

_ 1o
" h,0q,

ergibt dann

1 0 hhyd), D hhy Y, | O hhy 09
hihshs " 0q, ° hy Oqy 0¢ hy 0gs 0qs " hs Ogs

Nach diesen allgemeinen Herleitungen betrachten wir nun als Beispiel Kugelkoordinaten.

Aty =

(1.11.5.2)
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1.11.6 Beispiel: Kugelkoordinaten
Mit Kugelkoordinaten (r, 6, ¢) gilt fiir den Ortsvektor

7 = x€, + yé, + 2€; = rsin b cos @€, + rsin O sin ¢é, + rcos 0é; = 7(r,0,¢)  (1.11.6.1)

mit 7 > 0,0 <60 <7und 0 < ¢ < 27. Als neue Koordinaten wahlen wir also ¢, = r,
¢ =0 und g5 = ¢.
Zur Berechnung der neuen Einheitsvektoren (1.11.1.1) und Skalenfaktoren (1.11.1.2) bend-

tigen wir

0F/0r = (sin 6 cos ¢, sin @ sin ¢, cos f),

07 /00 = r(cos B cos ¢, cos f sin ¢, — sin 6)

und
07 /0¢ = r(—sin@sin ¢, sin O cos ¢, 0),

sodafl
hy =h, =107/0r| =1, hy=hy=|07F/00| =71, hsy= hs=1[07/0¢| =rsinf (1.11.6.2)

und

= =

€, = €, = (sinf cos ¢,sin fsin ¢, cosf), €, = & = (cos B cos @, cosfsin @, —sinf),

€, = €, = (—sin g, cos ¢,0) (1.11.6.3)

Durch Einsetzen dieser Ergebnisse in den allgemeinen Ausdruck (1.11.2.5) erhalten wir fiir
den Gradienten in Kugelkoordinaten
8@& . 1 &/) . 1 oy,

Gemaf Gleichung (1.11.3.2) erg1bt sich fiir die Divergenz in Kugelkoordinaten

N 1 0 0 0
divA=V-A= g E(A r?sin 6) + %(Agrsmﬁ)-l- 8—¢(A¢,T)]
10 1 0 1 0
=——(A,7’ A —(A 1.11.6.
or A+ mgae A0+ g ag (e (1.11.65)

wihrend Gleichung (1.11.4.2) fiir die Rotation in Kugelkoordinaten auf

€ T€ Tsinfé,
A1 |2 )
ro = ar o6 3¢

rsing | A Ay Aursing
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- r2 sline [(%(A‘ﬁr Si 0) - a_d)(Aar))ér + (%(Ar) - E(Aqﬂ“ Sin 0))7‘69
0 9 .
-i-(E(Aa?”) — %(AT))T sin 06¢] (1.11.6.6)

fiihrt.
Geméif Gleichung (1.11.5.2) erhalten wir fiir den Laplace-Operator in Kugelkoordinaten

IR YOO T DO T DR

A= amalar U Sn0g) + gainige) + 52 (G as)
10,00 1 0. . o 1 8%

_ 10 L0 9 (in g2 111.6.
r? ar(r or * 72 sin080(81n080)+ r2 sin® 0 O¢? ( 6.7)

Ubungsaufgaben:

A1.11.1) Berechnen Sie den Gradienten, die Divergenz, die Rotation und den Laplace-
Operator in Zylinderkoordinaten.

A1.11.2) Berechnen Sie den Gradienten, die Divergenz, die Rotation und den Laplace-
Operator in parabolischen Zylinderkoordinaten.
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