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Aufgabe 1 : Aufgabe 1: 4-dimensionale Kugelkoordinaten (5P)

Die Metrik der dreidimensionalen Hyperflächen (R = konstant) für ein räum-
lich offenes Universium (k = 1) ist gegeben durch

dl2 = R2
·

[

dχ2 + sin2 χ · (dθ2 + sin2 θ · dφ2)
]

. (1)

Zeigen Sie, dass sich diese Schreibweise der Metrik aus der Form

dl2 = dx2 + dy2 + dz2 + dw2 (2)

herleitet, wenn der Zusammenhang zwischen den Koordinaten (R, χ, θ, φ)t

und (x, y, z, w)t gegeben ist durch
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sin χ · sin θ · cos φ

sin χ · sin θ · sin φ

sin χ · cos θ

cos χ









. (3)

Aufgabe 2 : Dreidimensionale Hyperfläche im vierdimensionalen Raum (5P)

(a) Berechnen Sie das Volumen der 3-dimensionalen Hyperfläche im 4-dimensionalen
Raum für den Fall eines sphärischen Universums (k = 1).
Das Integral soll hier nicht mit Hilfe von Computern oder Handbüchern,
sondern ,,zu Fuss” berechnet werden. Tipp: Hier ist eine sinnvolle Sub-
stitution zur Lösung des Problems am besten geeignet.

(b) Zeigen Sie, dass das Volumen der 3-dimensionalen Hyperfläche im 4-
dimensionalen Raum für den Fall eines hyperbolischen Universums (k =
−1) divergiert. Auch hier soll das Integral analytisch mit nachvollzieh-
barem Lösungsweg gelöst werden.
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Aufgabe 3 : Die Geodätengleichung (5P)

Zeigen Sie, dass die Geodätengleichung

ẍm + Γm
ik · ẋ

k
· ẋi = 0 (4)

über den alternativen Lösungsansatz

δ

∫

gik · ẋ
k
· ẋi dλ ≡ δ

∫

K dλ (5)

erhalten werden kann. Verwenden Sie hierfür die Definition der Christoffelsym-
bole erster Art:

Γjik ≡

1

2
·

(

∂gjk

∂xi
+

∂gij

∂xk
−

∂gik

∂xj

)

· ẋi
· ẋk (6)

und die der Christoffelsymbole zweiter Art:

Γm
ik = gmj

· Γjik . (7)

Verwenden Sie hier die gleiche Vorgehensweise wie in der Vorlesung. Hierbei soll
jeder Schritt, von der Euler-Lagrange Gleichung bis zur Geodätengleichung,
selbstständig hergeleitet und begründet werden.
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