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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Vorbemerkung:
Einheitensystem und Notation

In dieser Arbeit wird durchweg dem MKS—Einheitensystem der Vorzug ge-
geniiber dem GAUSS’schen cgs—System gegeben, da die verwandten Formeln
dadurch geringfiigig einfacher werden und das SI-System den Vergleich mit
beobachteten bzw. gemessenen Groflien erleichtert. Insbesondere wird die
Temperatur nicht in Einheiten der Energie angegeben. Es finden ferner fol-
gende Naturkonstanten Verwendung:

€0

3.0
1.6-
9.1-
1.7-
6.6 -
14
1.3-
8.8 -
6.6 -

10® m/s Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
1071 C Elementarladung

1073 kg Ruhemasse des Elektrons

10727 kg Ruhemasse des Protons

10734 J s Planck-Wirkungsquantum

1072 J/K Boltzmannkonstante

107° H/m Permeabilitit des Vakuums
1072 F/m Dielektrizitéatskonstante

1071 N m?/kg? Gravitationskonstante

Weitere Formelzeichen werden, wie allgemein {iiblich, am Ort ihres ersten
Auftauchens definiert. Die Einheit einer skalaren Grofle X bezeichnen wir
im Allgemeinen mit [X], z.B. [B,] = 1 T(esla). Mehrere, durch Kommata
getrennte Ausdriicke in eckigen Klammern stellen dagegen eine allgemeine
geordnete Aufzdhlung dar.
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Vektorielle Grofen sind durch Fettdruck gekennzeichnet; ihr Absolutbetrag
wird, wie andere skalare Variablen auch, kursiv gesetzt!:

B=|B|=VB B. (1.1)

In der Darstellung als Zeilen— oder Spaltenvektoren werden die Komponenten
in Zylinderkoordinaten in der Reihenfolge [r, ¢, z] notiert, z.B.

B,
B=(B,ByB.)=| By |; (1.2)
B,

die entsprechenden Einheitsvektoren werden im Bedarfsfall mit e,, e, und e,
bezeichnet.

Gelegentlich wird bei partiellen Ableitungen eine der abkiirzenden Schreib-
weisen

ob(...,a,...) _ 0b
—_— = 1.
oa oa (13)

verwendet, wenn dies iibersichtlichere Formeln ergibt.

Oub=0ub(...,a,...)

1.2 Motivation

Eine der herausragenden Erkenntnisse der Sonnenphysik des 20. Jahrhun-
derts war die Feststellung, dass praktisch alle solaren Aktivitédten (d.h. die
Gesamtheit aller zeitlich begrenzten Abweichungen vom Ruhezustand der
Sonne), angefangen von den seit Jahrhunderten bekannten? Sonnenflecken
bis hin zu Flares und Koronalen Bogen, durch starke, rdumlich hochkon-
zentrierte Magnetfelder verursacht werden. Wahrend aber etwa die Existenz
derartiger Felder in Sonnenflecken schon seit Léngerem bekannt war — erste
Messungen wurden bereits 1909 von HALE durchgefiihrt —, hatten Ansétze
zu ihrer theoretischen Beschreibung erst mit dem Aufkommen der Magneto-
hydrodynamik (kurz MHD) in den 1930er Jahren Erfolg.

Im Bestreben, die mannigfaltigen Erscheinungsformen solarer Aktivitat auf

!Einzige Ausnahme hiervon ist der Ortsvektor x. Dessen Betrag wird ggf. einfach mit
|Ix|| bezeichnet, da das Symbol = ab Abschnitt 4.3.2 fiir eine dimensionslose Radialkoor-
dinate verwendet werden soll.

2Wenn man einer von PRIEST [1] gegebenen Zeittafel glauben darf, beobachtete bereits
THEOPHRASTUS VON ATHEN um 350 v. Chr. Sonnenflecken mit dem blofien Auge!
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wenige Grundszenarien zuriickzufiihren, hat sich das Konzept der magneti-
schen Flussrdhre als auflerordentlich fruchtbar erwiesen. Man stellt sich dabei
eine schlauchformige Magnetfeldstruktur vor, welche von konvektiven Plas-
mastromungen an die Oberflache der Sonne getragen wird, diese an zwei Stel-
len durchbricht und so eine bogenformige Verbindung zwischen den beiden
DurchstofSpunkten® herstellt. Im Falle hinreichend ausgedehnter Flussréhren
bildet sich an diesen Durchstofpunkten ein Sonnenfleckenpaar, ansonsten
konnen durch die Wechselwirkung mit dem umgebenden Plasma verschie-
denste morphologische Strukturen entstehen.

Die (im Allgemeinen réaumlich variable) Resistivitidt n des Plasmas geht als
wesentlicher Parameter in die magnetohydrodynamischen Gleichungen ein
und gestattet eine Unterscheidung in ideale (n = 0) und nichtideale oder
resistive (n # 0) MHD. Die Stérke der Kopplung zwischen Magnetfeld und
Plasma ist wesentlich von 7 bzw. der damit verbundenen dimensionslosen
magnetischen Reynolds—Zahl Ry := pu UL /1 anhéingig’: Wihrend im idealen
Fall die Magnetfeldlinien den Bewegungen des Plasmas exakt folgen (sog.
“Eingefrorenheit”” des Magnetfeldes), wird diese Kopplung mit wachsendem
1 immer weniger strikt und gestattet einen zunehmenden Schlupf zwischen
den Feldlinien des Magnet— und des Stromungsfeldes. Wie die Beobachtung
der Sonnenoberfliche zeigt, ist diese durch ein System turbulenter Wirbel
gekennzeichnet, die das Magnetfeld der Flussr6hren mitnimmt und ihm so
eine zunehmende Verdrillung aufprigt.

Wiéhrend nun die vereinfachende Annahme idealer MHD in der Mehrzahl der
astrophysikalischen Szenarien (Sonneninneres, Korona, Interstellares Medi-
um, ...) gerechtfertigt ist, macht im Falle der unteren solaren Atmosphére
die Existenz einer relativ kiithlen und deshalb nur zu einem Bruchteil (<
0.1 %) ionisierten Schicht diese Annahme fraglich. Eine Klarung der Wir-
kung dieser Schicht auf die magnetische Kopplung zwischen den dariiber—
und darunterliegenden Zonen ist um so wichtiger, da die iiberwiegende Zahl
solarer Phénomene einerseits weit in den supersolaren Raum hineinreichen,
andererseits aber als in den tieferen Schichten jenseits der sichtbaren Ober-
flache verankert gedacht werden und daher zwangslaufig diesen hochgradig
nichtidealen Bereich passieren miissen.

3In Anbetracht der im Folgenden nicht zu vernachlissigenden Querschnittsfliche der
Flussrohre wire der Begriff “Durchstof3fldchen” angebrachter.

4Y und L bezeichnen die fiir das System charakteristischen Geschwindigkeits— und
Léngenskalen und p die magnetische Permeabilitét.

5Diese Terminologie wird in Abschnitt 3.5.1 priizisiert.
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1.3 Ziel und Aufbau der Arbeit

Das Ziel der vorliegenden Arbeit besteht darin, den Einfluss der resistiven
Schicht auf die durch das Magnetfeld einer bogenférmigen Flussrohre indu-
zierte Plasmastromung zu untersuchen und dabei inshesondere zu einer quan-
titativen Beschreibung des sich einstellenden Feldlinienschlupfes zu gelangen.
Hierzu soll vereinfachend nur die (dann axialsymmetrische) Umgebung eines
der DurchstofSpunkte betrachtet werden. Wird nun das Plasma im oberen
Rohrenbereich festgehalten und an einem der beiden Fufipunkte eine Konvek-
tionsbewegung in Form eines stationdren Wirbels vorgegeben, so werden die
Magnetfeldlinien von diesem Wirbel mitgenommen und entsprechend “aufge-
wickelt”. Die im Wirbel bereitgestellte (und stdndig nachzuliefernde) kineti-
sche Energie wird dabei zunéchst in magnetische Feldenergie und schliefSlich
in Joule’sche Warme umgewandelt. Der (nur im nichtidealen Fall existieren-
de) stationiire Endzustand ist dann erreicht, wenn die Feldstirke® so grof
geworden ist, dass die Ohm’sche Verlustleistung (o< 7||V x B||?) gleich der
zugefithrten kinetischen Leistung wird.

Um die Selbstkonsistenz des Modells zu wahren, muss der volle Satz der resi-
stiven Grundgleichungen simultan gelost werden; lediglich die Modellierung
der resistiven Schicht selbst in Form der Funktion n = n(z) wird vorgege-
ben. Die dabei zum Tragen kommende Philosophie ist die, dass zun&chst
alle Moglichkeiten einer einfachen Beschreibung auszuschépfen sind, bevor
an konzeptionelle Erweiterungen des Modells gedacht wird.

Nachdem im ersten Kapitel eine Einfithrung in das Thema und die zu bear-
beitende Fragestellung gegeben wurde, stellt Kapitel 2 das astrophysikalische
Umfeld vor, indem es kurz den Aufbau der Sonne, ihrer Atmosphére und ihres
Magnetfeldes schildert und einige der relevanten Zusammenhéinge beleuchtet.
In Kapitel 3 werden die Grundziige der zu lésenden MHD—Grundgleichungen
rekapituliert und einige Theoreme genannt, die sich als niitzlich fiir ein intui-
tives Verstéandnis der Feld-Fluid—-Wechselwirkung erwiesen haben. Kapitel 4
beschreibt und diskutiert die gewéhlten Randbedingungen und Vereinfachun-
gen, stellt in einiger Ausfiihrlichkeit den Losungsweg dar und diskutiert die
Ergebnisse, insbesondere auch im Hinblick auf ihre beobachtungstechnische
Relevanz. Abschlielend wird in Kapitel 6 ein Ausblick auf denkbare Erwei-
terungen der vorgelegten Betrachtungen gegeben und in Ansétzen iiber die
damit moglicherweise erreichbaren Resultate spekuliert.

5Die Begriffe “Feldstirke” und “Flussdichte” werden beide synonym fiir ||B|| benutzt.



Kapitel 2

Das physikalische Szenario

Dieses Kapitel hat zum Ziel, das Leser in die physikalischen Gegebenheiten
des Systems Konvektionszone — Photosphére — Chromosphére einzufiihren
und ihn mit der dabei verwendeten Terminologie vertraut zu machen.

2.1 Innerer Aufbau der Sonne

Das 1869 von LANE vorgeschlagene Gaskugel-Modell darf als eines der er-
sten Sonnenmodelle betrachtet werden, das trotz seiner Einfachheit zu einer
in wesentlichen Punkten korrekten Vorstellung vom inneren Aufbau der Son-
ne fithrt. In ihm wird die Sonne als sphérisch—symmetrische Gasmasse —
im Wesentlichen Wasserstoff — modelliert, die durch ihre eigene Gravita-
tionskraft zusammengehalten wird. Ist m(r) die in einer Kugel mit Radius r
eingeschlossene Gesamtmasse und

g(r) == (2.1)

die Schwerebeschleunigung auf der Oberfliche dieser gedachten Kugel, so
kann aus zweien der vier Grundgleichungen des Sternaufbaus’,

UL~ ) o) (2.2
dn;(ﬂr) = dmr? p(r) , (2.3)

'Die anderen beiden Gleichungen betreffen die Variation von Temperatur 7'(r) und
Luminositdt L(r) (Strahlungsleistung); siehe dazu die jeweiligen ersten Kapitel von [1]
oder [1].

11
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welche die radiale Abhéngigkeit von Druck P und Dichte p bestimmen, nach
einem Variablenwechsel

die Differentialgleichung

dP(m) Gm
dm 47 ri(m) (24)

hergeleitet werden. Integration von (2.4) liefert mit r(m) < R einen Wert
von

G(Mg)? 13
Py = ————=~4-10" P 2.5
87 (Re)* * (2:5)

als untere Grenze fiir den Gasdruck im Zentrum der Sonne; hierbei ist M. =
2.0 - 10* kg die Masse der Sonne und Re = 7.0 - 10° m ihr (Photosphéren-)
Radius. Analoge Uberlegungen weisen auf eine Kerndichte von

pe ~ 1.6 - 10° kg/m® (2.6)

und — in Verbindung mit der Zustandsgleichung P = (kg/m) p T des idealen
Gases” — eine Kerntemperatur von

~ 10" K (2.7)

hin.? Bei der unter diesen Bedingungen ablaufenden nuklearen Fusionsreak-
tion
4THY + 27 — 4He* + 2 + 20, (2.8)

werden ca. 3 % der Masse der Reaktanden in Energie umgewandelt, welche
dann in Form von zwei hochfrequenten Gammateilchen (je 13.1 MeV) und

2 bezeichnet die mittlere Teilchenmasse; fiir vollstéindig ionisiertes Wasserstoffgas ist
also m ~ my/2.

3Der Literaturwert (siehe PRIEST [1]) lautet 7. = 1.6 - 107 K. Eine ausfiihrliche Dis-
kussion der Grundgleichungen des Sternaufbaus und ihrer Losungen findet sich u.a. bei
KIPPENHAHN & WEIGERT [4]. Dort wird insbesondere die Annahme des idealen Gases
gerechtfertigt.
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zwei Neutrinos (je 0.25 MeV) abgestrahlt wird.” Die numerische Integrati-
on der Grundgleichungen (siehe [1]) zeigt, dass die Energieerzeugung durch
Fusion auf einen Kernbereich bei r < R, &~ 0.25 R beschridnkt ist. Das
dariiber befindliche Material ist durch einen negativen Temperaturgradien-
ten 0,1(r) < 0 gekennzeichnet und daher potentiell anfillig fiir konvektive
Instabilitidt. PRIEST [!] folgend kann diese Instabilitdt durch ein sogenann-
tes Paket—Argument beschrieben werden und setzt ein, sobald die daraus
ableitbare Schwarzschild—Bedingung

_dT(r) v —1mg(r)

2.1
dr vy kg (2.10)

erfiillt ist. v bezeichnet dabei den Adiabaten—Exponenten des Gases und hat
im Falle eines idealen Gases bekanntlich den Wert 5/3. Die (numerisch ermit-
telte) untere Grenze des Giiltigkeitsbereiches von (2.10) wird von PRIEST [1]
mit r = Reony := 0.86 Ry angegeben und trennt die auf dem Fusionskern auf-
setzende Radiative Zone von der Konvektionszone; letztere erstreckt sich bis
zur sichtbaren Oberfliche der Sonne, der Photosphdre bei r = R . Fotogra-
fische Aufnahmen dieser Oberfliche zeigen ein Netzwerk aus Plasmaballen
(sog. Granulations— und Supergranulationszellen von einigen 10* bzw. 10°
km Durchmesser), die in der turbulenten Konvektionszone aufsteigen und —
nach erfolgter Abkiihlung — wieder absinken.

2.2 Die solare Atmosphéire

Waéhrend Dichte und Temperatur im Inneren der Sonne nach auffen monoton
abfallen, und dies im Falle der Dichte auch fiir » > Ry richtig bleibt, erreicht
die Temperatur bei etwa r ~ Rs+ 500 km ein Minimum von ca. Ty, ~ 4170
K und steigt dann wieder an, zuletzt bis auf ca. 10° K in der Korona. Obwohl

4Frithere Erklarungsversuche die Energieproduktion der Sonne betreffend, basierend
etwa auf Meteoriteneinfang, Kernspaltung oder Schrumpfung wurden verworfen, da sie
unter anderem nicht in der Lage waren, die iiber AT ~ 10° a konstante Leuchtkraft von
Lo =~ 3.9-10% W zu erkliren. KELVIN und HELMHOLTZ etwa argumentierten, dass die in
der Sonne gespeicherte Gravitationsenergie

_3G(My)*

Weray = 2.9
g 5 R@ ( )

maximal fiir einen Zeitraum von etwa A7gay := Waray/Le ~ 2 - 107 a reichen wiirde.
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dieses Phanomen seit mehreren Jahrzehnten bekannt ist, konnte bisher keine
allgemein akzeptierte Theorie zu seiner Erklarung vorgebracht werden.
Anhand des in Abbildung 2.1 dargestellten Temperaturprofils wird die solare

PHOTO- CHROMOSPHERE RANSI-| LOW CORONA
SPHERE TION

%105 15105 2x10°

Loe T sk Low, MIDDLE | HIGH 8600 28000 75000 |
|

|
1
|
|
|
1
1
|
1
|
|
|

TEMPERATURE MINIMUM REGION

s L L L L L L
o 1000 2000 3000 4000 5000 6000
HEIGHT (km)

Abbildung 2.1: Temperaturprofil der solaren Atmosphére, nach PRIEST [1].

Atmosphére in drei Bereiche eingeteilt:

e Die Photosphdre beginnt definitionsgeméfl an der sichtbaren Oberflache

der Sonne, genauer gesagt in derjenigen Entfernung vom solaren Zen-
trum, in der die optische Tiefe 7 fiir Licht der Wellenldnge 500 nm
gleich eins wird, und endet am Temperaturminimum.® Sie hat damit
eine Dicke von nur 500 km und ist die dichteste und kiihlste der drei
Schichten. Das Gas der Photosphére liegt weitgehend in neutraler Form
vor.’

Die dariiber befindliche Chromosphdire zeigt (bei weiter abfallender
Dichte) wiederum eine hohere Temperatur und dadurch eine zuneh-
mende, zuletzt fast vollstdndige lonisierung.

Etwa 2000 km oberhalb der Phofosphdre steigt die Temperatur in-
nerhalb einer nur 500 km dicken Ubergangszone (“transit;'pn region”)
von unter 10* K auf etwa 10° K an und definiert” so den Ubergang in

5Gelegentlich wird die Photosphére auch definiert als die Zone, aus der der groBte Teil

des sichtbaren Lichtes emittiert wird; in diesem Fall ist sie nur 100 km dick und zentriert
auf 7 = 1.

SDer von PRIEST [1] gezeigte lonisationsgrad ng+ /ny variiert zwischen 1072 und 1076.
"GoLUB & PASACHOFF [2] geben allerdings zu bedenken, dass eine derartige (strikt

horizontale) Abgrenzung an Hand von Hohe und Temperatur nur fir die ruhige Sonne
wirklich sinnvoll ist, wéhrend die tatséchliche lokale Temperaturschichtung nicht notwendi-
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die Korona, welche als der Wirkungsbereich des Sonnenwindes gesehen
werden darf und sich bis weit jenseits der Erdbahn erstreckt.

2.3 Das solare Magnetfeld

2.3.1 Starke und Verteilung

Im Gegensatz zu den Magnetfeldern tellurischer Himmelskorper wie der Erde,
bei denen es sich im Wesentlichen um vom Sonnenwind deformierte Dipole
handelt, kann das Magnetfeld der Sonne begrifflich in zwei Anteile zerlegt
werden:

e zum einen das vergleichsweise schwache Hintergrundfeld der Grofien-
ordnung B ~ 10~* T, dessen Komponenten auf Lingen im Bereich des
Sonnenradius variieren,

e zum anderen einzelne, rdumlich eng lokalisierte Orte hoher Flussdich-
ten (B ~ 0.1 ... 0.2 T), die im Allgemeinen mit Erscheinungen wie
Sonnenflecken, Koronalen Bogen, Flares, Spiculae, 0.4. verbunden sind.
Wie man heute zu wissen glaubt, beruhen praktisch alle Auspragungen
solarer Aktivitéit auf der Existenz dieser Magnetfelder.

Beobachtungen legen nahe, dass die Mehrzahl dieser starken, kurzskaligen
Felder die Gestalt langgestreckter, schlauchartiger Gebilde haben, welche
senkrecht aus der Photosphére hervortreten und als Flussréhren (im en-
geren Sinne®) bezeichnet werden. Wie in Abbildung 2.2 angedeutet treten
Flussrohren mit Radien von einigen 100 km bevorzugt an den Réndern der
Supergranulationszellen auf, an denen abgekiihlte Plasmaballen nach unten
absinken.

gerweise horizontal — gelegentlich sogar vertikal — verlauft und die inhomogene Struktur
der Korona eher nach einer phidnomenologischen Abgrenzung verlangt.

8Die Theorie der Vektorfelder definiert eine Flussrohre (im weiteren Sinne) als das
Volumen, welches von denjenigen Feldlinien begrenzt wird, die eine gegebene, einfach
geschlossene Kurve schneiden. Hierbei werden keine weiteren Forderungen an die Form
oder Stédrke des Feldes gestellt, und so kénnen Flussrohren dieser allgemeinen Art fiir
jedes nichtverschwindende Vektorfeld definiert werden.
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Abbildung 2.2: B-Feld-Struktur und Supergranulaton, nach SCHEFFLER [¥]

2.3.2 Entstehung von Flussréhren

Die Frage der Entstehung des solaren Magnetfeldes und seiner Aufrechterhal-
tung gegen Dissipation ist unter dem Stichwort “Dynamo—Problem” bekannt
und derzeit noch weitgehend ungelost. Problematisch ist insbesondere die
Bedingung konstanter, hoher Leitfihigkeit?, die von COWLING 1934 gezeigte
Nichtexistenz (axial-) symmetrischer Losungen ( “Anti-Dynamo—Theorem”)
sowie das weitgehende Fehlen experimenteller Daten. Es wird vermutet, dass
Flussrohren durch “Aufwickeln” eines schwachen Saatfeldes am unteren Rand
der Konvektionszone entstehen. Da ihr Feld im Plasma “eingefroren” ist'’,
konnen sie durch konvektive Materiestromungen bis zur Oberflache getra-
gen werden und diese durchbrechen. Die Aufwéartsbewegung wird auflerdem
begiinstigt durch den Effekt des magnetischen Auftriebs: Da der Druck in
ihrem Inneren um den Betrag des magnetischen Druckes' Py.. = B?/(2u)
iber dem Gasdruck des feldfreien Aulenraumes liegt, liegt im Inneren (bei
Annahme des thermodynamischen Gleichgewichtes) eine um

m P
Ap = — - 2.11
p T (2.11)

9L#sst man variable Leitfihigkeit, insbesondere elektrische Leiter und Nichtleiter zu,
so kénnen einfachste Anordnungen angegeben werden, die sehr starke B-Felder erzeugen
und aufrechterhalten.

07Zur Erlduterung siche Abschnitt 3.5.1.

H7Zur Erlduterung siehe Abschnitt 3.5.3.
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geringere Gasdichte vor, und die gesamte Konfiguration erfidhrt eine entspre-
chende Auftriebskraft.'?

12Dies ist nur eine obere Grenze fiir Ap, da man den Anteil (B -V)B/u der Indukti-
onskraft vernachléssigt, also von geraden Feldlinien ausgeht. Es geniigt aber anzunehmen,
dass zumindest in einigen Fillen ein Teil der Flussrohre bis zur Sonnenoberfliche gelangt.
Wegen der Eingefrorenheit des Feldes in das sehr dichte Plasma der Konvektionszone
konnte dies notfalls auch durch die Konvektion allein bewerkstelligt werden.
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Kapitel 3

MHD—-Grundgleichungen

Die Theorie der Magnetohydrodynamik bemiiht sich um eine selbstkonsisten-
te Beschreibung des Verhaltens elektrisch leitfdhiger Gase oder Fliissigkeiten
und deren Wechselwirkungen mit elektromagnetischen Feldern, welche ent-
weder externer Natur sein konnen oder aber durch die Dynamik des Flui-
des! selbst erzeugt werden. Grundlegend ist hierbei die Annahme, dass der
Einzelteilchen-Charakter dieses Fluids aufler Acht gelassen werden kann und
somit eine makroskopische Beschreibung durch wenige kontinuierliche Varia-
blen moglich und sinnvoll ist.

Das allgemeine Vorgehen bei der Herleitung des fundamentalen Gleichungs-
systems, welches die Dynamik von Fluid und Feldern bestimmt, ist bereits
in zahlreichen Arbeiten dargestellt (etwa MITCHNER & KRUGER [7] oder
KEGEL [6]) und soll hier nur kurz zusammengefasst werden.

3.1 Hydrodynamik

Die MHD-Theorie bildet die Verallgemeinerung der gewohnlichen Hydrody-
namik auf den Fall elektrisch leitfahiger Fluide (und reduziert sich im Fall
der Abwesenheit elektromagnetischer Felder und Ladungen auch wieder auf
diese). In ihr sind die wesentlichen? charakteristischen Grofen des Fluids,
namlich

In Ermangelung eines entsprechenden deutschen Begriffes steht das englische Wort
“Fluid” sowohl fiir Gase als auch fiir Fliissigkeiten.

2Gegebenenfalls kénnen z.B. auch thermodynamische Gréfien wie Temperatur 7'(x)
o0.4. hinzugenommen werden.

19
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e die lokale Massendichte p = p(x,t) und
e die lokale Massengeschwindigkeit v = v(x,t)
am Ort x zur Zeit t miteinander verkniipft durch
1. die Kontinuitétsgleichung des Masseflusses
O p+V-(pv)=0 und (3.1)

2. die Impulsbilanz
pOv+pv-Viv=> 1. (3.2)

Auf der linken Seite der Impulsbilanz werden alle Kraftdichten f; notiert, die
den Impuls des Fluidelementes &ndern kénnen. Dies sind je nach Anwendung
z.B.

e die Dichte der Druckkraft —V P,
e die Gravitationsdichte p g oder
e der Viskositiitsterm® p vV3v .

Gegebenenfalls kann das Gleichungssystem durch eine Energiegleichung und
eine Zustandsgleichung P = P(p,T') geschlossen werden.

3.2 Die vereinfachten Maxwell-Gleichungen

Von den vier Maxwell-Gleichungen

VE = ¢go (3.3)
VxE = —-9,B (3.4)
VxB = pj+c?oE (3.5)

V-B = 0, (3.6)

welche die Kopplung des elektrischen und magnetischen Feldes E bzw. B
untereinander sowie an die Stromdichte j und die Ladungsdichte o beschrei-
ben, kann Gleichung (3.3) zunéchst fortgelassen werden, da ¢ in keiner der

3y kennzeichnet den Koeffizienten der kinematischen Viskositiit. Eine (grobe)

Abschétzung der Relevanz dieses Terms findet sich in Abschnitt 4.1.6.



3.3. KOPPLUNG VON FELD UND MATERIE 21

anderen Gleichungen auftaucht. Ferner ist es im Sinne einer vereinfachenden
Spezialisierung auf die magnetischen Teil der Feld—Fluid—Wechselwirkung er-
forderlich, sich zu beschranken auf

e langsam verinderliche Systeme, deren typische Phasengeschwindigkeit*
VY = L£/7T Kklein ist gegen ¢ und

e gut leitende Fluide, in denen lokale Anh&ufungen elektrischer Ladung
so klein bleiben, dass stets O(E) <V O(B) gilt.

Wie etwa in Kap. II von [5] gezeigt ist, kann in diesem Limes der Verschie-
bungsstrom 9;E/c* in (3.5) vernachlissigt werden. Dariiber hinaus verein-
fachen sich die Transformationsgleichungen der Felder E und B fiir den
Ubergang vom Ruhesystem K’ des Fluidelementes in ein mit v bewegtes

Bezugssystem K zu
E = E+v xB bzw.

B _ B (3.7)

und die elektromagnetischen Felder werden somit (wie auch die hydrodyna-
mischen Gleichungen aus 3.1) Galilei-invariant.

3.3 Kopplung von Feld und Materie

3.3.1 Die Induktionskraft

Die bisher gewonnenen Gleichungen sind innerhalb des in 3.2 vorgestellten
Limes exakt. Um aber die von den Feldern auf jedes Teilchen der Ladung ¢
ausgeiibte elektromagnetische Lorentzkraft F, = ¢ (E 4+ v x B) ins Fluidbild
zu iibertragen, bedarf es einer Reihe von vereinfachenden Annahmen, wie
etwa

e Beschrinkung auf Magnetfelder, deren Elektronen—Gyrationsfrequenz

€ Me

klein ist gegen die Elektronen—Ionen—Stof}frequenz v

e Beschriankung auf Zeitskalen 7 > 1/vy

4L und T kennzeichnen die dem betrachteten System eigenen charakteristischen
Léngen— und Zeitskalen.
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o 1
e Vernachlissigung aller Terme ~ O Me ) O () < 1.
myp 1800

Nach einigen lénglichen Umformungen (die etwa in Kapitel 4 von [0] oder
Kapitel IV.8 von [7] nachgelesen werden konnen), kann die der Lorentzkraft
entsprechende Kraftdichte

fi :=jxB (3.9)

hergeleitet werden, die der rechten Seite der Impulsbilanz (3.2) zuzuschlagen
ist.

3.3.2 Das Ohm’sche Gesetz

Im mit der Geschwindigkeit v bewegten Ruhesystem des Fluidelementes lau-
tet das Ohm’sche Gesetz
nj=E, (3.10)

im Laborsystem also wegen (3.7):
nj=E+vxB, (3.11)

da die Resistivitidt n als Materialkonstante hochstens vom Ort, nicht aber
vom Bezugssystem abhéngen kann. Es sollte erwdahnt werden, dass auch bei
der Herleitung von (3.10) ausgiebig von den im letzten Absatz zitierten Nahe-
rungen Gebrauch gemacht wird.

3.4 Zusammenfassung der MHD—-Gleichungen

Der zu verwendende magnetohydrodynamische Gleichungsatz kann damit
wie folgt zusammengefasst werden:

pOv+p(v-V)v = —VP+jxB+prvViv+tpg (3.12)
hp+V-(pv) =0 (3.13)
nj = E+vxB (3.14)

VXE = —-0,B (3.15)

VxB = puj (3.16)

V-B = 0. (3.17)
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3.5 Wichtige Theoreme der MHD

Es sollen nun kurz einige Theoreme vorgestellt werden, die fiir das konzeptio-
nelle Versténdnis der vorgelegten Arbeit wesentlich sind, und die es ferner ge-
statten, eine gewisse intuitive Vorstellung von der Wechselwirkung zwischen
Feld und Materie zu erhalten, wie sie die Magnetohydrodynamik vermittelt.

3.5.1 “Eingefrorene” Feldlinien

Einer der niitzlichsten Sitze iiber das Verhalten von Magnetfeldern in gut
leitenden Medien ist das Theorem eingefrorener Feldlinien, welches wir hier
aus Platzgriinden nur ohne Beweis angeben.

Gegeben sei ein Fluid der Resistivitidt n(x) mit Feldern v(x,¢) und B(x, t).
Sei ferner G eine mit v mitbewegte® Fliiche mit dem lokalen Normalenvektor
ng und

- / B ng dA (3.18)
a
der Fluss von B durch G. Dann kann gezeigt werden, dass
AV
i dl .19
e /a e (3.19)

gilt, so dass ¥ im Falle n — 0 konstant wird. Da an G keine weiteren Be-
dingungen gestellt wurden, bedeutet dies, dass die Feldlinien von der Materie
mitgenommen werden, sie sind “eingefroren”. Ob die Dynamik durch v oder
durch B bestimmt wird, hdngt von ihrer relativen Stérke ab; ein niitzliches
Kriterium ist der Vergleich der Energiedichten:

(3.20)

5= = > 1 : Feld hilt Fluid fest

_ Winag B?/2u [ <1 : Fluid nimmt Feld mit
Wmech N pUQ/Q

3.5.2 Isorotation

Wir betrachten ein von einem Magnetfeld durchdrungenes Plasma unendli-
cher Leitfahigkeit. Im stationédren Zustand miissen v und B der Beziehung

Vx(vxB)=0 (3.21)

5Damit ist gemeint, dass die Fluidelemente, aus denen G besteht, fiir alle Zeit dieselben
sind.
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geniigen, welche man durch Anwenden von Vx auf (3.11) erhélt.
FERRANO untersuchte 1937, welche Geschwindigkeitsfelder der Form

v = <0, r Q(r, z), O) (3.22)

mit (3.21) vertriglich sind und fand nach kurzer Rechnung’
B xVQ=0 (3.23)

als notwendige Bedingung. {2 muss also entlang einzelner Feldlinien konstant
sein, d.h. jede Feldlinie rotiert starr, aber nicht alle Feldlinien tun dies mit
der gleichen Winkelgeschwindigkeit. Den Fall (3.23) bezeichnet man als Iso-
rotation.

3.5.3 Magnetischer Druck

Die Impulsbilanz enthélt im Allgemeinen den Gradienten V P des Gasdruckes
und die Induktionskraft j x B. Wegen

1 1 B?
jxB=—-(VxB xB:B-VB—V<> 3.24
L(VXB)xB=_(B-V) 2 (3:24)
ist es naheliegend, durch
B2
Phag := — 3.25

einen magnetischen Druck zu definieren, welcher bildhaft als gegenseitige
Abstoflung der Feldlinien begriffen werden kann. Insbesondere kann er in ge-
wissen Situationen in der Lage sein, einen entsprechend gerichteten Gasdruck
zu balancieren.

Der zweite Term (B - V)B dagegen entspricht einer Zugwirkung entlang der
Feldlinien, die versucht, etwaige Kriimmungen und Deformationen “glattzu-
ziehen”. In der Tat verschwindet dieser Term bei parallel orientierten Feldli-
nien.

6Man beachte 1 = 0.
"Diese kann — wie auch der Beweis zu (3.19) — z.B. bei KIPPENHAHN [5] nachgelesen
werden.



Kapitel 4

Die stationire LOosung

4.1 Vereinfachungen

4.1.1 Zylindrische Flussrohre

Wie eingangs dargelegt stellt der “sichbare” (d.h. oberhalb der Konvekti-
onszone befindliche) Teil der Fluirohre ein bogenférmiges Gebilde dar, wel-
ches sich zunéchst bis weit iiber die Grenzen der Photosphére erhebt, um
sich dann wieder zur Sonnenoberflache zuriickzukriimmen. Sicherlich wére
es wiinschenswert, schon von Anfang an mit der vollen Geometrie der in
etwa halbtorusférmigen Struktur zu rechnen. Um aber einen Kompromiss
zwischen einer moglichst hohen Realitétstreue des Modells und der damit
zwangslaufig steigenden Komplexitit der entstehenden Gleichungen zu er-
zielen, soll zunéchst vereinfachend nur ein gerades Segment der Réhre be-
trachtet werden, welches die drei Bereiche Konvektionszone, Photosphére
und Chromosphére senkrecht durchdringt.

4.1.2 Horizontale Temperaturschichtung

Eine weitere, nicht minder weitreichende Vereinfachung besteht in der An-
nahme, dass die Temperaturschichtung im Inneren der Réhre derjenigen in
ihrem Auflenraum entspreche, es also keinen Temperaturgradienten in ra-
dialer Richtung (d.h. senkrecht zur Symmetrieachse der Flussrohre) geben
moge. Dies bedeutet einerseits — insbesondere zufolge der Implikation einer

25
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ebenfalls horizontalen Schichtung beziiglich 7(x)" — eine dramatische Ver-
einfachung des zu l6senden Gleichungssystems, andererseits aber auch einen
nicht minder dramatischen Verlust an Selbstkonsistenz, da die Temperatur
nun als duflere Randbedingung vorgegeben wird, anstatt sich als Losung ei-
ner entsprechenden Energiegleichung zu ergeben. Die gennante Annahme ist
also in diesem Sinne unter dem eher pragmatischen Gesichtspunkt der analy-
tischen Einfachheit zu sehen; eine Diskussion dieser Problematik im Hinblick
auf die beobachtbaren Verhéltnisse realer photosphérischer Konfigurationen
findet sich in Abschnitt 6.3.

4.1.3 Stationaritat

Die folgenden Untersuchungen sollen sdmtlich der Suche nach stationdren
Losungen dienen, d.h. alle zeitlichen Differentiationen verschwinden: 9, = 0.
In diesem Fall lautet (3.15) einfach V x E = 0, und es gibt eine Darstellung

E= -Vo (4.1)

von E als Gradient eines elektrischen Potentials ®(x); insbesondere ist E
damit poloidal auf Grund der in 4.1.1 sichergestellten Symmetrie.

4.1.4 Die Schwerebeschleunigung g

Die in (3.12) eingehende Graviationsbeschleunigung g = ||g|| zeigt strengge-
nommen eine leichte Abnahme mit wachsender Entfernung vom Zentrum der
Sonne; die relative Abweichung in einer Hohe z = Ah errechnet sich zu

Ag 9(Ro) — g(Ro + Ah) _ GM, G Mg
g 9(Ro) = R+ AR / @y 42
- 1—<1+}A£> :222—0 (22) (4.3)

Fiir die schon beachtliche Hohe von Ah = 8000 km etwa findet man (Ag)/g ~
2 %, so dass alle Berechnungen ohne Weiteres mit dem Standardwert
GMg

B2 ~ 274 m/s?
O]

9=9(Re) =

durchgefiihrt werden konnen.

!Der Zusammenhang 7 < T wird in Abschnitt 4.4 noch genauer ausgefiihrt werden.
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4.1.5 Der Tragheitsterm

Um einen Eindruck von der Grofle der zur Impulsbilanz (3.12) beitragen-
den Terme zu erhalten, vergleichen wir zunéchst den Tréagheits— mit dem
Induktionsterm, wobei jede rdumliche Differentiation durch Division durch
die charakteristische Léngenskala £ ersetzt wird, etwa Vx — 1/L, ...

Dies ergibt:

O {Trégheitsterm} O {p(v . V)v} O [pvz / E]

O[Induktionsterm] - OljxB - O{,u_lBQ/L} =0 [(;;) ] . (4.4)

Hierbei bezeichnet
VA ' — — (45)

die Alfvén-Geschwindigkeit. Wie PRIEST [!] darlegt, kann die darin auftre-
tende magnetische Permeabilitat p fiir das solare Plasma in guter Ndherung
durch ihren Vakuum—Wert o aus der in 1.1 gegebenen Aufstellung ersetzt
werden. Wahlt man weiterhin

B ~ 01T (4.6)
und p =~ 107° kg/m?

als typische Werte fiir Magnetfeld und Massendichte innerhalb der Flussrohre,
so findet man dort vy ~ 90 km/s. Die in der Photosphére beobachteten
Stromungsgeschwindigkeiten liegen im Allgemeinen deutlich unterhalb von
10 km/s,” und so scheint es gerechtfertigt, im Folgenden den Trigheitsterm
zu vernachléssigen. Dies geschieht natiirlich vorbehaltlich eines a posteriori-
Vergleiches mit den noch zu berechnenden Geschwindigkeiten; siche hierzu
auch Abschnitt 4.8.

4.1.6 Der Viskositiatsterm

Analog zu den Uberlegungen des vorangegangenen Abschnittes den Triigheits-
term betreffend, kann ebenso gefragt werden, unter welchen Umsténden die
Viskositét des Plasmafluids in der Impulsbilanz zu beriicksichtigen ist.

2KIPPENHAHN [5] etwa nennt v = 5 km/s als typische Geschwindigkeit in der Photo-
sphére.
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PRIEST [1] zitiert hier eine Formel von SPITZER, der zufolge fiir den Koeffi-
zienten der kinematischen Viskositéit v im Falle eines wvollstdndig ionisierten
Wasserstoff-Plasmas der Dichte p gilt:

ke 1 /T\*? ke
— . _167 - | — ~H4. -8 - .
pv= (2.2 10 S) — (K) 5.4-10 - (4.8)

bei T' = 5000 K. (Zu Bedeutung und Wert von In A siche Gleichung (4.42).)
Nimmt man an, dass dieser Wert auch bei unvollstédndig ionisiertem Plasma
in etwa die richtige Groflenordnung liefert, so fithrt der zu 4.1.5 analoge
Vergleich auf

O [Viskositétsterm} O {pu(vzv)] O [(py)v/ﬁﬂ

I
©
—
s b
~—
™~
L

(’){Induktionsterm} OljxB

0 [u—lm /c]

mit

pvlpy) g v ( B )‘2
£, =P~ 10 m (5 km/s> ) (4.10)

Selbst wenn fiir die Werte von (p v), v und B noch Unsicherheiten bzw. Ab-
weichungen um mehrere Zehnerpotenzen zugelassen werden, so ist doch ge-
wiss stets £ > £,,, und der Einflufl der Viskositét kann getrost vernachléassigt
werden.?

Insgesamt lautet die vereinfachte Version des zu losenden Gleichungssystems
also:

0 = -VP+jxB+pg (4.11)
nj = —-V&+vxB (4.12)
pji = VxB (4.13)

0 = V-B (4.14)

0 = V-(pv) (4.15)

3STIX [3] bestiitigt dieses Ergebnis qualitativ; wie er in Kapitel 6 ausfiihrt, wird aller-
dings gelegentlich im Rahmen von Computersimulationen eine (unrealistisch) hohe Visko-
stitét eingefithrt, um gewisse numerische Artefakte zu vermeiden. Dieser Umstand ist hier
ohne Bedeutung.
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4.2 Das Koordinatensystem

Die axiale Symmetrie (0s = 0) der in 4.1.1 beschriebenen Konfiguration legt
die Verwendung eines Koordinatensystems aus Zylinderkoordinaten [r, ¢, z]
nahe, wobei die (z = 0)-Ebene durch die Grenzschicht Konvektionszone «
Photosphére gegeben sei und die vom Zentrum der Sonne weg gerichtete
z—Achse mit der Léngsachse der Flussrohre zusammenfalle; damit ist insbe-
sondere g = —g e,. Die Nullrichtung der azimutalen Koordinate ¢ ist aus
Symmetriegriinden willkiirlich und irrelevant.

Die damit implizit eingefithrte Approximation der kugelférmigen Sonnen-
oberfliche durch ihre lokale Tangentialebene beinhaltet offenbar eine Be-
schrinkung auf Phénomene mit typischen Léngenausdehnungen £ < R,
was unproblematisch erscheint im Hinblick auf eine rdumliche Ausdehnung
der solaren Flussrohren von ca. 3 - 107 km in groBen Sonnenflecken (siehe
dazu auch [3]) bis hinunter zur fiir erdgebundene Beobachtungen relevanten
Auflésungsgrenze® von

Al =15 Ap ~ (1.5-10° km) (0.5") ~ 380 km (4.16)

und vermutlich noch darunter.

4.3 Das Magnetfeld

4.3.1 Allgemeine Form

Die in Abschnitt 4.1.1 eingefiihrte Forderung einer zylinderférmigen Rohren-
geometrie bedingt ein Magnetfeld der Form

0
B=| Byrz) |, (4.17)
B.(r,z)
wobei wegen
0B,
0=V -B= (4.18)

0z

“Die Aussage Ay > 0.5” (siehe STiX [3]) ist durch das Refraktionsverhalten der in der
Erdatmosphiére stets vorhandenen Turbulenzzellen ( “seeing”) gegeben. Neuerdings konnen
durch Verwendung spezieller Beobachtungs— und Auswertungsverfahren, z.B. der speckle—

Interometrie, sowie im Rahmen der drei weltraumgestiitzten Beobachtungsplattformen
SOHO, Yohkoh und TRACE Strukturen bis etwa Al ~ 150 km aufgeltst werden.
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die z—Komponente keine z—Abhéngigkeit tragen darf. Notiert man nun die
einzelnen Terme der Impulsbilanz (4.11) als Spaltenvektoren

0 0, P(r, z) 0
0 |=- 0 +jixB+p(r,z)| 0 (4.19)
0 0.P(r, z) —g

und betrachtet zundchst deren ¢p—Komponente, so gilt offenbar

0=(jx B)y = B. %i‘f’ = By(r,z) — By(r) . (4.20)

Damit aber ist das gesamte Magnetfeld unabhdngig von z! Insbesondere folgt
damit aus dem Induktionsgesetz

0B,
_— B),=——=0 4.21
pir = (V x B) 5, (4.21)
fiir Stromdichte und Induktionskraft die Form
0 fu(r)
i=1 Js(r) bzw. jx B =: 0 . (4.22)
J-(r) 0

Die r—Komponente von (4.19) ldsst sich damit sofort integrieren zu
P(r,z) = Py(r) + Px(2), (4.23)

wobei

Py(r) = / fu(r) dr (4.24)

gilt und Py(z) eine Integrationsfunktion darstellt. Zusammen mit der z—
Komponente von (4.19) bedeutet dies:

0.Py(z) = 0,P(r,z) = —gp(r,z) = p(r, z) — p(2). (4.25)

Nimmt man ferner eine allgemeine Zustandsgleichung der Form P = P(p,T)
an, so kann, da p und 7T nicht von r abhéngen, auch der Druck P keine
r—Anhéngigkeit tragen. Damit aber ist

jxB=0, (4.26)
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und B somit ein kraftfreies Feld.?

Aufgrund der inhdrenten Nichtlinearitét der Gleichung (4.26) gestaltet sich
deren Losung in voller Allgemeinheit recht schwierig; hier jedoch vereinfacht
sie sich aufgrund der hohen Symmetrie des Problems zu einer gewdhnlichen
Differentialgleichung erster Ordnung;:

0= = PO I (P mep) . @

so dass bei Vorgabe der ¢— oder z—Komponente die jeweils andere Kompo-
nente ermittelt werden kann. Insbesondere 148t sich leicht zeigen, dass jedes

Feld der Form
- (1 T T

die Gleichung (4.28) erfiillt, wenn die der Energiedichte proportionale Funk-
tion

E(r) = [Bo(r)]* + [B.(r)]* (4.30)
den beiden Bedingungen
2
€ o wma 8 (4.31)
dr r

geniigt.’

4.3.2 'Wahl des B,—Profils

Um die radiale Struktur einer Flussrohre nachzubilden, sind an die Form
von B am unteren Photosphérenrand (und damit iiberall) zunéchst folgende
Bedingungen zu stellen:

e Glatter (d.h. zweimal stetig differenzierbarer) Verlauf fiir alle r (damit
insbesondere Freiheit von Singularititen)

5Diese Erkenntnis liefert sofort
P(r.2) = P0.0) ~ g [ ol¢) dC (4.27)
0

als explizite Form von P(r, z) in (4.23) durch Integration der r—Komponente von (4.19).
SFiir einen Beweis siehe [5], Seite 125.
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e Annahme eines vorzugebenden “Kernwertes” By auf der Achse r =0
e Monotoner Abfall innerhalb einer charakteristischen Lénge R
e Fiir r — oo asymptotische Annédherung an B = 0.

Im Folgenden wird eine Auswahl von Losungen zu Gleichung (4.28) gegeben,
die die genannten Bedingungen erfiillen:

T 1
Biw) = B0 ) (4.32)

By(z) = Bo |04 " VHW?) (4.33)

\/§ (]_ + x2)3/4’ (1 + IE2)3/4

arctan(z?) a2t+222-1 1
B = By |0,£+ 4.34
3(7) o\ \l x? N (zt4+1)2 "1+ (4.34)
1—(1+22) exp(—2x
Bi(x) = By O,j:\/ ( ) ( ),exp(—x2)) (4.35)
x
l—z+e? 2In[(1+e>)/2] 1
B = By |0,£ - 4.36
() 7 \/ x cosh® z 72 "coshz (4.36)
Die dimensionslose Koordinate z := r/R bezeichnet dabei die radiale Ko-

ordinate r in Einheiten des charakteristischen Radius R. Als gewohnliche
Differentialgleichung erster Ordnung enthélt (4.28) eine freie Konstante in
ihrer allgemeinen Losung; diese wurde jeweils so gewéhlt, dass keine Singu-
laritdten auftreten. Man beachte, dass mit By stets auch —By Losung zum
gleichen B, ist, da (4.28) B, nur quadratisch enthélt.

Die beiden Abbildungen 4.1 und 4.2 zeigen die fiir die Felder B; bis B; die
beiden nicht verschwindenden Komponenten B, und B,. Die qualitativen
Unterschiede sind hier offenbar gering mit Ausnahme der Fille By und B,
die sich durch einen flachen (bzw. steilen) Abfall von B, und durch einen
niedrigen (bzw. hohen) Maximalwert von B, auszeichnen.

Zur Mustration dieses Zusammenhangs denke man sich B,(r)/By durch
die sog. Fermi-Funktion

1
@) = o = 1]

(4.37)
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Abbildung 4.1: z—Komponenten der Felder B, /B bis Bs/ By

08|
06 |

U-“-: . ,. -
e

02|

0 1 : 3 4

Abbildung 4.2: ¢—Komponenten der Felder B, /B, bis Bs/ By

vorgegeben, deren Flankensteilheit bei x &~ 1 durch den Parameter k reguliert
werden kann; siehe hierzu Abbildung 4.3. Die in Abbildung 4.4 gezeichneten
zugehorigen B,/ By-Komponenten zeigen in der Tat mit wachsendem k ein
zunehmendes Aufsteilen im Bereich x ~ 1; Im Limes k — oo entsteht das in
x = 1 unstetige Feld

(0,1) fir z<1

(Botw).B.2)) = Bl

<,0> fir x>1
x

(4.38)
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Abbildung 4.3: Profil B,(zR)/By = fi(x) fur k € {1,...,20}

Abbildung 4.4: Zu B,(zR)/By = fr(z) gehorige p—Komponenten
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4.4 Das Resistivititsprofil n = n(z)

In diesem Abschnitt soll — ausgehend von der Annahme einer vorgegebenen
horizontalen Temperaturschichtung 7' = T'(z) — der Verlauf der zur Losung
von Gleichung (4.12) notwendigen Resistivitét n(z) ermittelt werden. Im Ge-
gensatz zur in vielen Bereichen der Sonne realisierten Situation eines vollio-
nisterten Plasmas ist im hier vorliegenden Fall gerade der Umstand eines
rdumlich variablen Ionisationsgrades von entscheidender Bedeutung.

4.4.1 Konstituenten der Plasma—Leitfdhigkeit

Die elektrische Leitfahigkeit des Plasmas wird dominiert durch die Dynamik
der freien Elektronen, da diese gegeniiber den massiveren Ionen eine grofie-
re Beweglichkeit besitzen. Das dynamische Verhalten dieser Elektronen wird
dabei nicht nur (wie im vollionisierten Fall) von Elektron-Ion-Kollisionen
bestimmt, sondern zusétzlich durch Stofle mit den nun ebenfalls vorhande-
nen Neutralteilchen. Dementsprechend findet man (etwa bei PRIEST [1]) die

p o= T (1+ 1) (4.39)

In A _ n) [T
TI;{+(5.2.10 ) (”) =

l
/N
w
BN |
—
]

&
50&
wn

N—

| (440)

Hierbei bezeichnet n, die Anzahldichte der Elektronen (oder Ionen’) und
n, diejenige der nicht ionisierten Teilchen. Die genannten Stofiwechselwir-
kungen gehen also formelméfig durch ihre jeweiligen mittleren Stofizeiten 7;
(Elektron-Ion-Stofle) bzw. 7o, (StéBe der Elektronen mit Neutralteilchen)
ein. Der Coulomb-Logarithmus In A ist nur schwach von Dichte und Tem-
peratur abhéngig, so dass es hier geniigt, ihn fiir eine mittlere Temperatur

"Bei gut leitfihigen Plasmen wie dem hier Betrachteten kann von Quasi-Neutralitiit
ausgegangen werden, d.h. eventuell entstehende Anhdufungen elektrischer Ladung werden
so schnell wieder ausgeglichen, dass fiir die Anzahldichten n., und n; von Eletronen und
Tonen n, ~ n; gilt, oder etwas préziser

[ne — nil
Ne + Ny

<1 (4.41)

bei Mittelung iiber die entsprechenden Léngenskalen.
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T = 5000 K und eine mittlere Dichte . = 107" m~—% auszuwerten; wir
erhalten so

127 | (eo kg T)3

InA=1
. . e’ e

~T2. (4.42)

4.4.2 Die Saha—Gleichung

Wie Gleichung (4.40) zeigt, ist neben dem expliziten Temperaturprofil ferner
die Kenntnis des Ionisationsverhéltnisses n,/n, erforderlich. Das Gleichge-
wicht zwischen Ionisation und Rekombination wird beschrieben durch die
Saha—Gleichung, welche in ihrer {iblichen Form lautet:

n, 2 2r m ]CB 3/ €1
== === T (— ) 4.43
Ny Ny ( (hp)? ) P\ kg T ( )

(1 = 13.6 eV = 2.2 -107'® J ist die Ionisierungsenergie des Wasserstoffs.)
Neben einer Reihe von Naturkonstanten gehen also auf der rechten Seite von
(4.43) die absolute Anzahldichte n, der neutralen Teilchen ein sowie — wie
schon in (4.40) — wiederum die absolute Temperatur.

4.4.3 Anpassung an empirische Werte

In den beiden vorausgegangenen Abschnitten wurde dargelegt, dass die Er-
mittlung des gesuchten Resistivitétsprofils n(z) die Kenntnis der Variation
der folgenden beiden physikalischen Parameter mit der Hohe z erfordert:

1. Absolute Temperatur 7' = T'(z) und
2. Anzahldichte der Neutralgasteilchen n, = ny(z).

Die Literatur kennt in diesem Zusammenhang eine Anzahl sogenannter Mo-
dellatmosphdren, welche (i.A. unter der Annahme des lokalen thermodyna-
mischen Gleichgewichtes) eine numerische Beschreibung des Ruhezustandes
der solaren Atmosphére liefern im Hinblick auf die vertikale Variabilitéit von
Temperatur, Dichte, Turbulenzparameter, etc. STIX [3] nennt hier insbeson-
dere die Harvard Smithsonian Reference Atmosphere aus dem Jahre 1971
sowie das etwas aktuellere VAL-Modell nach VERNAZZA ET AL. (1981), wel-
ches im Folgenden verwandt werden soll.
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Die Abbildungen 4.5 und 4.6 zeigen einige der in [3] tabellierten Datenpunk-
te des VAL-Modells, jeweils um eine entsprechende interpolierende spline—
Kurve ergénzt. Deutlich erkennbar ist das Minimum von T},;, ~ 4170 K in
einer Hohe von etwa z,;, ~ 500 km, sowie das in guter Naherung als expo-
nentiell zu bezeichnende Abklingen der Neutralgasdichte.

Aus den vorliegenden Datenpunkten [z;|T;] und [z;|(ny);] ldsst sich nun je-

H[UU:
7000
T | ' e

£000 - L

5000
zoo 0 200 40 ©00 800 jogo 1200 1400 1sad  iaoo  zood
z [km]
Abbildung 4.5: Verlauf der Temperatur 7" im VAL-Modell

weils punktweise durch Anwendung der Formeln (4.40) und (4.43) ein ent-
sprechender Datensatz [z;|n;] gewinnen; Abbildung 4.7 stellt das Ergebnis
dar. Ebenfalls dort eingezeichnet ist die Funktion

1(2) = 10 exp {— (2 zz‘“ﬂ (4.44)

1
mit
n = 010Qm (4.45)
Zm = 440 km (4.46)
L, = 140 km, (4.47)

welche die Lage der generierten Datenpunkte offenbar mit hinreichender
Prézision wiedergibt und von nun an in allen weiteren Rechnungen zu ver-
wenden ist.
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Abbildung 4.6: Verlauf der Neutralgasdichte ny im VAL-Modell. Dargestellt
”H(2)>

. z 1
1st m — logq -

4.5 Das Dichteprofil p = p(z2)

Neben der in 4.4 bestimmten Funktion 7(z) verlangen die Gleichungen (4.11)
und (4.15) nach einer Vorgabe des Profils der Massendichte p(z). Eine reali-
stische Ersatzfunktion ist hier deutlich leichter zu finden, da das VAL-Modell
die Massendichte direkt in tabellierter Form zur Verfiigung stellt.

Abbildung 4.8 zeigt eine Darstellung des entsprechenden Datensatzes in der

Form
Zi Pi
— 1 —_
[(km) ’ o810 <kg/m3>1
zusammen mit der Ersatzfunktion

o(2) = po exp (—L) ; (4.43)

p

die optimalen Parameter sind

po = 3-107* kg/m?® (4.49)
und L, = 120 km. (4.50)
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Abbildung 4.7: Datenpunkte [z;|7;] und analytische Ersatzfunktion z — 7(2)
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Abbildung 4.8: Datenpunkte [2;|p;] des VAL-Modells und analytische Ersatz-
funktion z — p(z)
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4.6 Das Stromungsfeld

4.6.1 Einfache Ansitze fiir v

Getreu dem in der Einleitung gegebenen Prinzip “vom Einfachen zum Kom-
plexen” soll zunéchst gepriift werden, ob das in Abschnitt 4.3 abgeleitete Ma-
gnetfeld Geschwindigkeitsfelder zulésst, die gewissen vereinfachenden (und
zunéchst nicht physikalisch motivierten) Einschrankungen unterworfen sind,
speziell: Felder, bei denen einzelne Komponenten identisch verschwinden.
Hierfiir kommen (wenn iiberhaupt) nur die r— oder die z—Komponente in
Frage, da die Vorgabe eines Wirbels in der (z = 0)-Ebene dort eine nicht-
verschwindende ¢—Komponente voraussetzt.

4.6.1.1 Geschwindigkeitsfelder der Form v = v, e; + v, e,

Liegt zunéchst v (wie auch B) auf koaxialen Zylindern um r = 0, so muss
v X B senkrecht auf einer solchen Zylinderfliche stehen. Insbesondere folgt
aus den ¢g—Komponenten von (4.12) und (4.13) jeweils:

nje = (=VO)y+ (vxB),=0 (4.51)
0B.(r)

or ’
so dass B, konstant und B, wegen (4.28) entweder proportional zu 1/7 ist
oder aber identisch verschwindet. Das hierdurch beschriebene Magnetfeld
geniigt aber offenbar den Forderungen aus 4.3.2 in mehrfacher Hinsicht nicht.
Mithin bleibt festzuhalten, dass zylinderartige Plasmastréomungen nicht ge-
eignet sind, zylinderformige Flussréhren der hier betrachteten Form aufrecht
zu erhalten.

bzw. pjs = (VxB)y=—

(4.52)

4.6.1.2 Planares Geschwindigkeitsfeld v = v, e, +v4 ey

Betrachten wir nun den anderen Spezialfall v, = 0, in welchem die Bewegung
einzelner Fluidelemente also auf die Ebenen z = konst. beschrankt ist. Hier
kann sofort festgestellt werden, dass sich aus (4.15)

0=V-(pv) = i;(r p(z) v (r, z)) (4.53)

eine r—Komponente der Form

Uy (T, Z) == (454)
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ergibt®. Diese muss bei Forderung nach Singularititenfreiheit offenbar iden-
tisch verschwinden, was v zu einem toroidalen Feld macht.
4.6.1.3 Toroidales Geschwindigkeitsfeld v = v, e,

In diesem Fall ist die Kontinuitétsgleichung (4.15) identisch erfiillt. Da toroi-
dale Felder allerdings ein Spezialfall der in 4.6.1.1 diskutierten Situation sind
(und in der dort verwandten Argumentation keine Aussagen iiber v, einge-
hen), miissen mithin alle in den Abschnitten 4.6.1.1 bis 4.6.1.3 untersuchten
Spezialfille als Losungsansitze verworfen werden.

4.6.2 Allgemeines Geschwindigkeitsfeld

Hierzu definieren wir zunéchst
e das Vektorfeld des Massestroms U(x) := p(z) v(x) und

e die zum Feld U gehorige Flussfunktion

Fy(r,z) = — /OT U.(r',2z) " dr' . (4.55)

Offenbar ist —27Fy(r, z) somit gleich dem Fluss von U durch eine in der
Hohe z befindliche kreisférmige Scheibe mit Radius r.
Die Kontinuitdtsgleichung (4.15) impliziert

1 a(rU,) N oU,

— V. —-VvV.U= 4.
0=V-(pv)=V-U — 5, (4.56)
so dass sich U nun in der Form
10Fy 10Fy
U, Uy, U,)=|—-——,Uy,——— 4.57
( o U:) (r 92 Y 1 or > ( )

schreiben liasst und (4.15) identisch erfiillt ist.
Eine weitere wichtige Eigenschaft von Fpy erschlieft sich ferner durch die
Tatsache, dass — wie man sofort nachrechnet — U - VFy = 0 gilt und Fy
somit entlang einzelner Feldlinien konstant ist.

8Dies bleibt sogar richtig, wenn ein v, = v,(r) # 0 zugelassen wird.
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Eine Auswertung der ¢—Komponente des Ohm’schen Gesetzes (4.12) mit
v = U/p fiihrt auf die partielle Differentalgleichung

n(z) 0B.(r)  B.(r) 0Fy(r, z)

pwo or  plz)r 0z (4:58)
fiir Fyy mit der allgemeinen Losung
1T Bl(r) (*
Folr.2) = 5 [ nl€) el) de+ 50 (4:59)

wobei der Strich ’ die Differentiation nach dem jeweiligen Argument bezeich-
net. Im Sinne der oben beschriebenen Flussinterpretation von Fy; beschreibt
die Integrationsfunktion f einen eventuellen Masseein— oder —austritt durch
eine Ebene’ z = 2y, der dort als frei wihlbare Randbedingung vorzugeben
ist. Zum physikalischen Gehalt dieser Setzung siehe auch Abschnitt 4.7.
Schreibt man — wie schon oben — r = xR und weiter

B.(zR) _ B.(r)

b.(x) := B = By (4.60)

so berechnet sich der zu Fy; gehorige poloidale Anteil von U geméfl (4.57) zu

b.(x

vies) = g () e o)
U.(z,2) = 11{Gﬁﬂf_1%m)_w@1

() p(¢) d¢

20

puR? |\ b, () zb,(x) b, ()
+U,, () .

(4.61)
Der zuséatzliche Term

10f(r) _ 1 fx)
U, === —="—- 4.62
o(7) r Or R? z (4.62)
tragt dabei einer bei zy eventuell vorgegebenen Massestromkomponente der
oben genannten Art Rechnung und wird der gréfleren Allgemeinheit wegen

zunéchst noch unbestimmt gelassen.

9Hierbei konnte es sich etwa um die Grenzschicht Konvektionszone < Photosphire
handeln.
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4.6.3 Regularitit entlang der Symmetrieachse

Untersuchen wir kurz die Implikationen der Formel (4.61) fiir die Menge
der zur Konkurrenz zugelassenen B-Profile. Sei dazu b, analytisch mit der
Potenzreihendarstellung

bo(z) =) byz". (4.63)
n=0
Die Regularitéit von U, im Ursprung verlangt dann wegen
b (I‘) b1
=L =—=40 4.64
bo) b (z) (4.64)

zundchst nur by # 0; hingegen lauten die fithrenden Glieder der Laurent—
Reihe des b,—Terms in den eckigen Klammern in (4.61) beziiglich des Punktes
x=0:

b1 1 2byby — b2
1 220 1+

(2)\* 1) bi(2)
@) rb.0 b 5 4
und erfordern offenbar zusétzlich
bi=0. (4.66)

Die vorzugebende Funktion b,(x) muss also in = 0 eine waagerechte Tan-
gente haben.!” Diese Bedingung ist dem in 4.3.2 genannten Satz an Forderun-
gen hinzuzufiigen; die dort angegebenen Beispiele B bis B5 haben samtlich
diese Eigenschaft.

4.6.4 Diskussion des Einstromverhaltens

Ohne auf ein spezielles B-Profil b,(z) Bezug zu nehmen, lassen sich bereits
jetzt einige bemerkenswerte Eigenschaften dieses Feldes diskutieren:

e Die Bewegung des Plasmas in radialer Richtung (d.h. senkrecht zu den
Feldlinien von B) ist proportional zu 7(z) und daher — wie erwartet
— nur im nichtidealen Bereich von Null verschieden.

10Djese Erkenntnis hitte man auch allein aus (4.64) zusammen mit der Bedingung

lim, o Uy (z, 2) L0 (Wohldefiniertheit von U’x:O) gewinnen konnen.
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e Die zu U, beitragenden physikalischen Gréflen sind sémtlich positiv

bis auf den Ausdruck ¥ (x)/b.(x), der wegen der in 4.3.2 genannten
Forderung des nach auflen monotonen Absinkens der Feldstérke stets
negativ ist. Gebiete mit n(z) # 0 sind also immer mit einem Einstromen
von Materie ins Innere der Rohre verbunden.

Die absolute Stérke By des Magnetfeldes kommt in (4.61) nicht mehr
vor, so dass — zumindest im Rahmen der in Abschnitt 4.1 ausgefiihrten
Néherungen — beliebig starke oder beliebig schwache Felder den glei-
chen Massefluss bedingen'!. Insbesondere ist U damit invariant gegen
einen Richtungswechsel des Magnetfeldes B, — — B, , was im Hinblick
auf die im néchsten Punkt diskutierte Frage nach den entsprechenden
Verhéltnissen am anderen Ende der Flussrohre von Wichtigkeit sein
wird.

Wendet man die beiden letzten Feststellungen auf die Flussrohre als
Ganzes an, so ergibt sich folgendes Bild: An den beiden Stellen, an
denen die Flussrohre den nichtresistiven Bereich durchlauft, kommt
es gleichermafien zum Einstrom photosphérischen Plasmas, welches,
einmal dort eingedrungen, den inneren Bereich an keiner Stelle mehr
verlassen kann. Aus diesem Dilemma sind zwei Auswege denkbar:

— Die Rohre wird durch den stetigen Nachstrom neuen Plasmas im-
mer weiter aufgebldht. In diesem Fall gibt es offensichtlich keine
Moglichkeit fiir einen (globalen'?) stationiiren Zustand.

— Die j x B — Kraft der magnetischen Feldlinien baut einen Gegen-
druck Pjg auf, der das weitere Einstromen entweder komplett
verhindert oder einen Abfluss nach unten in die Konvektionszone
hinein erzwingt.

Ob eine der beiden Moglichkeiten (und wenn ja, welche) tatséachlich rea-
lisiert ist, kann mit den Mitteln des vorliegenden Modells leider nicht
entschieden werden, da das Konzept der axialsymmetrischen B-Feld—
Konfiguration definitionsgeméf keine Feldkriimmungen der geforderten

HDies ist hier nur fiir die poloidale Komponente gezeigt. Die entsprechende Betrachtung
fiir Uy findet sich in Abschnitt 4.6.6

2Djies widerspricht nicht notwendigerweise der Setzung 0; = 0, da das Verhalten im
untersuchten Teil immer noch “hinreichend” stationér sein kann.
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Art beschreiben kann.'?

Neuere Beobachtungen ([12], [13]) deuten allerdings darauf hin, dass
die Querschnittsfliche sog. “Koronaler Bégen” (coronal loops) entlang
ihrer gesamten Linge nur um etwa 30 % variiert; dies darf als Indiz
fiir eine (wie auch immer geartete) stabilisierende Wirkung der Feld-
linienkriimmung im superphotosphérischen Bereich angesehen werden,
so dass von beiden genannten Alternativen die letztere realistischer er-
scheint und es demnach in der Tat zu einem vertikalen Abfluss in die
Konvektionszone hinein zu kommen scheint.*

e Unabhéngig vom gewihlten B,—Profil ist U, umgekehrt proportional
zum charakteristischen Radius R der Flussrohre. Daraus folgt, dass die
Menge an Materie, die pro Zeit die Mantelfliche r = R eines von z = 0
bis 2z = zp > 0 reichenden Zylinders nach innen passiert, gegeben ist
durch

/ U-df — /ZD U,(1,2) 2rR dz = konst. (4.67)
{r=R} 0

und daher nicht mehr von R abhéngt. Verschieden grofie Flussrohren
(des gleichen Profils) transportieren also innerhalb der resistiven Zo-
ne stets die gleiche Menge Material in ihr Inneres. Dies ist konsistent
mit U, o 1/R?, da etwa eine Verdopplung von R den Querschnitt
der Rohre vervierfacht und das mit unverdnderter Rate einstromende
Material dementsprechend mit einem Viertel der urspriinglichen Ge-
schwindigkeit nach oben oder unten abflieBen muss.

Die in Abschnitt 4.1 gemachte Annahme ||v|| < vs bedeutet in diesem Sinne
also zunéchst eine Beschrankung auf hinreichend ausgedehnte Flussrohren, in
denen entsprechend langsame Stromungsgeschwindigkeiten herrschen. Eine
quantitative Diskussion dieses Sachverhaltes erfordert natiirlich die Kenntnis
der toroidalen Komponente U, und erfolgt daher erst in Abschnitt 4.8.

4.6.5 Qualitative Verallgemeinerung auf B, # 0

Die vorangegangene Diskussion des Einstromverhaltens vermied zwar die
Festlegung auf ein konkretes B—Profil, bezog sich allerdings bereits auf den

13In Abschnitt 6.3 wird noch iiber eine dritte Moglichkeit spekuliert, die allerdings nur
im Rahmen eines Zwei—-Komponenten—Modells beschreibbar wiére.
14 Abschnitt 4.7.3 beinhaltet eine quantitative Abschitzung dieses Effektes.
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Fall einer Flussrohre mit konstantem Radius, d.h. mit B, = 0. Es soll nun un-
tersucht werden, welche der in 4.6.4 gemachten Feststellungen auch ohne die-
se Einschrankung bestehen bleiben. Hierzu gehen wir zuriick zum Ohm‘schen
Gesetz in seiner allgemeinen vektoriellen Schreibweise

_Vdi+vxB=nj='VxB (4.68)
1

und verwenden die Aufspaltung der Vektoren v und B in ihre poloidalen und
toroidalen Anteile:

V = Vp+ VT (469)
B = Bp+Byp (4.70)
mit
Xp = X,e, + X.e, (4.71)
XT = X¢e¢ (472)

fir X € {v,B}. Einsetzen in (4.68) und Ausmultiplizieren fiihrt nach Tren-
nung von poloidaler und toroidaler Komponente auf das Gleichungspaar

— V& + (vr x Bp)+ (vp x Br) = 772‘) V x Bt (4.73)
(vp x Bp) = Tl(/jc) V xBp . (4.74)

Sei nun '
| = g Br (4.75)

der Einheitsvektor in Richtung von Bp und
e, =ey xe| (4.76)

derjenige senkrecht zu Bp, so dass {e|, e} die poloidale Ebene aufspannen
und [ey4, |, e ] in dieser Reihenfolge ein orthogonales Rechtssystem bilden.
Die weitere Aufspaltung von vp in

Vp = V| + VL (4.77)
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mit
V|| = (Vp : e||) eH (4.78)
Vi = Vp—V|, (4.79)

d.h. in eine Komponente parallel und senkrecht zu Bp, liefert nach Einsetzen
in (4.74) die folgende aufschlussreiche Gleichung:

(VLXBP):U(MX)VXBP s (480)

aus der sich insbesondere wegen
vi LBp=|lvi xBp| =|[v.] [|Bpl| (4.81)

die Beziehung
n(x) [V xBe|

IBe|

vl = (4.82)

folgern léasst.

Analog zu den im letzten Abschnitt genannten Eigenschaften des einlaufen-
den Stromungsfeldes bei B, = 0 lassen sich an den Gleichungen (4.80) und
(4.82) nun folgende Eigenschaften fiir den allgemeineren Fall ablesen:

e Wie nicht anders erwartet sind Fluidbewegungen quer zum Magnetfeld
nur an Orten x mit n(x) # 0 moglich; andernfalls sind vp und Bp
parallel und v, = 0.

e Betrag und Vorzeichen von Bp haben keinen Einfluss auf Gréfle oder
Richtung dieser Querstromung.

e Um zu einer Aussage iiber die Richtung von v, d.h. zur Diskrimination
von radialem Ein— oder Ausfluss zu gelangen, betrachte man ein (klei-
nes) Fliachenstiick A, welches am Ort xo von den Vektoren (Az| e))
und (Az, e, ) aufgespannt wird. Insbesondere hat A damit e, als Nor-
malenvektor, siche Abbildung 4.9.

Wir berechnen den Fluss W 4(xg) von (4.80) durch A und erhalten auf
der rechten Seite:
n(x)

Uy(xo) = /A (u V x BP> cey dA (4.83)
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&

Abbildung 4.9: Zur Herleitung der Richtung von vy. Der Vektor ey weist bei
X in die Zeichenebene hinein.

n(x)

1

n(x)

1

durch Anwendung

/A(VXBP)-%dA

0A

Bp'dS

(4.84)

(4.85)

1. des Mittelwertsatzes der Integralrechnung (Auswerten von 7(x)
an einer geeigneten Zwischenstelle x = X € A) und

2. des Satzes von Stokes (Umwandlung des Flussintegrals durch A
in ein Pfadintegral iber den Rand 0A von A).

Wie in Abbildung 4.9 angedeutet kann der Integrationsweg entlang 0 A

in die vier Segmente

Sl = Xo
SQ = X + AJIH e
53 = Xo—f-AZL‘” eH—|—AxL e
S4 = XD+A$J_ e

Ll

Xo + Ax” e

Xo+ Az e+ Ax; ey
Xo+ Az, e

X

(4.86)
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aufgeteilt werden, wobei S, und S senkrecht zu den Feldlinien von Bp
orientiert sind und deshalb keinen Beitrag liefern.'®

Wenn nun Bp nach auflen, d.h. in Richtung von e, betragsmifBig
abfillt'® so gilt offenbar fiir die beiden verbleibenden Segmente

Bp-ds>— | Bp-ds, (4.87)
Sl SB

und wir konnen schlieflen

U4 (x0) = ( [ Bpeds+ [ Bp-ds> 0. (4.88)
1 3

Das entsprechende Flussintegral der linken Seite von (4.80) ergibt

Uu(xy) = /A(vaBp)-ed) dA (4.89)
= [ IBeGll (vixep-e;dd  (4.90)
= IBe) [ (e xes) - vidA  (491)
= IBe()]| [ (~er-vi) dA, (4.92)

wobei der Reihe nach wiederum der Mittelwertsatz der Integralrech-
nung, zyklische Vertauschung im Spatprodukt und die Orthogonalitét
(4.76) verwandt wurden. Zusammen mit dem Ergebnis (4.88) der rech-
ten Seite gilt also:

/A(VL'eL)dA<0' (493)

Da Ort xo und Groe (Azy, Az ) des Integrationsgebietes A beliebig
gewéhlt werden diirfen, tibertragt sich die Ungleichung (4.93) vom In-
tegral auf den Integranden:

v, e <0. (494)

v, und e; konnen definitionsgem&fl nur parallel oder antiparallel zu-
einander stehen, und nach (4.94) ist Letzteres der Fall. Dies bestétigt

Diese Argumentation ist fiir endlich grofies A nicht ganz korrekt, da sie eine eventuelle
Kriimmung der Feldlinien unberiicksichtigt lésst. Der Fehler wird aber im Limes A — {xo}
beliebig klein.

6Das ist bei den hier zu betrachtenden Flussréhren definitionsgem&f der Fall.
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und verallgemeinert die in 4.6.4 festgestellte Tendenz der Flussrohre,
Plasma in Richtung wachsender Magnetfeldstérke zu transportieren, in
diesem Fall also in ihr Inneres hinein.

e Sei Lp die charakteristische Lénge, auf der sich Bp um seine eigene
Grolenordnung dndert. Mit der schon aus 4.1.5 bekannten Ersetzung

VX — 1/£p

findet man sofort

1
[l o Lo’ (4.95)

als (qualitatives) Analogon zum in 4.6.4 gefundenen Ergebnis

IV xBell _ 0,B.(r) _ 10.b() 1
|Be|| B.(r) R b(z) R

B, =0=||v,] x (4.96)

Demnach kann festgehalten werden, dass die in 4.6.4 erkannten Eigenschaften
der radialen Fluidstromung

1. Unabhéngigkeit von Betrag und Richtung von Bp

2. Skalierung der Form ||v.| o« 1/Lp

3. Stromungsrichtung immer senkrecht auf die Symmetrieachse zu
qualitativ Giiltigkeit besitzen fiir jede stationire, radialsymmetrische Ma-
gnetfeldkonfiguration mit nach auflen abfallender Feldstéirke. Insbesondere

sind sie unabhéngig von

e der Natur der in der (nicht verwendeten) Impulsbilanz (4.11) auftre-
tenden Kraftdichten,

e der Annahme horizontaler Schichtung von Temperatur oder Dichte,
e dem konkreten (B, B,)-Profil und

e der Frage, ob das Magnetfeld kraftfrei ist oder nicht.
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4.6.6 Toroidaler Massefluss

Kehren wir nun wieder zum Fall B, = 0 zurtick. Als letzte noch zu be-
stimmende Grofle bleibt die toroidale Komponente U, des Masseflusses U.
Hierzu eliminiert man zweckméfigerweise den (zunéchst noch unbekannten)
elektrischen Potentialterm V& aus (4.12) durch Bildung der Rotation. Der
(etwas ldngliche) Ausdruck fiir die ¢p—Komponente der entstandenen Vektor-
gleichung gestattet folgende exakte Losung fiir Uy:

Us(z,2) = p(2) Vi(z) + Uy(z, 2) + Ur(z, 2) (4.97)

mit den Definitionen'”

RS ORI AC R ACO R AC)
Uz, 2) = ;ﬁbf(g;) [(bz(ﬂc)> _xbz(as)_bz(x)]

bs(2) 11 (.
o Us ()

) = Lk (%(@ [b’z’@)_(b;@)) 1

| #(€) (<) d¢

=

o) () 0@ 1]
= [ ) [0 o
Analog zu (4.60) wurde |
By by(z) := By(zR) (4.99)

gesetzt. Bemerkenswerterweise tritt auch hier die absolute Feldstirke B
nicht mehr auf.

Die Integrationsfunktion Vi(z) kann genutzt werden, um in beliebiger Hohe
eine gewiinschte Wirbelform W (z) zu fordern; bei z = z, etwa gilt:

W(‘T) zZ=Zz0 = (](}Sp((z;)Z())
= Vi(:p) + p(zo) <U(l‘, Zo) + UR(va ZO) > (4.100)
= Vi(l‘) + L b¢(x) Uz()(x) :

p(z0) b-(2)

17U ist nicht mit p ||vy || aus 4.6.5 zu verwechseln!
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Durch Vergleich von (4.98) mit (4.61) ergibt sich

[’II b¢ B¢
— . 4.101
B, ( 0 )

U. b

Wire also Uj der einzige in (4.97) beitragende Term, so ldge eine Stromung
parallel zu B vor; dies begriindet die gewédhlte Notation und entspricht der
Erwartung an die Fluidbewegung im nichtresistiven Fall. Insbesondere ist der
Uj~Term damit irrelevant fiir die Frage des im resistiven Bereiches auftre-
tenden Schlupfes zwischen v und B.

Wie an (4.98) ferner erkennbar ist, scheint U, umgekehrt proportional zur
Steigung b, /b, der Magnetfeldlinien zu sein, d.h. der Ubergang

()= ()

U¢—>C¥U¢.

bewirkt

Hohe Winkelgeschwindigkeiten scheinen also zunéchst mit sehr flach gewen-
delten Magnetfeldlinien einherzugehen. Allerdings ist zu beachten, dass «
nicht frei gewihlt werden kann: Ist (by,b,) ein kraftfreies Feld im Sinne von
Gleichung (4.28), so ist (« by, @ b,) ebenfalls kraftfrei, (o by, b,) mit |a| # 1
im Allgemeinen aber nicht. Daher wird etwa eine quasistatisch durchgefiihr-
te Steigerung von U, das Feld nicht einfach “flacher” machen, sondern es in
komplizierterer Weise dergestalt verformen, dass (4.28) zu jedem Zeitpunkt
erfiillt ist.'®

4.7 Der Schlupf zwischen Feld und Fluid

Nachdem die analytische Form des Masseflusses nun zur Génze bekannt ist,
sind zwei verschiedene Ansétze denkbar, um die Wechselwirkung zwischen
Feld und Fluid zu studieren:

8Die Erhaltung des magnetischen Flusses fOR B, (r, 2) 2mr dr ist bei derartigen quasista-
tischen Anderungen nicht gefihrdet, da eine sich einstellende Anderung b, (x) — v b, (z)
stets formal durch eine Umskalierung By — By /v aufgefangen werden kann.



4.7. DER SCHLUPF ZWISCHEN FELD UND FLUID 53

e Zunichst konnte man daran denken, an einem der beiden Fuflichen'’
ein planares Geschwindigkeitsprofil Vy(x) = W(x)|,—¢ willkiirlich vor-
zugeben und daraus die Verdrillung entlang der Flussrohre sowie den
entsprechenden Wirbel an der anderen Seite der Rohre zu berechnen.
Dies wiirde allerdings eine physikalisch nicht begriindbare Auszeich-
nung des einen Rohrenendes beinhalten.

e Naheliegender scheint es dagegen, beiden Stirnflichen der Rohre die

gleichen Wirbel zuzuordnen, die sich bezogen auf die untere Photo-
sphiirengrenze gleichsinnig? drehen mogen. Entlang der Réhre dndert
sich Uy (z, ) dann von Ug(x, 0) auf —Uy,(z, 0) und muss daher am Schei-
telpunkt der Flussréhre aus Symmetriegriinden verschwinden; entspre-
chendes gilt fiir U,(z, z). Dieser Ansatz soll im Folgenden verfolgt wer-
den.
Grundsétzlich konnte auch an die Verwendung zweier verschiedener
Wirbel Vyi(z) und Via(z) gedacht werden. Dies erscheint allerdings
unnotig kompliziert, da es auch dann eine statische Schicht geben wird,
die allerdings nicht mehr notwendig am Scheitelpunkt zu sitzen hat; die-
se Situation liele sich demnach auf den zuerst geschilderten Fall eines
einzelnen Wirbels zuriickfiithren.

Abbildung 4.10: Zum Drehsinn der beiden Wirbel. Unten die eigentliche
Réhrenform (Rotation gleichsinnig bezogen auf die (1, ¢)-Ebene), dariiber die
gerade, topologisch dquivalente Form mit gegensinniger Rotation beziiglich
der z—Achse.

19Gemeint sind die Stirnflichen, also die geometrische Schnittmenge der (z = 0)-Ebene
mit den beiden zylinderférmigen Réhrenenden.

20Fine gegensinnige Rotation an den FuBpunkten entspriche einer gleichsinnigen, unter
Umsténden sogar verschwindenden Torsion entlang der Flussrohre.
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4.7.1 Randbedingungen

Die bisher hergeleiteten Ausdriicke fiir die Komponenten von v lassen erken-
nen, dass die Vorgabe von Randbedingungen fiir Stromungs— und Magnetfeld
in folgender Weise eingeschréankt ist:

e Wird zum einen eine der beiden nichtverschwindenden Kompenten von
B vorgegeben, so ist die jeweils andere festgelegt durch die Bedingung
(4.28) der Kraftfreiheit. Ferner kann in diesem Fall an den Gleichungen
(4.61), (4.97) und (4.98) sofort das zugehorige Geschwindigkeitsfeld
abgelesen werden, welches somit eindeutig bestimmt ist; insbesondere
gilt dies fiir die Gestalt des Wirbels am Roéhrenfufipunkt.

e I[st hingegen die explizite Vorgabe eines beliebigen Wirbels

Ug(x,0
W(2) = vg(e,0) = 220 (4.102)
Po
gewiinscht, so stellt der oben gefundene Ausdruck fiir Uy zusammen mit
(4.28) ein System nichtlinearer, gewthnlicher Differentialgleichungen
fiir das B-Feld dar, dessen allgemeine Losung, sofern sie existiert, ggf.

noch durch Vorgabe von “Randbedingungen” der Form

bz(xc) = Ola
b(ze) = O (4.103)
0.4. zu konkretisieren ist.?!
Im Folgenden werden zunéchst — der erstgenannten Strategie folgend —

anhand eines vorgegebenen Magnetfeldes die wesentlichen Eigenschaften des
zugehorigen v—Feldes quantitativ erfasst und diskutiert. Der zweite Ansatz
soll im darauf folgenden Abschnitt 4.7.5 betrachtet werden.

4.7.2 Spezialisierung auf ein (b,, b,)—Profil

Als typischen Vertreter der Klasse moglicher (by,b,)-Profile erscheint hier
das aus 4.3.2 bekannte Feld

T 1
Bi() = B (047 5 15 ) (4.104)

2IDjese werden sich im Allgemeinen aus den Forderungen an die generelle Gestalt der
Flussrohre ableiten lassen; sieche dazu Abschnitt 4.7.5.2.
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besonders geeignet, da es neben seiner kompakten analytischen Darstellung
die interessante Figenschaft der konstanten Inklination aufweist, d.h. die ver-
tikale Distanz Ahg, innerhalb derer eine Feldlinie die Achse einmal umrundet,
ist wegen

Ahg b, 1
== =4 4.1
2mx by T (4.105)

gleich fiir alle Feldlinien, und die gesamte Konfiguration verdrillt sich wie
ein starrer Korper. Abbildung 4.11 zeigt eine dreidimensionale Darstellung
einiger ausgewéhlter Feldlinien von B;. Es darf erwartet werden, dass die

Abbildung 4.11: Feldlinienstruktur von B,

fiir den Spezialfall B = B; erhaltenen Ergebnisse sich innerhalb gewisser
Grenzen auch auf andere Profile verallgemeinern lassen, da die qualitativen
Unterschiede innerhalb dieser Klasse eher gering zu sein scheinen. (Vergleiche
dazu auch die Abbildungen 4.1 und 4.2 sowie insbesondere die numerische
Analyse in 4.15.)

Neben der Wahl eines analytisch moglichst einfachen Feldes konnte auch
daran gedacht werden, stattdessen den Anschluss an die Beobachtung zu su-
chen und auf tatsichlich gemessene B-Profile zuriickzugreifen. STIX [3] etwa
zitiert (auf Seite 288) eine Arbeit von BECKER & SCHROTER, der zufol-
ge sich die Magnetfeldstirke Bg(r) = ||Bs(r)|| in einem kreissymmetrischen
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Sonnenfleck des H-Typs vom Radius Rg wie
BS (T’ ) . 1

Bs(0) 14 (]%)2

mit dem Radius r vom Zentrum des Sonnenflecks dndert. Die zugehorige
Energiefunktion Es(r) := Bg(r)? geniigt allerdings wegen

(4.106)

2
d (Jg) —1 <0 fir r < Rg
<r2 Ss(r)> =27 S 5 ¢ =0 fir r=Rg (4.107)
dr [<T)2+1‘| >0 fir T>RS

Rs

der Forderung (4.31) an eine kraftfreie Konfiguration nicht und kann deshalb
keine brauchbare Alternative zu B, liefern.

Der ebenfalls in [3] genannte Beobachtungsbefund, dem zufolge der Winkel
ag, den die Feldlinien mit der Vertikalen einschlieflen, ndherungsweise durch

den Ausdruck
_ <T> 4.108)
“5 = 9 \ Ry (
beschrieben werden kann, befindet sich (zumindest fiir z < 1) dagegen in
vergleichsweise guter qualitativer Ubereinstimmung mit By, wo

B
aq := arctan <Bij> = arctan (;) (4.109)
gilt.

Die beiden Terme aus (4.98) vereinfachen sich fiir den Spezialfall B = B,
betréchtlich zu

4 z
Ue2) = palmnbe) s [0 n(Q) At Ua()
4 z
Unlw2) = (snbe) g elz) [ n(Q)dc
(4.110)
der poloidale Anteil aus (4.61) wird zu
2 x
Urw,2) = ——= 7573 )1() p(2)
uf (1 +1x2> (4.111)

Uw2) =+, 10 PlQ) S+ Un(o)
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Die Abbildungen 4.12 und 4.13 zeigen die Konturlinien von v4 und den poloi-
dalen Anteil von v in der (z, z)-Ebene fiir den Fall Vi(z) = 0 = U,,(x) und
2o — 00; der Grund fiir diese spezielle Setzung wird im néchsten Abschnitt
offensichtlich werden.

vy erreicht einen maximalen Wert von

m R —2
max & 50 — 4112
Yo, o0 <1oo km> (4.112)

in der Umgebung des Punktes (Zmax|2max) ~ (0.9 | 260 km), im Bild durch
den schwarzen Kreis gekennzeichnet.

800 -+
600
Z [km] 400 -

200 H

3
x=r1/R

Abbildung 4.12: Konturplot von vy(z, 2)

4.7.3 Vertikale Abstromung

Der Vollstandigkeit halber geben wir noch den Betrag des in Abbildung 4.13
erkennbaren vertikalen Massestroms in die Konvektionszone hinein an.
Innerhalb des Kreisringes [r,r + dr| flieit der Massestrom

. r 8t xdx 00
avt = . (Z o) 27r d z——/ d 411
. (0) | 2mrar = 5T [To0) p0 dc ans)

in Richtung der negativen z—Achse, insgesamt also:

. 8t [ xdr 0o
M o= —/ —/ d 4114
T e ) 0 0 ac (4114)
—_——

=1/2
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Abbildung 4.13: Poloidaler Anteil des Geschwindigkeitsfeldes (R = 100 km)

4 oo

o L GES (4115)

~ 2.7-10° kg/s | (4.116)

davon die Halfte durch die Kreisscheibe » < R.

4.7.4 Wirbelprofil

Sei also H die Hohe des Scheitelpunktes, an welchem fiir alle x gilt:
Up(x,H) =0=U,(z,H) . (4.117)
Im Rahmen des bis hierher verfolgten Formalismus bedeutet dies einfach
2o = H und
0=U.(z,20) = Us,(x)
0=Ug(w,20) = plao) Vilx) .

Zur Reduzierung der Schreibarbeit vereinbaren wir im Weiteren die abkiirzen-
de Schreibweise

(4.118)

Li(z) = = () d¢ (4.119)

z o
Lo(z) = :OT(]OO '0/()? dc . (4.120)
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Damit haben wir offenbar

lim Ly(z) = 0 = lim Ly(z) (4.121)
und
._ ~ 107
b L0) ~ 59.10° m (4122)
sowie insbesondere
gj ~ 218 <1 (4.123)

mit den Werten der Abschnitte 4.4 und 4.5.
Mit (4.97) findet sich damit folgendes Wirbelprofil am Fupunkt der Rohre:

_ Ug(z,0) 1
W) = SR = <U||(:c,0) + UR(x,O)) (4.124)
41 (sgn by) = I
— ’uR2 ¢ 1+x2 (ll + 1+x2> (4.125)

Aol (sgnby) w
p R? 1422

(4.126)

H liege dabei schon so weit in der Chromosphére, dass die untere Grenze z
der Integrale in (4.98) bis oo verschoben werden kann und die Konstanten [y
und Iy aus (4.122) Anwendung finden.*

Abbildung 4.14 zeigt das resultierende Wirbelprofil (4.125) (durchgezogene
Linie) sowie — nur schwer davon zu trennen — die Ndherung (4.126) (ge-
strichelte Linie) fiir R = Rjgp := 100 km; eine andere Wahl fiir R bedeutet
eine Umskalierung geméaf

vr(2) :< R >_2 . (4.127)

UR100 (iL‘) RlOO

22Diese Setzung ist unkritisch, da 7 mit wachsender Hohe h iiber der resistiven Schicht
wie exp(—h?) abfillt (siche Abbildung 4.7) und deshalb jenseits von h ~ 1000 km praktisch
keinen Beitrag zu den beiden Integralen in (4.98) liefert.
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a0 ! Ry

a 1 2 3 4 5 [
i=r/R

Abbildung 4.14: Profil von V;(z) am FuBpunkt der Flussrohre

4.7.5 Wirbelvorgabe
4.7.5.1 Herleitung einer DGL fiir B bzw. &(x)

Soll nun umgekehrt aus dem Wirbelprofil W (z) auf das zugehorige Magnet-
feld geschlossen werden, so bietet es sich zunéchst an, By (z) und B,(z) gemés
(4.29) durch ihre Energiefunktion

E(x) = By(xR)*+ B.(zR)?
(4.128)
= (Bo (bolw) + bula)?)

darzustellen; (4.28) ist damit identisch erfiillt und

poW (z) = Up(z,0) (4.129)
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wird zu einer gewohnlichen Differentialgleichung dritter Ordnung fiir eine
einzige Funktion, ndmlich £(x):

0 = [t 1) 20 i

226 (26 + xg’)f’/?@]
v :J:?’ (3(5")25'5 _2gm(EN) — 25'"(5')25)]
+ e (45"(5')25 L 4ETEN(E)? + 2(EE")? — 6(5/)4)]
: (4.130)
v x (9(5')25 - 85"5’(5)2) 4 (6(55')2)]

+bfot((Een? - enE) + ot (erEy - 2emEe )|

+ !

2 <6(5’)4 _ 105"(5')25) 4 m( - 6(5')35)]

[\
T

Hierbei wurde die Wirbelgeschwindigkeit W (z) durch die zugehorige Win-
kelgeschwindigkeit Q(z) = Qo w(x) mit [w(x)] = 1 ausgedriickt:

Qx) 1 W)

w(x) = 0, T 2R

(4.131)

4.7.5.2 Anfangsbedingungen fiir £(z)

Die allgemeine Losung von (4.130) wird drei freie Konstanten enthalten, wel-
che durch die Angabe von drei Bedingungen der Form

E(z.) = C (4.132)
E'(z.) = Cy (4.133)
E"(x.) = Cs (4.134)

festzulegen sind. Hierzu stellen wir zunéchst fest, dass alle Terme in Glei-
chung (4.130) die Funktionen €™ (x) ausschlieflich in der vierten Potenz
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enthalten.?” Wir konnen also £(z) formal durch den Ubergang

1
E(x) — E(x 4.135
(@) = e €@ (4139
dimensionslos machen und
£(0) =1 (4.136)
annehmen.
E'(0) betreffend wollen wir annehmen, dass £(z) eine in x = 0 reguldre

Funktion ist. Aus Symmetriegriinden®! ist dann (—z) = £(x), und die Ein-
deutigkeit der Potenzreihendarstellung durch die Taylorformel

= £00) )
— no_ " 4.1
E(x) 2 x RZ::O ) x (4.137)
liefert sofort
£(0)=0. (4.138)
(Dieses Ergebnis hitte wegen
£0) = d<b¢(a:)2+bz(:v)2> (4.139)
dx =0
_ 2(b¢(0) b, (0) + b.(0) b;(0)> —0 (4.140)
=0 =0

auch direkt aus der Definition (4.29) gewonnen werden koénnen, wobei der
zweite Term wegen Gleichung (4.66) verschwindet.)
Eine kurze Uberpriifung zeigt, dass sich fiir £7(0) keine derart starre Festle-

gung ergibt; lediglich die Forderung lim, ., ||B]| =0 legt

£"(0) <0 (4.141)

ZDamit ist gemeint, dass dort nur Summanden der Form
Ck Z‘k (8)0‘(5')5(5”)7(8/”)6
mit
a+f+v+0=4

vorkommen.
2 Dieses Argument wird in Anhang A noch etwas konkreter ausgefiihrt.
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nahe.?®

4.7.5.3 Numerische Auswertung

Die Abbildung 4.15 zeigt die Funktion &(x) fiir den Fall, dass der vorgegebe-
ne Wirbel durch W,,(z) = (n/4) W(z) mit n € {0,1,2,3,4,5} gegeben ist.
Fiir £”(0) wurde willkiirlich der Wert —2 gewéhlt;*® andere Werte bewirken
erwartungsgeméaf steiler oder flacher mit x abfallende Energiedichten.

Es kann beobachtet werden, dass eine Erhohung der Wirbelgeschwindig-

0.8 ™,
06 %
04 .

0.2

1 2y

Abbildung 4.15: £(z) fiir w(z) = n/(1 + 2?). Der Fall n = 4 (durchgezogene
Linie) entspricht dem Wirbelprofil (4.126) und reproduziert die zu B; gehori-
ge Energiefunktion £ (z) = ||By||*> = 1/(1 + 2?). Inwiefern der Fall n = 5
pathologisch ist konnte leider nicht gekléart werden.

keit scheinbar mit einer Verbreiterung der Energiefunktion einhergeht, deren
Ausmaf allerdings als marginal zu bezeichnen ist. Bemerkenswert ist ferner,

25Tm Falle von B, etwa ist

d? 1
" _
&)= dx? (1+x2>

26Die Berechnung erfolgte mit Hilfe des Mathematikprogramms MapleV Release 5.1
unter Verwendung der Routine DEplot; diese akzeptierte aus nicht nachvollziehbaren
Griinden fiir £”(0) nur ganze Zahlen zwischen —2 und —8 sowie fiir n nur den oben
genannten Parameterbereich.

=-2. (4.142)
=0
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dass auch bei verschiedensten Formen der Winkelgeschwindigkeit, wie z.B.
w(z) = z oder w(x) = 2 exp(—=x), praktisch keine Anderung in = +— &(z)
festzustellen ist. Die sich einstellende Form des Magnetfeldes scheint also
nur wenig von Form oder Stédrke des Konvektionswirbels abzuhéngen; dies
darf als Hinweis auf eine weitgehende Allgemeingiiltigkeit der an Hand des
speziellen Vertreters By abgeleiteten Gesetzméfigkeiten gewertet werden.

4.8 Der minimale Rohrenradius

Nach (4.110) und (4.111) skalieren die einzelnen Komponenten von v = U/p
mit 1/R (im Falle von v,.) bzw. mit 1/R? (fiir vs und v,). In diesem Abschnitt
soll untersucht werden, ab welchem minimalen Radius der Flussréhre

V|| = va = B/\/1p (4.143)

wird und die entsprechende Vereinfachung aus 4.1 nicht mehr zuléssig ist. Aus
Griinden der Einfachheit bedienen wir uns dazu wieder des in Abschnitt 4.7.2
vorgestellten Magnetfeldes B;. Dessen absolute magnetische Flussdichte B
verhilt sich wie

B(z) = \/Bg(a:)%Bz(w)? = Bo\/<1f$2>2+ <1+1932)2 (4.144)

V1422

und liefert mit

Pz) — exp <_sz> (4.145)

folgende Form fiir die Alfvén—Grenzgeschwindigkeit:

B(x) By 1 ( z )
va(z, 2) = = exp|—1| . 4.146
Sei nun v das Feld, welches entsteht durch Ersetzung der in v vorkommenden

Faktoren z/(1 + %), x/(1 4 2?)? und 1/(1 + 2?)? durch 1/v/1 + 22.
Wegen

1
V1422

T x 1
14227 (14 22)2 (1+22)?

> max l ] Vo (4.147)
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gilt stets 0 := ||v]| > ||v]|; 0 ist also eine obere Schranke fiir ||v||. In diesem
Sinne kann statt (4.143) die etwas schwéchere (aber rechnerisch vorteilhafte-
re) Bedingung

V| = va (4.148)

untersucht werden. Da nun aber [|v| und v, in radialer Richtung nach Kon-
struktion auf die gleiche Weise variieren, geniigt es mithin, die Untersuchung
der Gleichung (4.148) auf deren z—Abhingigkeit zu beschrinken.?” Die bei-
den unterschiedlichen R—Proportionalitdten legen dabei eine Aufspaltung von
|¥||* nahe in

(Urad)2 = (171")2
A N 4.14
(v = (05) + (0.)° (4.149)
26 ;
_/
24 J
22§
18]
16
4
V[m'ls]tz
!
08
08
04 3
0z A
Lk 200 400 600 ~ a0 1000

z [km)

Abbildung 4.16: Vergleich von radialer und zylindrischer Komponente von v
fiir den Spezialfall R = R; = 650 km

Abbildung 4.16 zeigt die beiden Funktionen v,q(2) und v,y (z) fiir den Fall
R = R; := 650 km, bei welchem beide Ausdriicke etwa von gleicher Groflen-
> R; ist entsprechend { Urad (2) } dominant.

< Va1 (2)

Wie ferner aus Abb. 4.16 erkennbar ist, liegen die absoluten Werte beider
Komponenten noch mehrere Gréflenordnungen unterhalb von

ordnung sind; fiir R

VA |.—0 ~ 17 km/s (4.150)

2"Dies entspricht einer Auswertung auf der Achse x = 0.
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(und damit erst recht unterhalb von wva|.~0).

Das Diagramm 4.17 zeigt den Verlauf des Kurvenbiindels {||v||z} fiir R =
R, := nkm, n € {1,...,20} (durchgezogene Linien) sowie auferdem die
Alfvén—Geschwindigkeit va(z) (gestrichelte Linie). Wie erwartet wird die
Form der Graphen wegen R,, < R; durch v,y(z) dominiert; der vy,q—Anteil
liefert praktisch keinen Beitrag. Erkennbar ist ferner, dass Funktion v(2) of-
fenbar deutlich schwécher ansteigt als va(2), d.h. die Bedingung (z) < va(2)
ist fiir alle z erfiillt, sobald dies bei z = 0 der Fall ist. Die Grenzbedingung

80 ¢

70

v [kmis] 40 ~ ___-»'-:-" T \ \ \

300 1000
Abbildung 4.17: Absolute Fluidgeschwindigeit fiir R € {1,2, ... ,20 km}
aus Gleichung (4.148) wird damit zu

B0y (0) L fom(0) = 222 T b+ (b (4151)

N pR?

dies kann nach R aufgelost werden und liefert so schliefSlich

Ra = Rlwy=v, = \l;?\/(p;)g ((ll +1)* + (52)2> (4.152)

By —1/2 o 1/2 0o 3/4
km (20 4.1
7k (0.1 T) (0.1 Q m) 310 kg ) H19Y)

als Radius der kleinsten noch sinnvoll beschreibbaren Flussrohre. R4 ist al-
so offenbar deutlich kleiner als die laterale Auflosung (4.16) sémtlicher exi-
stierender Beobachtungsdaten. Damit ist sichergestellt, dass die in (4.1.5)

Q
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eingefithrte Annahme kleiner Fluidgeschwindigkeiten keine praktische Ein-
schrinkung an die Groéfle der durch das Modell beschriebenen Flussréhren—
Konfigurationen darstellt.

4.9 Relevanz der resistiven Schicht

4.9.1 Abschitzung der Beobachtbarkeit

Ein wesentliches Anliegen der vorliegenden Arbeit war die Klarung der Fra-
ge, ob und in welchem Umfang die Existenz der nichtidealen photosphéri-
schen Plasmaschicht Einfluss nimmt auf das Verhalten der dort befindlichen
Stromungs— und Magnetfelder, insbesondere in Bezug auf die Frage des Feld-
linienschlupfes. Ein erster naiver Ansatz kénnte nun darin bestehen, die in
Kapitel 4 ausgefiihrten Berechnungen fiir n = 0 zu wiederholen und die
Ergebnisse mit denen der bereits vorliegenden (1 # 0)-Rechnungen zu ver-
gleichen. Im Falle eines nichtverschwindenden B—Feldes findet man jedoch

Uso () by(2)
p(z) ba(x)

so dass die Randbedingungen (4.117) nur durch die triviale Losung v = 0
befriedigt werden konnten. Im Falle idealer MHD existiert also keine nicht-
triviale, stationédre Losung, und der angestrebte Vergleich ist in dieser Form
nicht praktikabel. Statt dessen ist nun vielmehr zu fragen, ob und unter wel-
chen Bedingungen die Geschwindigkeit der durch die resistive Schicht indu-
zierten Materiestrome signifikant grofler oder kleiner wird als die Stromungs-
geschwindigkeiten real beobachteter Plasmabewegungen. Hierzu wéahlen wir
die schon mehrfach zitierte charakteristische photosphérische Fluidgeschwin-
digkeit von

v(x) = (0, + Vi(x), UZ°<$)> , (4.154)

p(2)

Ubeob := D km/s (4.155)

und verwenden die aus 4.8 bekannte Aufspaltung (4.149) der “Supremums-
geschwindigkeit” v(z, z) in

2
Drad0(2) = |0raa(0,2)] = M7R n(z) (4.156)
N . 4
Dy10(2) = |04(0,2)] = 2 w(z) (4.157)

(4.158)



68 KAPITEL 4. DIE STATIONARE LOSUNG

w(z) == J (Ll(z) + ’)OLQ(Z)>2 + (”°L2(z>>2 . (4.159)

p(z) p(2)
Wegen n(z) < 1 ist Orad,0(2) nach oben durch

N 2 o
rad,max +— 4.160
Urad, R (4.160)

beschrankt. Der radiale Anteil von v wird demnach also hochstens dann
relevant, wenn gilt:

P . 2 no
eob — Ura < Vrad,max = —5 4.161
Upeob = U d,o(Z) Urad, MR ( )
oder )
R < Rypai= —2 ~33m, (4.162)
M Ubeob

ein beobachtungstechnisch bedeutungslos kleiner Wert.
Das Maximum der Funktion w(z) kann mit numerischen Methoden in einer
Hohe von

Zyylmax = 300 km (4.163)

lokalisiert werden. Mit dem dortigen Funktionswert wmax 1= w( 251 max) liefert
die zu (4.161) analoge Betrachtung das folgende Kriterium fiir die Relevanz
von U,y gegeniiber vpeon:

Mo W Mo 12 (" Upeon 1z
R < R, := 2~ 15k ( ) 0 . (4.164
v I Ubeob o 0.1 Qm (5 km/s) ( )

Auch dieser Radius liegt noch deutlich unterhalb der derzeit realisierbaren
lateralen Auflésungsgrenze.

Man koénnte nun versucht sein, auf Grund der zuletzt gegebenen Abschétzung
den diskutierten Phénomenen jedwede Relevanz bzw. Verifizierbarkeit abzu-
sprechen. Dagegen sind allerdings mindestens zwei Einwédnde denkbar:

e Zunichst kann argumentiert werden, dass die Forderung v = vpe1, viel-
leicht zu streng formuliert ist und durch die etwas schwéchere Frage
ersetzt werden sollte, ab wann v zwar noch nicht dominant, aber schon
beobachtbar ist. Eine Umkehrung von Gleichung 4.164 liefert

~ 4 7o Wmax m R -2
ooy = 10 Wmax g M0 T 4.165
Vol LR? s (100 km) (4.165)
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als obere Grenze der Fluidgeschwindigkeit, was bereits an die Auflosung
heutiger Beobachtungen von etwa vyes, := 0.1 km/s heranreicht.

e Alle drei Komponenten von v skalieren linear mit 7. Zu dessen Be-
stimmung wurde in Ermangelung direkt gemessener Werte die Formel
(4.40) von SPITZER herangezogen (— Abschnitt 4.4). Diese allerdings
vernachléssigt die Effekte kleinskaliger Turbulenz und neigt deshalb da-
zu, die tatséchliche Plasma—Resistivitdt um einen Faktor der Grofien-
ordnung 10°-? zu unterschétzen. Es darf demnach erwartet werden,
dass die so erhaltenen Geschwindigkeits—-Magnituden eine untere Gren-
ze darstellen und unter Umsténden auch eine um den genannten (theo-
retisch allerdings kaum bestimmbaren) Faktor groBere Fluidgeschwin-
digkeit erreicht werden kann.

4.9.2 Quantifizierung des Feldlinienschlupfes

Obwohl schon aus dem letzten Abschnitt hervorgeht, dass das durch die
Magnetfeldgeometrie induzierte Stromungsfeld nur fiir Radien unterhalb der
Beobachtungsgrenze gegeniiber der allgemeinen photosphérischen Konvekti-
on dominiert, wollen wir nun der Vollstédndigkeit halber noch das Ausmaf} der
Abweichung von der im idealen Fall vorliegenden Isorotation abschétzen. Als
Maf dafiir bedienen wir uns der (im nichtresistiven Fall exakt verschwinden-
den) Differenz der Winkelgeschwindigkeiten iiber und unter®® der (n # 0)—
Zone bei gegebenem Radius r (bzw. z). Da erstere nach Konstruktion gleich
Null ist, haben wir dazu lediglich

W) 4mh 1

Aw) == pm N T T

(4.166)

28Gemeint sind natiirlich z — oo und z = 0.
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zu betrachten.? Dies ergibt:

AQ(z) < AQ(0) ~ Al g3.1075 5 < R )_3 (4.168)
= pR: T 100 km/ '

was ebenfalls weit hinter der typischen Groflenordnung der beobachteten
Konvektions-Winkelgeschwindigkeit von

Qpeop, = 22— 99.1072 ¢! ( R )1 (4.169)
beeb == Ty ' 100 km '

zuriickbleibt, diejenige der typischerweise beobachtungstechnisch auflésbaren
Winkelgeschwindigkeit

. Ureso 4 -1 R -1
Qeso 1= 7= 4.0-107" s <100 km) (4.170)
allerdings wesentlich knapper (wenn auch immer noch deutlich) verfehlt.
Gleichheit von (4.168) und (4.169) ist erst hergestellt ab einem vernachléssig-
bar kleinen Radius von R & 6 km, Gleichheit von (4.168) und (4.170) erfor-
dert R =~ 50 km. Auch hier kann argumentiert werden, dass das effektive
Ausmafl des Schlupfes kaum in der Lage sein diirfte, einen wesentlichen Bei-
trag zum allgemeinen photosphérischen Stromungsfeld zu leisten, der im letz-
ten Abschnitt genannte Einwand die Resistivitdt betreffend jedoch ein evtl.
deutlich giinstigeres Bild der Verifizierbarkeit zeichnet.

4.10 Stand der Beobachtung

TiTLE [J] fasst den derzeitigen Kenntnisstand iiber die mit kleinskaligen
magnetischen Elementen assoziierten Stromungsfelder wie folgt zusammen:

29Wir verwandten hier die Niherung (4.126).
Man beachte ferner, dass Ug(z, z), wie auf Abbildung 4.12 erkennbar, streng genommen
nicht monoton von W(x)/pp auf Null abfillt, sondern in der Hoéhe zyax & 260 km noch ein
schwach ausgepriagtes Maximum durchliuft. Je nach Definition des Begriffs “maximaler
Schlupf” konnte also auf der rechten Seiten von (4.166) noch der von x abhingige Faktor

Ve (Ia Zmax)
vy (z,0)

hinzugefiigt werden. Wir wollen hier der Einfachheit halber darauf verzichten.

< 1.18... (4.167)
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Wiéhrend sdmtliche numerischen Simulationen der solaren Oberflachenkon-
vektion eine deutliche Verwirbelung innerhalb der intergranularen Berei-
che zeigen, konnten auf Seiten der Beobachtung noch keine derartige Wir-
bel im Inneren der dort befindlichen magnetischen Flussrohren nachgewie-
sen werden. Er vermutet allerdings, das die in naher Zukunft zu erwarten-
de Leistungssteigerung im Bereich der Beobachtungshardware, insbesonde-
re der adaptiven Optik, Hinweise auf wirbelférmige Plasmastrémungen so-
wie auf entsprechend verdrillte magnetischen Strukturen liefern wird. Sinn-
gemif heifit es dort: “Die Wechselwirkung der Verwirbelung der [intergranu-
laren] downflow—Séulen mit der resultierenden Verdrillung der magnetischen
Flussrohren ist noch nicht beobachtet worden, stellt jedoch einen faszinie-
renden Mechanismus dar fiir den Transport und die Freisetzung von Energie
oberhalb der Photosphére.”

Die Skalierung betreffend ist ferner eine Arbeit von SIGWARTH et al. [11]
erwahnenswert, in der die Autoren iiber die Beobachtung einer starken Zu-
nahme des dynamischen Verhaltens der magnetischen Elemente bei wachsen-
der lateraler (und temporaler) Auflésung berichten. Obgleich dort kein expli-
zites Skalierungsgesetz aufgestellt wird, kann dennoch von einer qualitativen
Bestitigung des postulierten Zusammenhangs “kleiner Rohrenquerschnitt <
hohe Stromungsgeschwindigkeit” gesprochen werden. Der von den Autoren
erwahnte Netto—downflow von > 0.5 km /s passt ebenfalls ins Bild: Zwar liegt
er noch gut eine GroBlenordnung iiber dem maximal zu erwartenden Wert von

-2

R
, 4171
R100) ( )

4770 l2 1

.(0,0) =
0.0 = B T2 s

~ 30 m/s(

jedoch muss davon ausgegangen werden, dass der zwischen den Granula-
tionszellen stets vorhandene Strom absinkender Plasmaballen den eigentli-
chen Effekt des magnetisch verursachten Abflusses undetektierbar macht.
(PRIEST [1] beziffert die GroBenordnung der vertikalen Komponente der in-
tergranularen Konvektion auf 0.4 km/s.)
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Ziel der vorliegenden Arbeit war die Beantwortung der Frage, inwiefern die
Resistivitdat der photosphérischen Schicht zwischen der solaren Konvektions-
zone und der Chromosphére Einfluss nimmt auf die Kopplung zwischen die-
sen beiden nichtresistiven Zonen, wobei diese Kopplung als durch eine aus der
Konvektionszone aufgestiegene magnetische Flussrohre vermittelt gedacht
wurde. Um die mit diesem Szenario verbundenen Effekte quantitativ zu erfas-
sen, wurde von einer zylinderférmigen Flussrohren—Geometrie ausgegangen,
welche die drei Bereiche Konvektionszone, Photosphédre und Chromosphére
senkrecht durchdringt. Unter der vereinfachenden Annahme einer horizonta-
len Temperaturschichtung konnten realistische Ersatzprofile fiir den Verlauf
der Resistivitidt 7 = n(z) und Massendichte p = p(z) innerhalb der sola-
ren Atmosphére angegeben werden. Beide Funktionen wurden als Vorgaben
benutzt, um die Grundgleichungen der resistiven (nichtidealen) Magnetohy-
drodynamik auf stationére Losungen hin zu untersuchen. Wie die vollstandig
analytische und — abgesehen von der Forderung B, = 0 — selbstkonsisten-
te Gestalt dieser Losung zeigt, ist das Magnetfeld der Flussréhre wesentlich
gekennzeichnet durch die beiden Eigenschaften

1. Kraftfreiheit und
2. Invarianz beziiglich Translation in z.

Ferner konnte gezeigt werden, dass der radiale Gradient des Magnetfeldes
einen stationdren Einstrom von Plasma ins Innere der Flussrohre (d.h. in
Richtung wachsender Magnetfeldstirke) induziert, welcher weder von deren
Radius R, noch von Betrag oder Richtung des B—Vektors abhéngt, in der

73
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Hohe z allerdings proportional zu 7(z) sowie zum relativen B—Gradienten
0, B.(r)/B.(r) ist. Dies bedeutet insbesondere eine Skalierung von v gemésf

(srv0v) = (3 7 ) (51
Ur,y Vp, Uz | X Rv R27 R2 ) .

so dass in diinnen Flussrohren deutlich hohere Stromungsgeschwindigkeiten
herrschen als in dickeren. Es konnte gezeigt werden, dass dieses Verhalten
qualitativ unabhéngig ist von der Gestalt des Magnetfeldes, insbesondere
von Annahme einer in z—Richtung invarianten Rohrengeometrie, wenngleich
das entsprechende Skalierungsgesetz in diesem Fall weniger offensichtlich ist.
Diese Tatsache, zusammen mit der Unabhéngigkeit von der konkreten Form
der Impulsgleichung, kénnte den Effekt auch in nicht—solaren Umgebungen
interessant werden lassen.

Nur bei Flussrohren mit einem kritischen Radius unterhalb von R =~ 15
km gelangen die Plasmastrémungen, und damit auch der Schlupf von v re-
lativ zu B, in die GroBlenordnung typischer in der Photosphére gemessener
Geschwindigkeiten von vpeon &~ 5 km/s, wihrend die durch die existieren-
de Beobachtungshardware vorgegebene Messgrenze (= 0.1 km/s) bereits ab
R =~ 45 km erreicht wird. Obgleich beide Radien noch deutlich unterhalb der
heute beobachtungstechnisch auf der Sonnenoberfliche realisierbaren Orts-
auflésung' angesiedelt sind, darf in naher Zukunft auf die (bisher noch nicht
gelungene) Verifikation (bzw. Falsifikation) durch die Beobachtung gehofft
werden, zumal die Unsicherheit im Wert der Resistivitdt des photosphéri-
schen Plasmas eine systematische Unterschédtzung der Plasmageschwindig-
keit nahelegt. Von theoretischer Seite liegt der Wert der Abschitzung von
||v|| darin, dass sie wegen vpeon < va & (20...600) km/s die Vernachlidssigung
des Tragheitsterms in der Impulsbilanz rechtfertigt.

Unabhéngig von der Frage ihrer unmittelbaren Beobachtbarkeit ist die erst-
malig exakt durchgefiirte Quantifizierung der Magnetfeld—Aufwicklung durch
konvektive Wirbel hervorzuheben, deren Skalierungsverhalten weitgehend
frei ist von den iiblichen (und im Einzelfall mitunter fragwiirdigen) Ein-
schrinkungen auf geringe Gasdrucke?, Inkompressibilitit, o.i.

Hinsichtlich des globalen Verhaltens der Plasmastrémung bleibt der vorge-
legte Ansatz insofern unbefriedigend, als er keine Aussage iiber den Verbleib
des in die Rohre eingedrungenen Plasmas machen kann. Die zur Diskussion
stehenden Alternativen sind

ISiehe insbesondere Gleichung (4.16) und die zugehérige FuBnote.
2Gemeint ist die Beschrinkung auf den Fall 3 := Pyas/Prag < 1 .



5

1. Abfluss in die Konvektionszone hinein (stationérer Fall)
2. Kontinuierliches Auffiillen der Rohre (nichtstationdrer Fall)

3. Rekombination und Verlassen der Rohre (nichtstationdr; Behandlung
erfordert Zwei-Komponenten—Modell) oder

4. Beliebige Kombinationen aus 1. bis 3.

Konzeptionelle Erweiterungen des Modells wie die im folgenden Kapitel 6
(und dort insbesondere in den Abschnitten 6.1 und 6.4) Genannten kénnten
hier Abhilfe schaffen, wenngleich ihre angemessene Behandlung den Rahmen
dieser Arbeit sprengen wiirde.
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Kapitel 6

Diskussion moglicher
Verfeinerungen

Wie eingangs bereits angekiindigt bedienen sich die bisher vorgelegten Be-
trachtungen ausgiebigst der in Abschnitt 4.1 diskutierten vereinfachenden
Annahmen. Es liegt in der Natur dieses Ansatzes, dass das so erhaltene Ab-
bild der physikalischen Realitdt grob und im Detail unvollstéindig bleibt,
wihrend eine ganze Anzahl weiterer Effekte moglicherweise nicht adédquat
wiedergegeben werden kann. In diesem Kapitel soll aufgezeigt werden, in
welche Richtungen die vorliegenden Betrachtungen erweitert werden kénn-
ten, und welche weitergehenden Erkenntnisse auf diesem Wege mdoglicherwei-
se erreichbar sind.

6.1 Volle Rohrengeometrie

Unter allen vorhandenen Diskrepanzen zwischen Modell und Wirklichkeit
ist die Annahme einer zylinderférmigen Geometrie sicherlich die Auffillig-
ste. Gewiss wiirde ein Modell, welches versucht, die gesamte bogenformige
Struktur der Flussrohre geometrisch nachzubilden, ein ungleich exakteres Ab-
bild der physikalischen Realitét liefern. Insbesondere die in Abschnitt 4.6.4
angesprochene Frage eines moglichen “Ausbauchens” (= VergroBerung des
Querschnittes) muss bei Annahme axialer Symmetrie offenbar unbeantwor-
tet bleiben. Andererseits stellte gerade diese Annahme einen wesentlichen
Schritt bei der Vereinfachung der zu verwendenden MHD-Gleichungen dar,
und es darf bezweifelt werden, ob die im Falle 04 # 0 resultierenden Glei-

7
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chungssysteme einer analytischen Losung zugénglich bleiben. Eine Ausdeh-
nung der durchgefiihrten Berechnungen auf den gesamten sichtbaren Teil der
Flussrohre — und damit der endgiiltige Verzicht auf die Symmetriebedin-
gung 04 = 0 — sollte daher erst in Betracht gezogen werden, nachdem die in
den néchsten drei Abschnitten angesprochenen Moglichkeiten (bei Wahrung
der axialen Symmetrie) ausgeschopft sind.

6.2 Variabler Rohrenquerschnitt

Mit Ausnahme von Abschnitt 4.6.5 wurden in der vorliegenden Arbeit nur
zylindrische Flussrohren betrachtet. Dieser Ansatz fand seine Rechtferti-
gung zum einen im eher pragmatischen Bestreben, den zu verwendenden
Gleichungssatz nicht bis zur (analytischen) Unlosbarkeit — oder zumindest

Unhandhabbarkeit — zu verkomplizieren, wurde aber andererseits durch
die Beobachtungsbefunde von WATKO & KLIMCHUK ([12],[13]) nachhaltig
gestiitzt. Dennoch konnte man daran denken, den Ubergang

R =konst. — R = R(z) (6.1)

vom konstanten zum mit z variablen Roéhrenradius zu vollziehen und die
Funktion z +— R(z) damit in die Menge der selbstkonsistent zu beschrei-
benden physikalischen Parameter des Systems aufzunehmen. Dies hétte als
wiinschenswerte Effekte

1. eine signifikante Verallgemeinerung im Sinne der Anwendbarkeit auf
Konfigurationen mit variablem Querschnitt sowie

2. die Moglichkeit, eine physikalische Erklarung des in [12] lediglich fest-
gestellten' Befundes des beinahe konstanten Rohrenquerschnittes zu
suchen.

Um etwa fiir das bis hier verwandte Profil
—1

B.(r) = By [1 + (;ﬂ (6.2)

!Die Autoren vermuten allerdings in [14] aufgrund der Ergebnisse entsprechender Com-
putersimulationen, dass die beobachtete relative Konstanz des Querschnittes ihre Ursache
in einer Verdrillung der Feldlinien hat. Dies erscheint plausibel, da in diesem Fall die in
3.5.3 beschriebene magnetische Zugkraftdichte (B-V)B/u einwérts gerichtet ist und somit
dem Gradienten des magnetischen Druckes V P, = (VB?)/(2u) entgegenwirkt, d.h. eine
Einschniirung anstrebt.
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den Schritt (6.1) sowie den durch V - B = 0 induzierten Ubergang?

By — By (R(Z)>_2 (6.4)

Ry
zu
R(z)\ r A\
B.(r,2) = Bo|22) |14 (—— 6.5
v = 5 () *(R(@” o
(Ro)?
= By——v—— 6.6
"R(2)? + r? (6.6)
mit Ry := R(0) vorzunehmen, bietet sich die zu (4.55) analoge Definition

einer magnetischen Flussfunktion

Fp(r,z) = —/OT B.(r',z) v’ dr! (6.7)

2 i+ (a55)

an. Alles in 4.6.2 iiber Fy gesagte gilt sinngeméf auch fiir Fz; insbesondere
ist das zugeordnete Magnetfeld

_ (10F 10Fp
(820 8:) = <raz73¢7‘rar>

_ R(z)  (Ro)*  By(rz)  (Ro)”
- B°<TR<Z) RE2+r2 B ’R(z)2+r2>(6'10)

In

(6.8)

(6.9)

automatisch divergenzfrei.

Setzt man allerdings das B-Feld (6.10) in die MHD—-Grundgleichungen ein,
so zeigt sich, dass der grosste Teil der in Abschnitt 4.3 vorgestellten Argu-
mentationskette zusammenbricht; insbesondere ist im allgemeinen Fall von

Opp(r,z) # 0 +# 0.P(r, 2) (6.11)

2(6.4) kann am anschaulichsten durch die der Divergenzfreiheit dquivalente Forderung
der Flusserhaltung verstanden werden: Damit der magnetische Fluss

R(z)
/ B, (r,z) 27r dr (6.3)
0

durch die Kreisscheiben r € [0, R(z)] konstant ist fiir alle z, muss die magnetische
Flussdichte sich gemif B, (r,z) o 1/R(z)? dndern.
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auszugehen, und B ist nicht mehr zwingend kraftfrei. In der Tat scheint die
Grenze der mit vertretbarem Aufwand handhabbaren Gleichungskomplexitét
erreicht, und analytisch verwertbare Ausdriicke sind nur unter Riickgriff auf
drastische (und vor allem meist unphysikalische) Einschrinkungen erreich-
bar.?

6.3 Radiale Variation der Temperatur

Die in Abschnitt 4.1.2 eingefithrte Annahme einer horizontalen Tempera-
turschichtung 7'(x) — T'(z) erwies sich im Verlauf der durchgefiihrten Be-
rechnungen zwar als bequemes und wirksames Mittel zur Vereinfachung der
magnetohydrodynamischen Gleichungen, wurde dort allerdings nur pragma-
tisch und nicht physikalisch begriindet. In der Tat sollte diese Setzung aus
folgendem Grund kritisch hinterfragt werden:
Grundsétzlich beruht der Wéarmetransport in einem beliebigen Medium auf
einer Kombination der drei Mechanismen Konvektion, Konduktion und Strah-
lung. In jenen Bereichen des solaren Plasmas, die nur von dem sehr schwa-
chen® Hintergrund-Magnetfeld durchsetzt sind, ist Wirmeleitung durch Kon-
vektion dominant. Im Gegensatz dazu ist die magnetische Flussdichte inner-
halb der hier betrachteten konzentrierten Flussrohren so stark, dass fiir die
magnetische und die mechanische Energiedichte die Bedingung

o = Wmag B?/2u

= 1 6.12
Wmech pUQ/2 > ( )

erfiillt ist® und die Plasmastrémung durch die Gestalt des Magnetfeldes si-
gnifikant eingeschrankt wird; insbesondere ist bei hoher Idealitdt des Plas-
mas (n ~ 0) keine Fluidbewegung quer zu den Feldlinien moglich. Dies be-
deutet, dass im nichtresistiven Bereich der Warmeaustausch zwischen dem
Innen— und dem Auflenraum der Flussrohre nicht durch Konvektion erfol-
gen kann und deshalb deutlich weniger effektiv ablauft. Aulerdem behindert
das Magnetfeld so den radialen Ein— oder Ausfluss von Plasma und damit
den Nachstrom heifleren Materials aus der Konvektionszone bzw. aus umlie-
genden Gebieten der Photosphére; der betroffene Bereich neigt daher stéarker

3Eine Beispielrechnung der genannten Art findet sich in Anhang B.

4KIPPENHAHN [5] beziffert die Stirke des mittleren photosphérischen Magnetfeldes auf
einige 1074 T.

SFiir v = 5 km/s finden wir S ~ 300 im Inneren einer photosphérischen Flussrohre.
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zum Auskiihlen als vergleichbare magnetfeldfreie Areale, in denen das Plasma
entsprechend schneller wieder absinkt, sobald es auch nur moderat kiihler als
seine Umgebung geworden ist.® Wir erwarten demnach, dass das Tempera-
turniveau zufolge der isolierenden Wirkung des Magnetfeldes im Innenraum
stets niedriger ist als im Auflenraum, und zwar in jeder geometrischen Hohe.”
Ferner sollte dieser Unterschied mit dem Durchmesser der Rohre zunehmen,
da das Volumen (und damit die Wirmekapazitit) eines Segmentes zwischen
zund z+ Az mit R? wichst, die fiir die Einstrahlung zur Verfiigung stehende
Oberflache dagegen nur linear mit R. Die Annahme 0,7(r, z) = 0 wird also
im Falle besonders diinner Flussrohren noch am ehesten gerechtfertigt sein,
wéahrend sie mit wachsendem R zunehmend als unrealistisch zu betrachten
ist.

Der in Abschnitt 4.6.4 diskutierte und in Abbildung 4.13 dargestellte radia-
le Einfluss innerhalb der nichtidealen Schicht verkompliziert dieses Bild in
folgender Weise: In Abweichung von der oben geschilderten Situation sind
die Verhéltnisse in dieser Schicht gerade so, dass eine radiale Konvektion
dort nicht nur erméglicht, sondern geradezu erzwungen wird. Man wird also
davon ausgehen konnen, dass die Annahme einer planparallelen Tempera-
turschichtung dort hinreichend gut erfiillt ist, und zwar wiederum am besten
bei diinnen Flussrohren, in denen hohe Stomungsgeschwindigkeiten herrschen
und das Plasma entsprechend schnell ausgetauscht wird.® Die Verhiltnisse
jenseits der (1 # 0)—Zone sind nun allerdings stark davon abhéngig, in welche
Richtung sich das eingeflossene Material weiter bewegt:”

e Ist die Flussrohre nach oben starr und von (zeitlich und evtl. auch
raumlich) konstantem Querschnitt, so fliefit simtliches Plasma nach un-

5Diese Argumentationskette wurde erstmals 1941 von BIERMANN vorgetragen, um die
vergleichsweise geringe Temperatur (7' = 4000 K) der Sonnenflecken zu erkléren.

"Es wird mitunter beobachtet, dass der Innenbereich diinner Flussshren heifier erscheint
als der sie umgebende Teil der Photosphére. Einer zuerst von SPRUIT vorgebrachten und
in Kapitel 8.2 von [3] zitierten Argumentation zufolge hat Plasma bei der im Zentrum der
Flussrohre herrschenden niedrigeren Temperatur eine geringere Opazitéit, so dass dort die
Schicht mit der optischen Tiefe 7 = 1 geometrisch tiefer liegt und so weiter unten gelegene
und damit heiflere Schichten sichtbar werden.

8Es muss allerdings darauf hingewiesen werden, dass diese Uberlegungen nur den Trans-
port und die Abstrahlung von Energie betrachten, Heizungsmechanismen wie Rekombi-
nation oder magnetische Rekonnexion aber unbeachtet lassen. Das hier skizzierte Bild ist
also nur als eine sehr grobe Beschreibung mit begrenzter Aussagekraft zu sehen.

9Vergleiche dazu die Diskussion der beiden Alternativen in 4.6.4.



82 KAPITEL 6. DISKUSSION MOGLICHER VERFEINERUNGEN

ten ab, und oberhalb des Einstrombereiches findet keinerlei Konvektion
statt.'? In diesem Fall gilt dort die obige Argumentation unverindert.

e Liegt hingegen der (nicht strikt stationére) Fall vor, in welchem das
in die Rohre eindringende Plasma entlang der Feldlinien nach oben
flieit und dort eine stetig wachsende Ausbauchung verursacht, so kann
bei Vernachléssigung radiativer Verluste dem gesamten Innenraum die
Temperatur des photosphérischen Plasmas zugeordnet werden. Ob die-
se Vernachlissigung statthaft ist oder nicht wird widerum durch den
Radius R bestimmt, da die Abstrahlung mit R skaliert, die Konvekti-
onsgeschwindigkeit dagegen mit 1/R?.

Im Allgemeinen sind natiirlich auch beliebige Kombinationen der beiden ge-
nannten Grenzfille denkbar.

Im Rahmen eines erweiterten Modells, welches die Moglichkeit 0,T'(r, z) # 0
mit einschlieft, wére noch ein drittes Szenario vorstellbar: Méflig ionisiertes
Plasma gelangt iiber den hinlénglich diskutierten Mechanismus ins Innere
der Flussrohre und erfihrt dort eine Abkiihlung auf eine Temperatur, die
eine Rekombination der Form*!

AT +e - A+~

erzwingt. Die entstehenden Neutralteilchen wéren in ihrer Bewegung nicht
mehr durch das B-Feld eingeschrankt und kénnten die Flussrohre an einer
weiter oben gelegenen Stelle ungehindert wieder verlassen. Um diesen Effekt
angemessen beschreiben zu kénnen, wére es allerdings zusétzlich notwendig,
den Ubergang vom Ein— auf das Zweikomponentenmodell zu vollzichen; diese
Perspektive soll im folgenden Abschnitt noch etwas beleuchtet werden.

6.4 Zwei—Komponenten—Modelle
Samtliche im bisherigen Verlauf dieser Arbeit durchgefithrten Untersuchun-

gen bedienten sich der Magnetohydrodynamischen Approximation, beste-
hend aus

10 Abbildung 4.13 zeigt exakt dieses Situation.
11 A bezeichnet ein allgemeines Atom (hier meist Wasserstoff), v das bei der Rekombi-
nation emittierte Photon.
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e der Vernachlissigung des Verschiebestroms 9;E/c? in (3.5)?,
e der nichtrelativistischen Form (3.11) des Ohm’schen Gesetzes und

e der Annahme, dass das aus Elektronen, Ionen und Neutralteilchen be-
stehende Plasma als ein einziges Fluid beschrieben werden kann.

Obgleich sich dieser Ansatz in einer Vielzahl von Untersuchungen bewihrt
hat, liefert er in Situationen wie der im letzten Abschnitt Skizzierten, in
denen einzelne Fluidelemente im Verlaufe ihrer Bewegung eine signifikante
Anderung ihres Tonisationsgrades erfahren, nur eine grobe, unter Umsténden
sogar inaddquate Beschreibung der tatsédchlich ablaufenden physikalischen
Prozesse. Als Alternative bietet sich hier die Erweiterung auf eine Zwei—
Komponenten—Beschreibung an, bei der Ionen und Neutralteilchen als zwei
koexistierende Fluide betrachtet werden, die jeweils durch ihre Massedich-
ten [pi(x, 1), pu(x,t)] und Geschwindigkeiten [vi(x, t), v, (X, t)] charakterisiert
sind.'® Dementsprechend bedarf es fiir jede Spezies einer separaten Impuls-
gleichung

0 = -VP,+p,g—S,u+jxB (6.17)
0 = —VP +png—Sup, (6.18)

hingegen fiir beide nur einer einzigen gemeinsamen Kontinuitétsgleichung

R (pp Vp + pn Vn> =0, (6.19)

2Wegen der in 4.1.3 vorausgesetzten Stationaritiit wird diese Aussage allerdings an
keiner Stelle explizit verwandt.
13Strenggenommen kénnte man noch daran denken, die Elektronen als dritte Kompo-
nente hinzuzunehmen. Die Bedingung (4.41) stellt allerdings n. &~ n; und damit
Pe _ Ne Mo Me 1

Pi ni m;i ™mi 1800 < ( )

sicher. Aus diesem Grund ist es zuléssig, Elektronen— und Ionenfluid geméf

Np = Ne+ni~2n (6.14)
Pe
Pp = petpi=pi (1 + p-> ~ pi (6.15)
1 Pe
vp = —p Pe Ve + pi Vi :Vi+pe+pi Ve — Vi (6.16)
—_———
~J/(em)

zum Plasmafluid zusammenzufassen.



84 KAPITEL 6. DISKUSSION MOGLICHER VERFEINERUNGEN

da bei Ionisation und Rekombination nur die Summe (n;+n,) erhalten bleibt.
Die beiden zusétzlichen Terme S, und S,,, beschreiben den Impulsiibertrag
durch elastische Stofle zwischen den beiden Teilchensorten. Die in [7] gege-
bene explizite Form dieser Stoffiterme lautet

Sip = M Mue Vne (Vo — Ve) + Ny Mipi Vi (Vi — Vi) (6.20)
Spn = —Swp (6.21)
mit den reduzierten Teilchenmassen
my Me
e = — 6.22
m (] mn + me me ( )
e — M M T U ' (6.23)

my, +my 2 2

Wegen der Symmetriebedingung (6.21) kann durch Addition von (6.17) und
(6.18) die Impulsbilanz in ihrer bisher verwandten Form zuriickgewonnen
werden:

O:_V<Pp+Pn)+(pp+Pn)g_<Snp+Spn)+j><B- (6.24)
—p =p =0

Fiir die mittleren Impulsiibertrag—Stofrequenzen v, und v,,; nennt SCHUNK
[10] als typische Werte

Lo e (T2

Ven =~ (10717571 (m—3> (K) (6.25)
e /e N (TK + Ta/K\

Vv ~ (1071771 (m—?’)( 5 / ) , (6.26)

woraus wegen
Ni Vip = Ny Vni (6.27)

alle bendtigten StoBfrequenzen ermittelt werden kénnen. (Insbesondere gilt
Ven & Vi, also fiir den Fall, dass alle Komponenten {n, e, i} die gleiche —
oder zumindest vergleichbare — Temperaturen haben.')

MDie Annahme Ty, = T, = T; =: T ist physikalisch nur schwer zu rechtfertigen und damit

— #hnlich wie die zuerst verwandte Setzung 0,1 < 0 — cher unter einem pragmatischen
Gesichtspunkt zu sehen, da eine Umscheibung der Form T}, = T,,(Te, T}) nicht ohne tief-
greifende Einschrinkungen durchfiihrbar ist. Dennoch ist das Zwei—-Komponenten—Modell
mit gleichen Temperaturen dem Ein—-Komponenten—Modell in seiner physikalischen Aus-
sagekraft immer noch deutlich iiberlegen.
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SchlieBlich ist im Ohm’schen Gesetz (4.12) noch v durch v, zu ersetzen; ein
entsprechendes Analogon fiir v, existiert offenbar nicht, da die Neutralteil-
chen nicht an der durch E und B vermittelten elektromagnetischen Wechsel-
wirkung teilnehmen.

Der Satz der zu bestimmenden Gréflen umfasst nun die Funktionen

{Vp’ Vn’ pp7 pIh B7 777 T7 Pn7 Pp} 9

die im Allgemeinen sowohl von r als auch von z abhidngen werden. Aus die-
sem Grund kann fiir Profile von T'(z) und p(z), wie sie fiir die ruhige Sonne
aus Modellrechnungen (z.B. dem VAL-Modell aus 4.4) bekannt sind, keine
globale Giiltigkeit mehr gefordert werden. Sie sind lediglich verwendbar, um
fiir die nun selbstkonsistent berechneten Funktionen T'(r, z) und p(r, z) geeig-
nete Randwerte bei grofem r zu liefern. Ebenso kann etwa ein B,—Profil nur
eine Randbedingung an einem speziellen Ort, etwa z = 0 sein, und deshalb
nur bedingt zu Aussagen iiber das (nun mit z variable) Magnetfeld genutzt
werden.

Bei der Berechung wird es notwendig sein, das Gleichungssystem durch die
Saha—Gleichung (4.43), eine Energiegleichung sowie die explizite Vorgabe je
einer Zustandsgleichung, wie etwa der des idealen Gases

Pn = Pn kB T (628)
P, = pyks T (6.29)

zu schliefen.
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Anhang A

Paritit von &(x)

Seien [xy, z9, x3] Koordinaten eines kartesischen Systems, so dass ihre Rela-
tion zu den bekannten Zylinderkoordinaten [r, ¢, z] durch

Ty = T COSQ (A.1)
To = r sing (A.2)
r3 = 2 (A.3)

gegeben ist. Sei ferner r — K (r) eine skalare Funktion, welche in ihrer Po-
tenzreihendarstellung einen ungeraden Term der Form k,(r) := ko r" mit
ungeradem n enthilt. Die Richtungsableitung in (¢ = 0)-Richtung dieses
Terms ist dann gegeben durch

ok, ok, 0 9 5\ /2
Zn — = — A4
or ¢=0 O0xy z2=0 o O0xy ((931) * (3;2) ) z2=0 ( )

n n/2—1
~ ko 2<(x1)2+(x2)2> 2, (A.5)

x2=0
n/2—1
= ko n Iy ((1’1)2) (A6)
T n

= ko 2l ;J (A7)

Fiir gerades n ist dies einfach ko n (z1)""!, und jede weitere Ableitung fiihrt
nur auf Polynome abnehmenden Grades und schliefflich auf Null. Fiir unge-
rades n hingegen findet man nach n—fachem Differenzieren:

0"k =k n'@ocsgnx:
O(1)" |lzp=0 o T !

+1 : 2:1>0
-1 : 21 <0

(A.8)

87
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Skalare Funktionen dieser Art miissen also eine Darstellung der Form
K(r) =3 ko r™ (A.9)
n=0

besitzen und damit gerade Paritiat haben, andernfalls konnen sie im Ursprung
nicht glatt' sein. Die Funktion &£(x) aus Abschnitt 4.7.5.2 fillt in diese Ka-
tegorie.

1Gemeint ist unendlich oft differenzierbar.



Anhang B

z — R(z) bei poloidalem B—Feld

In Abschnitt 6.2 wurde dargelegt, dass die Verallgemeinerung der durch-
gefithrten Betrachtungen auf den Fall 0,R(z) # 0 auf Systeme partieller
Differentialgleichungen fiihrt, deren Komplexitidt wenig Hoffnung auf eine
fruchtbare analytische Bearbeitung lédsst. Ist man allerdings bereit, den an-
gestrebten Gewinn an Allgemeinheit an anderer Stelle durch die Einfithrung
neuer, einschrinkender Bedingungen auszugleichen, so scheint sich in einigen
Fillen ein mit vertretbarem Aufwand gangbarer Weg aufzutun.

Als Beispiel hierfiir gehen wir vom in 6.2 betrachteten Magnetfeld (6.10)

(o) BB B A7)

aus und geben als willkiirliche Bedingung die Forderung

By(r,z) =0 (B.2)

VOr.
Durch Anwenden des Operators Vx auf die Impulsbilanz (4.11) findet man
sofort

OZVX((VXB)XB); (B.3)

anschlieendes Einsetzen von (B.1) und (B.2) in (B.3) fithrt mit der Substi-
tution

(B.4)
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auf den folgenden, zunéchst etwas unhandlich wirkenden Ausdruck fiir die
¢-Komponente' von Gleichung (B.3):

2
0= (30)2(R0)4 Lg [TQ (uQUIUH . u3u///) + (8u3u' —ad" — 3u/u//)]
(1 + (r u)2>
(B.5)

Im Sinne einer kompakten und iibersichtlichen Notation wurde jeweils
u = 0u(z), u" = 0,[0.u(z)], ... (B.6)

gesetzt.

Da Gleichung (B.5) fiir alle 7 gilt, miissen die Koeffizienten von 72 und 7° in
den eckigen Klammern fiir sich genommen identisch verschwinden, so dass
nach Elimination von «” nur noch

u'(u? —2u") =0 (B.7)

tibrigbleibt. Ein erstes Integral von (B.7) ist durch
4

(u')* = — = C = konst. (B.8)

gegeben, und die zur Anfangsbedingung u(0) = ug = 1/ Ry gehorige Losung
kann somit in der impliziten Form

=+ / e (B.9)
uo

JC +ut/4

geschrieben werden. Speziell fiir C' = 0 findet man:

1 :1j:(zu0)/2

R(2)|c=0 = aDloms o

= R+ g . (B.10)

'Da B poloidal ist, ist nur diese von Null verschieden.
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