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1 Wellenmechanik

1.1 Welle-Teilchen Dualismus

Die theoretische Physik am Anfang des 20. Jahrhunderts bestand aus
— der klassischen Mechanik, die 1905 um die spezielle Relativitatstheorie erweitert wurde,
— der Elektrodynamik.

Die klassische Mechanik beschreibt die Dynamik von Massenpunkten auf der Grundlage der
Newtonschen Axiome. Der Zustand eines klassischen Teilchens wird charakterisiert durch
Angabe seines Orts Z(t) und seines Impulses p(t) als Funktion der Zeit t. Unsere Alltagser-
fahrung auf nichtatomaren Lingenskalen zeigt uns, dass beide GroBen gleichzeitig beliebig
genau messbar sind. Die Elektrodynamik ist die Theorie der elektrischen und magnetischen
Felder in Vakuum und bei Kenntnis der Materialkonstanten auch in Materie und wurde von
Maxwell formuliert. Im Gegensatz zu klassischen Teilchen sind elektromagnetische Wellen,
beschrieben durch elektrische (E (7, t)) und magnetische (B(Z,t)) Felder bzw. durch die Po-
tentiale A(Z,¢) und ®(Z, t), raumlich ausgedehnt, wie z. B. ebene Wellen o exp[u(k - —wt)]
oder Kugelwellen oc 7~! exp[s(kr — wt)]. Energie und Impuls sind entsprechend der Energie-
und Impulsdichte der Wellen auf ein rdumlich ausgedehntes Gebiet verteilt. Grundlegende Ex-
perimente zur Teilchen- und Wellendynamik (siehe Tabelle 1.1) im atomaren Bereich haben
zweierlei gezeigt:

(1) die Unmoglichkeit der Trennung von Teilchen- und Wellenbild im mikroskopischen
Bereich,

(2) das Auftreten von diskreten Zustinden im atomaren Bereich.

Atomare Teilchen zeigen auch Welleneigenschaften wie etwa Interferenz und Beugung; Wel-
len zeigen auch Teilcheneigenschaften. Man spricht von Welle-Teilchen Dualismus. Im
Gegensatz zur klassischen Mechanik (Newton) und der Elektrodynamik (Maxwell) wurde die
Quantenmechanik nicht von einem Forscher allein erschaffen. lhre Grundgleichungen kénnen
plausibel gemacht werden, aber nicht streng hergeleitet werden. An ihrer Richtigkreit besteht
kein Zweifel, da sie sich in allen Experimenten ausgezeichnet bewahrt hat.

1.2 Teilcheneigenschaften elektromagnetischer Wellen

1.2.1 Photoelektrischer Effekt

(Hertz, Lenard) Der Photoeffekt besteht darin, dass durch Licht Elektronen aus einer Me-
talloberflache herausgelost werden. Die Energie der herausgeldsten Elektronen ist durch die

11



1 Wellenmechanik

Tabelle 1.1: Welle-Teilchen-Dualismus

Ausbreitung von Strahlung Materie
(z.B. elektromagnetische (z. B. Elektronen)
Strahlung)
Wellen klassisch: Wellenldnge A quantenmechanisch: A = h/p
(ausgebreitete (Elektrodynamik, (deBroglie 1924,
Erscheinung) Optik) Davisson und Germer 1928)
Teilchen quantenmechanisch: p = h/X, | klassisch: Impuls p
(lokale Erscheinung) | e = hv (klassische Mechanik)
(Planck 1899,
Einstein 1905, Compton 1924)

Frequenz des eingestrahlten Lichts bestimmt. Strahlt man Licht der Frequent w (im ultra-
violetten Bereich) auf eine Metallfolie oder -oberfldche (Abb. 1.1), so beobachtet man die
Emission von Elektronen:

a Monochromatisches Licht fiihrt zu Elektronen einer bestimmten kinetischen Energie.

b Die Erhéhung der Lichtintensitat fiihrt zu mehr Elektronen, dndert aber nichts am ihrer
Energie.

c Fiihren wir das Experiment mit monochromatischem Licht verschiedener Frequenzen
durch, so ergibt sich der in Abb. 1.2 gezeigte lineare Zusammenhang oberhalb der
Frequenz w4

Ex(w—wi). (1.1)

Als Proportionalitatsfaktor ergibt sich aus der Steigung der Geraden das Plancksche Wir-
kungsquantum h = 27h = 6.6 - 1073* Ws™2, d.h.

E = h(w—wa)=h(v—va)

oder v = hw-W (1.2)

m
2
mit W = hvy. Der experimentell geundene Zusammenhang (1.2) zwischen v und v ist klas-
sisch nicht zu verstehen, da gem&B der Elektrodynamik die Energie des Lichts (der Energie-
strom ist durch den Poynting-Vektor S = cE x é/47r gegeben) nur von der Amplitude, nicht
aber von der Frequenz der Welle abhangt. Klassisch wiirde man weiterhin erwarten, dass erst
nach gewisser Zeit geniigend Energie iibertragen worden ist, um die Elektronenemission zu
bewirken. Tatsichlich beobachtet man ein sofortiges Einsetzen der Elektronenemission. Auch

12



1.2 Teilcheneigenschaften elektromagnetischer Wellen

Photon.

TITTT 777

Metall

Abbildung 1.1: Zum photoelektrischen Effekt

sollte es keine untere Frequenz des Lichts v4 fiir das Auftreten des Photoeffekts geben. Er-
klarung nach Einstein (1905): Gleichung (1.2 beschreibt die Energieerhaltung, wenn man
das Licht als einen Strom von Teilchen (“Photonen™) auffasst und jedem Photon die Energie

€=hv=hw (1.3)

zuschreibt! Gleichung (1.2) besagt dann, dass die Photonenenergie dazu verwandt wird, ein
Elektron unter Aufwendung der “Abtrennarbeit” W aus der Oberfliche herauszuschlagen,
und ihm eine kinetische Energie E' = muv?/2 zu geben. Wird die Intensitit des Lichtstrahls
erhoht, so erhoht sich die Anzahl der Photonen, die dann entsprechend mehr Elektronen aus
dem Metall herausschlagen konnen. Die Lichtquanten sind Teilchen, deren Energie und
Impuls den Erhaltungssdtzen der klassischen Mechanik gehorchen.

Dies ist weitergehend als Planck, der bei der Begriindung des Strahlungsgesetzes postulierte,
dass die Lichtenergie in Portionen von der GréBe Aw bei der Emission und Absorption durch
die Atome eines heiBen Korpers auftritt.

Zusammen mit den Ergebnissen der Elektrodynamik gelangen wir zur Hypothese: Licht be-
steht aus Photonen der Energie E¥ = € = hw, der Geschwindigkeit ¢ und breitet sich parallel
zum elektromagnetischen Wellenvektor k aus. Aus der speziellen Relativitdtstheorie wissen
wir, dass fiir beliebige Teilchen gilt

E = /p*+m2c (1.4)
08

op /p2c2 + m2ct
Wegen |9 = ¢ folgt fiir Photonen m = 0 und damit E' = pc. Der Vergleich mit F = hw =

hek (Dispersionsrelation elektromagnetischer Wellen |w| = ck) ergibt p = fik. Weil 7 und k
parallel sind, gilt also

—

und U= (1.5)

P =k . (1.6)

13



1 Wellenmechanik

E A

v

Abbildung 1.2: Energie der Photoelektronenin Abhénigkeit von der Frequenz des einfal-
lenden Lichtes

Damit folgt fiir den Vierer-Impulsvektor des Photons

o~ ()2 (4)

und fiir Gleichung (1.4) fiir Photonen

E=pc=hv. (1.8)

1.2.2 Compton-Effekt

Der Compton-Effekt liefert eine weitere Bestatigung des Teilchencharakters des Lichts. Comp-
ton (1923) hat bei der Streuung von Réntgenstrahlung an freien oder schwach gebundenen
Elektronen (sieche Abb. 1.3) eine Frequenzverschiebung festgestellt. Die Wellenlénge des ge-
streuten Photons ist groBer als die der einfallenden Strahlung: die Differenz A\ ist eine
Funktion des Winkels © zwischen der Richtung der einfallenden und der gestreuten Strah-
lung,

h
A\ = 41— sin* ©/2 1.9
WmCQ sin“©/2 (1.9)
und ist insbesondere unabhingig von der Wellenlange der einfallenden Strahlung. Compton

und Debye haben dieses Ergebnis auf der Basis der Photonenvorstellung erklart. Beim elas-
tischen StoB zwischen Photon und Elektron bleibt der Gesamt-Vierer-Impuls erhalten, d.h.

14



1.2 Teilcheneigenschaften elektromagnetischer Wellen

Energie €. =hw

_hv
T c

Impuls  p.,

=\

ruhendes
Elektron
Erergie € . =hw
9 oY o .= m.c?
his =
Impuls  p =-—0 Pe.=0 . _f22, 2=
0T C Energie E=+p.C’+ m.c

Impuls B,

Abbildung 1.3: Zum Comptoneffekt

Energie- und Impulserhaltung (Notation gemaB Abb. 1.3):

Impulserhaltung:  poy +Doe = Dy + Pe
Energieerhaltung: €y + Epe = €4+ Ee . (1.10)

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir an, dass das Elektron anfianglich ruht
(d.h. Poe = 0 und Epe = mec?), so dass

De = Doy — Dy
oder quadriert
p? = p(%’y —i—pi — 2P0y - Py = pg,y -I—pgy — 2poyp~ cOs O .
Mit der Photonenbeziehung (1.8) gilt also

v h%? h2vu
2 _ 0 0
Pe =53 + a2 2 2 cosf . (1.11)

Die Photonenbeziehung (1.8) und Gleichung (1.4) fiir das Elektron ergibt fiir die Energieer-
haltungsgleichung (1.10)

hvg +mec® = hv 4 /p2c + m2ct
oder VP22 +m2ct = mec? + h(vy —v)

15



1 Wellenmechanik

und nach quadrieren

p2ct = 2h(v — v)mec® + R (v — 1p)?
2 h? 2
so dass pe = 2h(v—1o)me+ — v —1o)°. (1.12)
c

Das Gleichsetzen der Gleichungen (1.11) und (1.12) ergibt

h2v2  h2? h2v, h?
020 + 2 2 2 cos = 2h(v — vo)m, + g(zﬂ + 13— 2up)
so dass , )
h 2h ]
h(vo — v)me = 2 [1 —cos©] = 2V sin’ 3
oder
1 1 20  ,O
-——— = sin® —
vy  Mec? 2

in® — 1.1
sin” (1.13)

das Beobachtungsergebnis.

Die klassische Elektrodynamik lasst bei der Streuung elektromagnetischer Wellen keine Fre-
quenzanderung zu, kann also den Compton-Effekt nicht erkldren. Erst die Vorstellung von
Lichtquanten mit Impuls hk und Energie hw macht dies moglich. Der Compton-Effekt ist
ein weiterer Beweis fiir das Konzept der Photonen und fiir die Giiltigkeit von Impuls- und
Energieerhaltungssatz bei der Wechselwirkung von Licht und Materie.

Die geschilderten Befunde enthiillen deutlich den Teilchencharakter von Licht. Anderer-
seits ist durch Interferenz- und Beugungserscheinungen gesichert, dass Licht auch Wellenei-
genschaften besitzt.

1.3 Wellenaspekte der Materie

De Broglie (1923) versuchte, eine einheitliche Theorie fiir Materie und Strahlung zu schaffen,
geleitet vom Ansatz: was fiir Photonen recht ist, sollte auch fiir alle Teilchen gelten. Teilchen
sollten neben Korpuskeleigenschaften auch Welleneigenschaften zeigen.

Ein Teilchen der Masse m, das sich im feldfreien Raum mit der Geschwindigkeit ¥ bewegt, hat
nach der Korpuskelvorstellung eine Energie 2 und den Impuls p, und im Wellenbild eine
Frequenz v und den Wellenzahlvektor k. Wenn es sich um zwei Aspekte desselben Objekts
handelt, so muss gelten

- hk
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1.4 Wellenfunktion

Diese Beziehungen sind richtig fiir das Photon und werden von de Broglie fiir alle Teilchen
als allgemein giiltig postuliert! D. h. materielle Teilchen besitzen die Wellenlange
h_ 2mh

A=" 1.15
Pl (1.15)

Fiir nichtrelativistische Elektronen gilt dann mit E ~ p?/(2m.)

V12
Ae::L23-10_7[e} cm (1.16)

E
Diese kithne Annahme wurde erst 1927 experimentell durch Davisson und Germer durch

Interferenz bei der Beugung eines Elektronenstrahls am Kristallgitter bewiesen.

1.4 Wellenfunktion

Sowohl Photonen und Teilchen unterliegen dem Welle-Teilchen Dualismus. Fiir Photonen,
deren Ruhemasse gleich Null ist, gelten die Maxwellgleichungen. Die Analogie fiir Photonen
und Teilchen legt es nahe, von den Maxwell-Gleichungen auszugehen, und diese in geigneter
Weide auf Teilchen mit endlicher Ruhemasse zu verallgemeinern.

Die Maxwellgleichungen in Vakuum fiihren auf die Wellengleichung (Ubungsaufgabe)

1 6?9
Ap— =2 — =
¢ c2 ot? 0,
0? 0? 0?

fiir das skalare elektromagnetische Potential ®(7,t). Die allgemeine Losung der Wellenglei-
chung ist das Wellenpaket

o(r,t) = /dgk A(k) exp [z (E = wt)]
= /d3k A(E) exp [t (ko + kyy + Koz — wt)] (1.18)
das die Uberlagerung von ebenen Wellen exp[u(k -7 —wt)] mit der Amplitudenfunktion A(k)

darstellt.
Das Einsetzen von Losung (1.18) in die Wellengleichung (1.17) zeigt, dass die Amplituden-

-,

funktion A(k) beliebig ist, dass aber die Dispersionsrelation
w? = k22 (1.19)

gelten muss. Dies beruht auf den Ableitungen

0
ezkn:vn — zknem"m",
oz,
0 _ _
e wt —we m}t7
ot
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1 Wellenmechanik

also den Entsprechungen

o .
g .

von partiellen Operatoren im Orts-Zeit-Raum (7, t) zu Faktoren nach entsprechender Fou-
riertransformation.
Benutzt man E = hw und p’ = hk, so erhdlt man fiir die Dispersionsrelation (1.19)

E? _ p2 2
2 R2e
oder
E? = p*c (1.22)
Umgekehrt, mit
0
n = —th—0 1.2
p e (1.23)
0
E = h— 1.24
oy (1.24)

gelangt man von der Dispersionsrelation (1.22) im Fourier-transformierten Raum zum Diffe-
rentialoperator (1.17) und damit zur Wellengleichung im Orts-Zeit-Raum.

1.5 Wellenmechanik der Materie

1.5.1 KorrespondenzmiBiger Ubergang zu Differentialoperatoren im
Ortsraum, Freie Schrédinger-Gleichung

Die Experimente der Elektronenbeugung an Kristallen von Davisson und Germer (1927) und
die Experimente von Stern (1932) mit He-Atomen und Wasserstoffmolekiilen zeigten die
Welleneigenschaft von Materie und verifizierten die de Broglie-Beziehungen

5= hi | ‘E(:zw/x, und  E = hw . (1.25)

Deshalb beschreiben wir die Materiewelle durch ein Wellenpaket, d.i. die Superposition von
ebenen monochromatischen Wellen:

U(rt) = /dgk F(E) exp [z <I_€'-F—wt>}
= /dgp F(p) expo(p-7— Et) /h] , (1.26)

wobei wir die de Broglie-Beziehungen (1.25) ausgenutzt haben.
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1.5 Wellenmechanik der Materie

Dabei besteht ein Zusammenhang zwischen der Frequenz w = E/h und dem Wellenzahlvek-
tor k = p/h nach der klassischen nichtrelativistischen Mechanik fiir die Energie eines freien
Teilchens

2
E= 2an (1.27)
Differenzieren wir Gleichung (1.26) partiell nach der Zeit:
G = — [@oF@) F ewlr- B /1)
oder mgt\lz(ﬁt) = /d?’pF(@ Eexp(p-7— Et) /h] . (1.28)
Ebenso erhalten wir fiir den Gradienten von Gleichung (1.26)
h

7

Ve (7t) = [ F () 5 explo (77— E) /1)
und damit fiir die Divergenz

h%-[h%m(m)} = —R2AV (7))
7 7

_ /d3pF(ﬁ) P expl(5-7—Et /], (1.29)

wobei wir Konvergenzfragen (Vertauschen von partiellen Ableitungen und Integral usw.)
ibergehen.

Wir teilen Gleichung (1.29) durch 2m und subtrahieren das Ergebnis von Gleichung (1.28).
Mit Beziehung (1.27) erhalten wir dann

0 _ h? o 3 p2 N
zha\ﬂ(r,t) + %A\P (7,t) = /d p F (p) [E— Qm} exp[e(p-7—Et)/h] =0
oder
w 2wy = aw (1.30)
ot T 2m T '

Gleichung (1.30) wird als nichtrelativistische Schridinger-Gleichung fiir das freie Teilchen
bezeichnet. Die Schrodinger-Gleichung (1.30) ist eine lineare Gleichung fiir die Wellenfunktion
W, so dass die Superpositionseigenschaft gilt: sind W1 und Wy Losungen, so ist es auch jede
lineare Kombination c; V1 + coWy mit beliebigen Konstanten ¢; und cy. Desweiteren ist
die Schrodinger-Gleichung eine Differentialgleichung erster Ordnung in der Zeit: d. h. ist
U(t = 0) zu einer Anfangszeit ¢ = 0 eindeutig bekannt, so erhdlt man aus der Lésung der
Schrodinger-Gleichung die spatere zeitliche Entwicklung.
Weiterhin ist das Korrespondenzprinzip zur klassischen Mechanik erfiillt, da die Schrédinger-
Gleichung auf den Zuordnungen

E — zh% . P —ihV (1.31)
beruht. Wir erhalten diese quantenmechanische Bewegungsgleichung, wenn wir die Bezie-
hungen der klassischen Mechanik als Operatorgleichung auffassen, die auf die Wellenfunktion
wirkt.
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1.5.2 Klein-Gordon-Gleichung fiir ein kraftefreies Teilchen

Anstatt der nichtrelativistischen Energie-Impuls-Beziehung (1.27) wollen wir jetzt auf das
Wellenpaket (1.26) die Energie-Impuls-Beziehung der speziellen Relativitatstheorie

E? = p*c® + m*c! (1.32)
fiir jede ebene monochromatische Welle anwenden.
Differenzieren wir Gleichung (1.28) nochmals nach der Zeit, so folgt

_ /d3pF(]5) B2 expl(5-7— Et) /i . (1.33)
Aus Gleichung (1.29) folgt
—RAPAT (7 t) = /d3p F(p) p*c exp s (p- 7 — Et) /] . (1.34)
GemiB Gleichung (1.26) gilt
m2cW (7 t) = /dSp F (p) m*c* exp o (p- 7 — Et) /h] . (1.35)
Aus den Gleichungen (1.33)—(1.35) folgt unter Verwendung der Beziehung (1.32)
—hQ%thl + B2EAY — m2lU

= /d3p F (p) [EQ —p2c? — m204] exp o (p-7— Et) /Rl =0
0> (7,t)
_p2Z A7

h ot?

die als freie Klein-Gordon-Gleichung bezeichnet wird.
Mithilfe des aus der Elektrodynamik bekannten d’Alembert-Operators oder Quabla,

also = —Rh2EAV (7 t) + m2 W (7, t) (1.36)

1 0%
Nn= ——= — 1.
— T 2ot? (1.37)
schreibt sich die freie Klein-Gordon-Gleichung als
me 2 .
[ﬂ+ (7> } V(7)) =0. (1.38)

Fiir masselose (m = 0) Teilchen (Photonen), ergibt diese gerade wieder die Wellengleichung
(1.17) der Elektrodynamik.

Die Klein-Gordon-Gleichung spielt eine wichtige Rolle in der relativistischen Quantentheorie.
Anders als die Schrodinger-Gleichung ist sie nicht von erster Ordnung in der Zeit. Man kann
also aus ihr nicht bei Kenntnis der Wellenfunktion zu einer Anfangszeit das spatere Verhalten
der Wellenfunktion berechnen. Ohne eine Neuinterpretaion der Wellenfunktion W ist sie daher
als dynamische Gleichung fiir die Materiewellenfunktion nicht brauchbar.

In Tabelle 1.2 fassen wir nochmal die erhaltenen Ergebnisse zusammen.
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1.5 Wellenmechanik der Materie

Tabelle 1.2: Klassische und quantenmechanische Bewegungsgleichungen fiir das freie

Teilchen
Klassische Mechanik | Quantenmechanik
nichtrelativistisch | £ = % zh%—\f = —%A\P
Schrodinger-Gleichung
relativistisch E? = p?c® + m?c? [D + (m;CQ)} U =0
Klein-Gordon-Gleichung

1.5.3 Konstruktion eines freien Wellenpakets
Ebene monochromatische Wellen

Wir betrachten den Ausdruck fiir eine ebene monochromatische Welle in einer Raumdimen-
sion

F(z,t) = exp [2m <f\ - ;)] . (1.39)

Dieser beschreibt die Stérung mit der Wellenlinge A = 2 /|k|, die in Richtung des Wellen-
zahlvektors (hier ko éz) mit konstanter Geschwindigkeit 1duft. Dabei ist die Wellenldnge
A die Lange einer Periode (der Abstand von Punkten gleicher Phase), siehe Abbildung 1.4,
und T die Schwingungsdauer, d.i. die Dauer einer Schwingung an einem festen Ort x.

Der Realteil von Gleichung (1.39)

Rt = (oo om (5 1)])
- fonbe oG-
~ o (27r K—;D (1.40)

fiir festes ¢ ist in Abbildung 1.4 dargestellt und bildet eine Momentaufnahme der Stérung.
N = 1/ ist die Wellenzahl der ebenen Welle, d.i. die Anzahl der Perioden auf einer Langen-
einheit, v = 1/T ist die Frequenz der ebenen Welle, d.i. die Anzahl der Schwingungen pro
Zeiteinheit an einem festen Ort, k = 20N = 27/ ist der Betrag des Wellenzahlvektors,
w = 2nv = 27/T ist die Kreisfrequenz oder auch kurz Frequenz der Welle.

Die Ausbreitungsgeschwindigkeit von Ebenen gleicher Phase (siehe Abb. 1.4)

A voow

’U¢:U:

wird als Phasengeschwindigkeit bezeichnet. Aufgrund von Dispersionsbeziehungen (siehe
z.B. Gleichung (1.19)) ist w = w(k) im allgemeinen eine Funktion von k.
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1 Wellenmechanik

+14

3

Abbildung 1.4: Momentaufnahme einer ebenen Welle

Betrachtet man die Analogie zwischen Materiewellen und Wellenoptik, so kann man fragen,
ob es moglich ist, den Begriff materieller Teilchen einfach zu verwerfen, und die klassische
Theorie durch eine Wellentheorie zu ersetzen, bei der die Wellenfunktion W (7, t) die gleiche
Rolle wie das elektromagnetische Feld in der Strahlungstheorie spielt. Das Bild materieller
Teilchen mit lokalisierter Energie und lokalisierten Impuls wiirde man durch das einer kontinu-
ierlichen Welle mit kontinuierlicher Energie- und Impulsverteilung ersetzen. Die Teilchen der
klassischen Mechanik waren in Wirklichkeit Wellenpakete von endlicher, aber geniigend klei-
ner, vernachlassigbarer Ausdehnung als Realisation von Massenpunkten). Wir zeigen, dass
solche Pakete den Bewegungsgesetzen fiir klassische Teilchen gehorchen und zwar in den
Grenzfillen, in denen sich die klassische Mechanik als korrekt erweist. Allerdings tritt hierbei
die Schwierigkeit des ZerflieBens des Wellenpakets auf.

Wellenpaket

Im Grenzfall der klassischen Physik soll die wellenformige Bewegung auf das Teilchenbild
ibergehen, insbesondere besteht dann eine Beziehung zwischem dem Wellenzahlvektor k
und dem Teilchenimpuls p. Um diese Naherung zu verwirklichen, muss mit dem Teilchen
eine Welle von endlicher Ausdehnung verkniipft werden. Eine ebene monochromatische Wel-
le ist offensichtlich nicht geeignet, ein Teilchen zu beschreiben, das auf einen Ortsbereich
beschrankt ist.

Ein Wellenpaket kann jedoch diese Eigenschaft besitzen. Ein Wellenpaket ist die Uberlage-
rung von ebenen Wellen mit benachbarten Wellenvektoren, also etwa

U(z,t) = / dk c(k) etkz=wt)

—00
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1.5 Wellenmechanik der Materie

Nach Annahme (benachbarte Wellenvektoren) soll ¢(k) nur in einem schmalen Bereich um
ko herum merkliche Werte haben, d.h.

ko+Ak
U(z,t) :/k N dk c(k) e!kr=wt) (1.42)
o

Wir wollen zeigen, dass dann in gewissen MaBe die Bewegung dieses freien Wellenpakets mit
der Bewegung eines klassischen Teilchens verglichen werden kann.

GemaB Konstruktion (1.42) ist WU(z,t) das Integral iiber ein Produkt bestehend aus einer
oszillierenden Funktion e'**=«Y) und einer sich langsam ndernden Funktion von k.

Da Ak klein ist, entwickeln wir die Frequenz w(k) nach Potenzen von k — kg bis zur 1.
Ordnung:

wik) = wiko) + <Z:>k:ko (k= ko) =0t <3:>0 h=ho)

wobei wir die Abkiirzungen

dw dw
— w(k wy (™
wo = wiko) (dk>o (dk)kk

eingefiihrt haben. Mit £ = k — ko folgt fiir Gleichung (1.42)

Ak N
U(z,t) ~ /Ak d¢ c(k) oU(Exthoz—wot—( G2 ) t€)

Da c(k) in [k, — Ak, ko + Ak] eine langsam verédnderliche Funktion ist, gilt ¢(k) ~ ¢(ko) und

Ak
\I/([E, t) ~ C(ko)@z[kox_wot] df ezﬁ[xi(d;;)ot]
Ak

U(x,t) =~ c(ko)ez[koz_“’ot][

was sich darstellen |3sst als

U(z,t) = cfx,t)elkor—wol (1.43)
sin [Ak (z — (22) ¢
mit clz,t) = 2¢(ko) Ak dw(d’“)o ) . (1.44)
(%)ot
In Abbildung 1.5 skizzieren wir die Variation der Funktion ¢(x,t) zum Zeitpunkt ¢t = 0,

o(z,0) = 2c(l<:g)sm[j]m] ,
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1 Wellenmechanik

c(x,0)

2c(ky) Ak

>

_’;(3 _M_Xl *y uxz

Abbildung 1.5: Skizze der Funktion ¢(x,0)

in Abhangigkeit von z. Im Argument der Sinusfunktion tritt die kleine GroBe Ak auf, so
dass sich ¢(x,t) als Funktion der Zeit ¢ und der Koordinate = nur langsam andert. Daher
konnen wir ¢(z,t) als die Amplitude einer nahezu monochromatischen Welle ansehen und
koxr — wt als ihre Phase. Diese Amplitude iiberlagert sich gemaB Gleichung (1.43) dem 2.
Faktor, so dass nur in einem engen Ortsbereich das Wellenpaket merkliche Amplituden hat:
Ax =2 = % ist die raumliche Ausdehnung des Wellenpakets. Je kleiner Ak ist (Streuung
der Impulswerte), desto groBer ist die rdumliche Ausdehnung des Pakets.

Nun ermitteln wir den Punkt x,, an dem die Amplitude ¢(z,t) ihr Maximum hat. Diesen
Punkt bezeichnen wir als Zentrum des Wellenpakets. Das gesuchte Maximum befindet sich

im Punkt
T, = d—w t
= \dk 0

und bewegt sich mit der Gruppengeschwindigkeit

dz., dw
vy =2 = <dk>0 (1.45)

Mit w = E/h, E = p*/(2m) und p = hk folgt

B p2 _hk:2
w ar T o._
2hm 2m
so dass
_de _ Bk _p

Vg = dk = m E = Uklassisch »

d.h. die Gruppengeschwindigkeit der de Broglie-Wellen ist gleich der Teilchengeschwindigkeit
der klassischen Mechanik. In gewisser Weise verhilt sich das Zentrum des Wellenpakets wie
ein Teilchen in der klassischen Mechanik.

Zusammenfassend kann man sagen: der Begriff des Wellenpakets erscheint sinnvoll, weil er
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1.5 Wellenmechanik der Materie

(1) die richtigen quantenmechanischen Bewegungsgleichungen (Schrédinger—Gleichung,
Klein—Gordon—Gleichung) liefert,

(2) die Lokalisierbarkeit des quantenmechanischen Objekts einschlieBt,

(3) im entsprechenden Grenzfall (Zentrum des Pakets verhilt sich wie ein Teilchen) mit
der klassischen Mechanik iibereinstimmt.

Der physikalische Sinn der Wellen, die nach de Broglie mit der Teilchenbewegung verbunden
sind, wurde nicht sofort erkannt. Anfangs versuchte man, die Partikel selbst als Gebilde von
Wellen zu betrachten, die einen gewissen Raumteil erfiillen. Die Intensitdt der de Broglie-
Wellen wurde in dieser Auffassung als die GréBe betrachtet, die die Dichte der Materie
kennzeichnet, aus der das Teilchen gebildet ist. Diese Auffassung ist durchaus klassisch, da
man Wellengebilde konstruierte, deren Bewegung mit der eines Teilchens libereinstimmt, das
sich nach den Gesetzen der klassischen Mecahnik bewegt: so bewegt sich das Zentrum des
Wellenpakets wie ein klassisches Teilchen. Im folgenden Abschnitt werden wir sehen, dass die
Bewegung eines solchen Wellenpakets doch nicht genau mit der Bewegung eines Teilchens
ibereinstimmt.

1.5.4 Ausbreitung eines freien Wellenpakets aufgrund der
Schrodinger-Gleichung
Allgemeine Lésung der freien Schrédinger-Gleichung in einer Dimension

Die eindimensionale Schrédinger-Gleichung lautet

oV (z,t) ﬁ82W(m,t)

h———— = — 1.46
! ot 2m  Ox? (1.46)
Mit dem Separationsansatz ¥ (z,t) = u(z)g(t) gilt
ov_ g
ot~ Vat a2 da?-
so dass
O
dt ~  om7da?
Nach Division durch gu erhalten wir
1 21 &
L dgt) KW 1 dulx) (1.47)

! gty dt — 2mu(z) da?

mit der Separationskonstanten hw, da die linke Seite der Gleichung (1.47) nur von ¢ abhadngt
und die rechte Seite nur von = abhingt, so dass beide Seiten gleich einer Konstanten sein
miissen. Fiir den t-Anteil finden wir dann

dg(t)

o~ w9l
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mit der Losung
g(t) = 7!

Ist die Konstante w reell, so ist g(t) eine zeitlich periodische Funktion.

Fiir den x-Anteil finden wir
d*u(z)  2mw

72 + Tu(w) =0.

Ist w > 0, so definieren wir k2 = 2mw/h, so dass

d*u(x)
dx?

+ k2u(r) =0

mit der Losung
u(z) = c(k)e*® |

wobei ¢(k) eine beliebige Funktion von k sein kann.
Als spezielle Losung der Schrodinger-Gleichung (1.46) erhalten wir also

Uiz, t) = u(z)g(t) = c(k)e'F==t) |

wobei w = hk?/(2m) und k ein freier reeller Parameter ist.
Die vollstindige Losung der Schrodinger-Gleichung ergibt sich aus der Uberlagerung, also
der Summe oder dem Integral liber spezielle Losungen Wy (z,t), d.i.

m%o:/mﬂmwnM*%W% (1.48)

—0o0

Das Wellenpaket (1.48)_ ist die allgemeine Losung der nichtrelativistischen freien Schrodin-
ger-Gleichung (1.46). Uber die Funktion ¢(k) kann man weitgehend willkiirlich verfiigen,
nur muss diese fiir |k| — oo gegen Null gehen, damit das Integral (1.48) existiert. Durch

geeignete Wahl von ¢(k) erhilt man dann jeweils bestimmte, spezielle Lésungen.

Kontinuitatsgleichung

Wir bilden aus der Schraodinger-Gleichung (1.30) die entsprechende konjugiert komplexe Glei-

chung
oV* (x,t) h?
— = ——AU”
ot 2m (z,1)

und multiplizieren diese mit ¥ mit dem Ergebnis

—1h

* 2
A YN (1.49)

—1hU
! ot 2m

Ebenso multiplizieren wir die Schrédinger-Gleichung (1.30) mit der konjugiert komplexen
Wellenfunktion ¥* und erhalten

o K2
AV —— = ———J*AT . 1.
! ot 2m (1.50)
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1.5 Wellenmechanik der Materie

Fiir die Differenz von Gleichung (1.50) und (1.49) folgt

ov ov* 0 R?
Ur—— + U =1h— [V*'U] = —— [U'AV — VAY*
Zh[ ot * at] gy (V7] om T8 AT
oder 9y = 1 [wraw - waw
ot 2 ’
die sich in der Form einer reellen Kontinuitatsgleichung
gf +divi=0 (1.51)
schreiben lasst, wenn wir
p=U*w (1.52)
als Raumdichte und
§= Tum [U*grad¥ — WgradU*] (1.53)

als Stromdichte des Wellenpakets deuten. Durch
§=pv (1.54)

kénnen wir weiterhin die Stromungsgeschwindigkeit ¢’ des 1)-Feldes definieren.

Zeitliche Entwicklung des Wellenpakets

Wir nehmen an, dass zur Zeit t = 0 das Wellenpaket in einem kleinen schmalen Ortsbereich
um z = 0 konzentriert ist und sich mit dem Impuls pg = hkg in z-Richtung bewegt.
Das wird erreicht, wenn anfanglich

2

U(z,0) = Aexp <—2g;2 + zk0x> (1.55)

ist. Denn dann ist die anfangliche Raumdichte (1.52)
p(,0) = W(,0)0"(2,0) = [ A exp (~a2/a?)
in |z| < a lokalisiert (sieche Abb.1.6) und die Stromdichte (1.53) wird zu

h * —i—zkox € —i—l—zkox
sz(x,0) = Dy A*Ae” 222 (——2 + zko) e 242

m a

- AA*ef%Jrzkox (_% B ’Lk()) 67%7119096 :|
a

hk 22 Dk
AR = 2
m m

x
a

ho g a2
= 2Z—m|A\ e o (2uko) = (x,0) .

GemaB Gleichung (1.54) ist die anfangliche Geschwindigkeit des Wellenpakets v, o = hiko/m
mit dem Impuls p, o0 = mv, 0 = hko.
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P A

£ (x,0)

l 4

Abbildung 1.6: Zeitliche Entwicklung der Raumdichte eines Gaussschen Wellenpakets

Andererseits ist aber auch gemaB Losung (1.48)
U(z,0) = / dk c(k) e*® (1.56)

d.i. die Darstellung der Funktion W(z,0) durch ein Fourier-Integral. Nach dem Umkehrtheo-
rem ist
1 [e.e]

c(k) / dz U (x,0) ek (1.57)

T o oo

so dass wir mit ¥(z,0) die Funktion c¢(k) berechnen kénnen und damit dann die Wellen-
funktion W(x,t) zu jeder anderen Zeit t.
Setzen wir Gleichung (1.55) in Gleichung (1.57) ein, so folgt

A (o
o(k) / d ¢~ sz Ti(ko—R)z (158)

:% .

Zur Berechnung des Integrals benutzen wir das unbestimmte Integral (Abramowitz und Ste-
gun, Formel 7-4-32)

1 2—(¥C
/dx e~ (oa®t2bore) _ = [T Bgee o (\/ax - b> + const (1.59)
a a

2

mit der Fehler-Funktion oder Error-Funktion
2 z 2
erf(z) = / dte | (1.60)
VT Jo

wobei erf(co) = 1.
In unserem Integral (1.58) ist o = 1/(2a?), b = 1(k — ko)/2, ¢ = 0, so dass

A1 a? (k—kq)? A a? (k—kq)?
clk)=—|=V 2aZme T L g| = L4 - (1.61)
2 |2 V2T
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Aus Gleichung (1.48) folgt dann nach Einsetzen des Ergebnisses (1.61) fiir die spatere zeit-
liche Entwicklung der Wellenfunktion

U(x,t) = /OO dk c(k) et(kr= 2 k?)

Aa [
= dk
V2T )

a? abt\ o w koa® a’k}
- =+ 2(——— . (1.62
X exp< [<2+2m>k+ ( 5 2>k‘+ 2]) (1.62)

Zur Berechnung des Integrals verwenden wir wieder Gleichung (1.59) jetzt mit

2 2
a 1ht ma*“ + 1ht
+ — =

o = —

2 2m 2m ’
1
b = —3 (zx—l—kgaz) ,
21,2
. - a“kg
2
und erhalten a2
A x? — 2a?k $+17°t
U(x,t) = ————exp [— 5 0 o (1.63)
1+ J,Ztg 2a (1 + ma?2 t)
Daraus folgt mit (1/2)* = v/z* und (e*)* = %
. * 2 4+ 21alkox — ZM
U*(z,t) = ——=exp |— 5 S
1— TZFZQ 2a (1 B maQt)
so dass wir fiir die Raumdichte zur Zeit ¢ erhalten
2
4P (v )
plz,t) =V (z,t)¥(x,t) = ————cxp | = . (1.64)
1+(7r7;2) a? [1+(ma2) }

das bedeutet: als Funktion von z ist p eine Glockenkurve mit dem Maximum an der Stelle z =
kokoh/m. Das Zentrum des Wellenpakets bewegt sich mit der Geschwindigkeit v, = hit/m
(Gruppengeschwindigkeit). Gleichzeitig flieBt das Wellenpaket breit. Wahrend es anfangs die
Breite a hatte, ist diese nach der Zeit t auf

a =ay/l+ <m>2 (1.65)

ma?

angewachsen. Das BreitflieBen setzt also allmahlich ein, erfolgt dann aber proportional zur
Zeit: fiir t >> ma?/h gilt a' ~ ht/(ma), d.h. das Wellenpaket flieBt dann proportional zur
Zeit auseinader. Das aus de Broglie-Wellen aufgebaute “Teilchengebilde” wird somit nicht
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1 Wellenmechanik

stationdr sein und kann damit keine Erklarung fiir Materie in lokalisierter Form sein. Dies ist
eine falsche Deutung der de Broglie-Wellen.

Die richtige Deutung der Wellenfunktion werden wir im nédchsten Abschnitt anhand des
Doppelspaltexperiments veranschaulischen, das uns auf die statistische Interpretation der
Wellenmechanik nach Born fiihren wird.

1.6 Statistische Interpretation der Wellenmechanik

Wir betrachten ein idealisiertes Beugungsexperiment: den Durchgang eines Stroms von Teil-
chen (z. B. Elektronen) durch einen Spalt in einer absorbierenden Wand (siehe Abb. 1.7) Ein

A

_—

Spalt 1 Rlx
_—
_—
_—

Spalt 2
_—
_—

Wand Detektor

Abbildung 1.7: Schaubild Spaltexperiment

Detektor rechts vom Spalt registriert das Eintreffen von Teilchen und misst deren Haufig-
keitsverteilung P; () als Funktion des vertikalen Abstands von der Spaltmitte z. Die Teilchen
treffen unregelmaBig auf und man findet eine Streuung der Ankunftsrichtungen um die mitt-
lere Position. Mit einem geeigneten Detektor lasst sich die Ankunft eines Teilchens durch ein
kurzes Klicken horbar machen; dieses Klicken deutet daruaf hin, dass Teilchen keine Wellen,
sondern Korpuskel sind. Der Teilchenstrom benimmt sich wie ein Geschosshagel, allerdings
treffen die Teilchen unregelmaBig auf.

6ffnen wir nun einen 2. Spalt in der Wand und schlieBen den ersten (Abb. 1.8), so ist
erwartungsgemaB P, (x) nach unten verschoben.

6ffnet man nun beide Locher, so erwartet man den in Abb. 1.9 gezeigten Befund P(z) =
Pl(:(}) + PQ(.%')

Dies ist jedoch falsch, denn der tatsichliche Befund ist P(z) # Pi(z) + P»(x). Er dhnelt
einem Interferenzmuster (Abb. 1.10) dhnlich wie bei Wasserwellen, mit keinen Teilchen an
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1.6 Statistische Interpretation der Wellenmechanik

A
EEE—
Spalt 1

-

E— Spalt 2 -
B (x)
e
/
Wand Detektor

Abbildung 1.8: Schaubild Spaltexperiment mit verschobenem Spalt

gewissen Stellen und in der Mitte mehr Teilchen als P;(0) + P»(0).

Der Gangunterschied der Wellenziige fiihrt zu konstruktiver oder destruktiver Interferenz (sie-
he Abb. 1.11) und unterstreicht den Wellenaspekt der Teilchen. Verringern wir den Strom
einfallender Teilchen, so beobachtet man die Einzelereignisse zeitlich getrennt, einmal hier
und einmal dort. Das Interferenzbild entsteht nach langer Zeit aus Folge von Einzelereignissen
und nicht als Folge des Zusammenwirkens mehrerer Teilchen. Die ersten, durch Elektronen
bewirkten, lokalisierten Wirkungen auf der Detektorfliche verteilen sich scheinbar chaotisch
auf der Detektorflache, um dann bei hinreichend groBer Ereigniszahl das Interferenzbild auf-
zubauen.

Bei einer Welle miisste das Interferenzbild stets als ganzes vorhanden sein und wiirde nur
schwécher bei schwéacherer einfallender Amplitude. Zwei Detektoren in verschiedenen Ma-
xima miissten gleichzeitig ansprechen, dies ist jedoch nicht der Fall. Die Teilchen benehmen
sich wie kleine Geschosse, aber bauen ein Inteferenzbild auf aus Einzelereignissen, das wie
Welleninterferenz geformt ist.

Zusammenfassung des experimentellen Befunds: Die Elektronen (oder auch Photonen)
werden als Teilchen nachgewiesen. Die Nachweiswahrscheinlichkeit ist wie die Intensitat einer
Welle verteilt. Der Impuls p’ der Teilchen ist durch p'= hk mit dem Wellenvektor & der Welle
verkniipft. Die Wahrscheinlichkeit, Teilchen an einer bestimmten Stelle nachzuweisen, ist
durch das Betragsquadrat einer Wellenamplitude gegeben.

Entscheidend fiir die Interpretation des Doppelspaltexperiments ist die Zufilligkeit des Ele-
mentarprozesses, d. h. die Unmdglichkeit, Zeit und Ort des Auftreffens eines Photons oder
Elektrons exakt vorherzusagen. Warum das so ist, kénnen wir nicht erklaren; wir miissen es
einfach als Erfahrungstatsache akzeptieren. Wenn wir es aber akzeptieren, dann miissen wir
auch die Statistik und mit ihr den Begriff der Wahrscheinlichkeit als das angemessene Kon-
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1 Wellenmechanik

[
.\ PO)=P, (x)+F, ()

EEE——

Spalt 1
EEEE——
EEEE—
_—

Spalt 2
e
e

Wand Detektor

Abbildung 1.9: Schaubild Erwartung Doppelspaltexperiment

zept zur Beschreibung solcher zufalliger Ereignisse ansehen. Wir gelangen zur statistischen
Interpretation von Born (1926) und deuten die Beziehung zwischen Teilchen und Welle
statistisch.

Statistische Interpretation von Born: Jedem Teilchen wird eine zeit- und ortsabhingige
Wellenamplitude W(Z,t) zugeordnet, wobei 7 = hk. W(Z,t) ist i. a. eine komplexe Zahl.
|U(Z,t)|? wird als Wahrscheinlichkeit interpretiert, das Teilchen zur Zeit ¢ am Ort & anzu-
treffen. Da die Wellenamplitude ¥ (Z,¢) nur eine Wahrscheinlichkeitsamplitude ist, schlieBt
sie den Teilchencharakter nicht aus und erlaubt gleichzeitig Interferenz.

Der Widerspruch zwischen den klassischen Konzepten “Welle" und “Teilchen” wird so auf-
gelost: es gibt eine Wahrscheinlichkeitsamplitude (“Welle"), deren Betragsquadrat die Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir den Nachweis von “Teilchen” ist. Damit sind Elektronen und Pho-
tonen weder einfach Teilchen noch einfach Wellen im klassischen Sinn.
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1.6 Statistische Interpretation der Wellenmechanik

Spalt 1

Spalt 2

Wand

Detektor

PI=F, ()] + R, (1)

k

—

Abbildung 1.10: Beobachtung am Doppelspaltexperiment

v

v

\ 4

Abbildung 1.11: Interferenzentstehung beim Doppelspaltexperiment
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2 Schroédinger-Gleichung

2.1 Bewegungsgleichungen im Schrodinger-Bild

Die Wellenfunktion W (Z,t) bestimmt die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Teilches am Ort
Z zur Zeit t. Wie entwickelt sich die Wellenfunktion W (&, t) mit der Zeit t? Zur Beantwortung
dieser Frage bendtigen wir eine dynamische Gleichung fiir die zeitliche Entwicklung. Beim
Aufstellen dieser dynamischen Gleichung gehen wir von zwei Postulaten aus:

1. Postulat: W(Z,t) zur Zeit t ist die vollstdndige Beschreibung des Zustands des physikali-
schen Systems und legt demnach die zeitliche Entwicklung fest. Die dynamische Gleichung
muss eine Differentialgleichung 1. Ordnung in der Zeit sein.

2. Postulat: Das Superpositionsprinzip fiir die Losungen der dynamischen Gleichung soll
gelten, d. h. mit ¥ und 5 soll auch die Linearkombination ¢;¥q + coWs Losung der dyna-
mischen Gleichung sein. Die dynamische Gleichung muss linear in W sein.

2.1.1 Zwischenbemerkung: Operatoren

Die durch einen Operator A bewirkte Zuordnung ¥(Z, t)iﬂlll(a_c’, t) wird geschrieben als

U = AU
Beispiele:
X d . oV (Z,1)
= _— \If T = ——
A o — U (Z,1) T ,
A d , oV (Z,1)
A = — U (Z ) = ——
o — U (Z,1) P
A = f(z,t) < VU (&)= f(z,t)¥(Z,t) Multiplikations-Operator ,
A = ¢ = U(Zt)=cV (1) .

Ein linearer Operator besitzt die Eigenschaft

A (61\1/1 + CQ\I/Q) = ClA\Ifl + CQA\IIQ
Alle oben gezeigten Beispiele sind lineare Operatoren.
Ein Beispiel fiir einen nichtlineraren Operator ist AU = W3,
2.1.2 Wellengleichung

Die zwei Postulate sind dquivalent zu einer dynamischen Gleichung der Form
oV (t)

TR ov(t) ,
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2 Schrodinger-Gleichung

wobei O einen linearen Operator bezeichnet. Mit der Notation erhalten wir

~ 1 -~

O=—H

1h

die grundlegende Bewegungsgleichung (Schridinger-Gleichung ), das allgemeine Gesetz
fiir die zeitliche Entwicklung eines quantenmechanischen Systems. Der lineare Operator H
ist charakteristisch fiir das System und wird Hamilton-Operator genannt. Wie kann der
Hamilton-Operator H aussehen?
Ein freies nichtrelativistisches Teilchen wird beschrieben durch das Wellenpaket

V@) = [ f @) T (2.2)
wegen 7 = hk und E = hw wobei E = p2/(2m).

Damit ist die zeitliche Entwicklung explizit bekannt und H lisst sich bestimmen:

m%‘f _ / &p f(§) E e@I-EO/

(2.1)

—0o0

EV\I/ _ / d3p f(m Z761(]5’-:?7Et)/ﬁ
(3

weil
G 1 7 (= =
VU x | 8/8y | e Peatpiytpz) — 5| Py et (FD)
0/82 Dz
also

h v
“VVU « perPT)
1
Die nochmalige Anwendung ergibt
h h o0 S
(ZV> . <ZV\I;> — —h2V2\II :/ d3p f(m p2 el(p-:prt)/h

Mit dem Laplace-Operator A = V -V = V? = div grad folgt unter Ausnutzung von
E = p?/(2m), dass

ov h?
h— = ——AV 2.
! ot 2m (2:3)
erfiillt ist. Der Hamilton-Operator fiir ein freies Teilchen der Masse m ist demnach
N K2
H=—-——A 2.4
5 (24)

Abbildung 2.1 fasst die formale Ableitung nochmals schematisch zusammen.
Die formale Analogie mit der klassischen Mechanik wird durch die Korrespondenzregeln

h
E — zhgt und p— ;V (2.5)

erreicht, wenn wir E = p?/(2m) als Operatorgleichung auffassen, die auf die Wellenfunktion
U(Z,t) wirkt.
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2.1 Bewegungsgleichungen im Schrodinger-Bild

allgemeine Form des Wellenpakets

de-Broglie, Planck klassische Mechanik
P=hk, E=hw . .
Beziehung zwischen

Energie und Impuls

2
L e__P
1) NR: E—2m

2) R: E=p¢+mic

oS

Wellengleichung (Schrodinger-Gleichung)

Abbildung 2.1: Zur Ableitung der Wellengleichung des freien Teilchens

Relativistische Mechanik

Fassen wir die Beziehung E? = p?c? + m2c* fiir ein relativistisches Teilchen als Operator-
gleichung auf, erhalten wir

2
v
—h2%t2 = —R*FAV +m*c'v
1 0%w m2ct

als Wellengleichung fiir ein freies relativistisches Teilchen. Diese Klein-Gordon-Gleichung ist
allerdings von 2. Ordnung in der Zeit, verletzt also das 1. Postulat.
Nichtrelatvistisches Teilchen in einem Potential

Verwenden wir die Korrespondenzregeln (2.5) in der klassischen Hamiltonfunktion fiir ein
nichtrelatvistisches Teilchen in einem Potential V (Z):

P
E = H = — T
YV,
so folgt fiir den Hamilton-Operator
. K2
H=—-——A T 2.
o +V (2) (2.7)
und fiir die zugehdrige Schrodinger-Gleichung
ov h?
h—=(—-—A £) | W. 2.
s ( o +V(x)> (2.8)
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2 Schrodinger-Gleichung

2.1.3 Allgemeines Verfahren fiir Systeme mit klassischer Korrespondenz

Gegeben sei ein dynamisches System in der klassischen Mechanik beschrieben durch verallge-
meinerte Koordinaten ..., ¢g;, ... und verallgemeinerte Impulse ..., p;, ... mit der klassischen
Hamiltonfunktion H(...,qj,...,...,pj,...,1).

Der Ubergang zur Wellenmechanik erfolgt durch die Entsprechungen (oder Korrespondenzen)

0
4 = q, pj = <—zh> (2.9)

und ergibt den Hamilton-Operator

fI(...,qj,...,...,—zhaaqj,...,t) (2.10)

Es gilt die Wellengleichung
th—— = HU (2.11)

Man beachte die formale Ahnlichkeit der Wellengleichung zur Hamilton-Jacobi-Gleichung der

klassischen Mechanik
oS oS
— - H — | = 2.12

Beispiel: Atom mit z-FElektronen
Fiir dieses System gilt die klassische Hamilton-Funktion

—

H = H<P7p17"'7pZ7val7"‘7fZ>

z 7
P2 2 VA 2 2
= it s ot (2.13)
o1 Me S|\ X -3 g |75 — il

wobei M die Masse des Atomkerns und X die Position des Atomkerns bezeichnet. Die ersten
beide Terme in Gleichung (2.13) entsprechen der kinetischen Energie des Systems, die letzten
beiden Terme beschreiben die elektrostatische Wechselwirkung.

Fiir die dazugehodrige Schrodinger-Gleichung fiir die Gesamtwellenfunktion erhalten wir

o /o
s W (X,fl, N .,:E‘Z,t)

0
K2 Z R Z ze? e2
— _7Aﬂ_§ 7A,_§ _|_§
X Zq _ = .
2M i1 2me i1 ‘X _ f@ i< ‘l‘j — Ty
X (X',fl,...,fz,t) : (2.14)
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2.2 Normerhaltung und Kontinuitdtsgleichung

2.1.4 Mehrdeutigkeiten bei der korrekten Herstellung des
Hamilton-Operators

Als Beispiel betrachten wir die Teilchenbewegung in einer zwei-dimensionalen Ebene, die
sowohl in kartesischen Koordinaten (z = rcos¢,y = rsin¢) als auch Polarkoordinaten
(r,¢) beschrieben werden kann. Fiir den kinetische Energieanteil in der Hamiltonfunktion
gilt dann

T = 1T
2
. p 1 2 2
t T = —=—
. - D)
2
p 1 2, 1 o
Ty = —— =— —p2) .
2 2m  2m <pr + 2P

Der jeweile korrespondenzmaBige Ubergang mit Vorschrift (2.9) liefert dann die ungleichen
Operatoren 17 # T1 mit

A h2<82 82> 712(82 10 182>
= —5— + =—-= + +

om \ 922 = 0y? om \or2 " ror ' r20¢?
. n? [ 0? 1 0?
und T2 = *% (WJFTZW) .

Die Erfahrungsregel besagt, dass beim korrespondenzmiBigen Ubergang immer kartesische
Koordinaten verwenden werden miissen.

Allgemein ist festzuhalten, dass die Giiltigkeit des Hamilton-Operators letztlich nur durch
den Vergleich mit Experimenten feststellbar ist.

Fiir Systeme ohne klassische Korrespondenz ist der Hamilton-Operator nur durch “Versuch
und Vergleich” zu gewinnen. Dabei leisten Invarianzeigenschaften des betrachteten physika-
lischen Systems wichtige Konstruktionshilfe.

2.2 Normerhaltung und Kontinuitatsgleichung

Der Zustand eines Teilchens wird durch die Wellenfunktion W(%,t) und |¥(&,t)[? ist seine
Aufenthaltswahrscheinlichkeit zur Zeit t am Ort & zu sein. Das Teilchen muss sich irgendwo
aufhalten, also

/d3x O (E P =1 (2.15)

Diese Bedingung muss fiir alle Zeiten gelten, da ein Teilchen mit nichtrelativistischer Energie
nicht verschwinden kann (keine Annihilationprozesse méglich). Ohne die Forderung (2.15)
ware die statistische Interpretation unsinnig.

Andererseits aber wird die Wellenfunktion wird durch die Schrodinger-Gleichung bestimmt.
Die Extrabedingung (2.15) an ¢ muss auch von der Schrédinger-Gleichung erfiillt sein. Garan-
tiert die Schrodinger-Gleichung diese Konstanz der Norm?
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2 Schrodinger-Gleichung

Die Schrodinger-Gleichung ist linear: wenn ¢ eine Losung ist, dann auch a, wobei a eine
komplexe Zahl ist. Wir miissen a so wahlen, dass die Bedingung (2.15) erfiillt ist (Normie-
rung der Wellenfunktion).

Fiir einige Losungen der Schrodinger-Gleichung ist das Integral (2.15) unendlich; diese kdnnen
nicht verwandt werden und sind dann als Darstellungen von Teilchen unbrauchbar. Physi-
kalisch sinnvolle Zustidnde entsprechen “quadratintegrablen” Loésungen der Schro-
dinger-Gleichung , d.h.

/d% 0 (7, 1) < oo (2.16)

Wir miissen nun zeigen, dass die Schrodinger-Gleichung automatisch die Normierung erhilt,
d. h. eine zu einem Zeitpunkt normierte Wellenfunktion bleibt auch fiir alle anderen Zeiten
normiert.
Wir bilden die zur Schrédinger-Gleichung

ov

h— = HU 2.17
e (2.17)

konjugiert komplexe Schrodinger-Gleichung

ov* A\ *
—ih (H@) (2.18)
und erhalten damit fiir
0 9 0 ow ov*
— | = AV U —— + ¥
il 5 (W) =V G+

= || |- ()]

i (
- m[‘PH‘P v (i) ]
v (A

0
so dass at/dgzn o> = /d3 \I’ HY — \If) =0. (2.19)
Notwendig und hinreichend fiir die Normerhaltung ist
/ Bz U (7,1) / B (7 qu( ))* (2.20)

Operatoren, die diese Relation fiir alle quadratintegrablen Wellenfunktion ¢ erfiillen, heiBen
hermitesch oder selbstadjungiert.
Physikalische Hamilton-Operatoren miissen hermitesch sein. Dann gilt

9 [ 3 2
at/da:]\l/] _

oder /d3x |W|* = const (2.21)

beziiglich der Zeit.
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2.2 Normerhaltung und Kontinuitdtsgleichung

2.2.1 Beispiel: Teilchen im eindimensionalen Potential

In diesem Fall schreibt sich der Hamilton-Operator (?7?)

n K2 K2 d?
H=-"AtvE=-2
2m + V() 2m dx?

wobei fiir das reelle Potential V' (z) gilt V* = V.

Es bleibt zu zeigen
/ dz [\I/H\I/ _ v (qu)} —0.

—00

+V(2)=Ho+V (2) ,

Wir berechnen
/_Oo dz [0 HY -~ 0 (Hq/)]

o] h2 d2 h2 d2
= U () 4+ T [ —— P
/_oodac [ < 2m dxz? )+ <2mdac2 ﬂ
2 [ee] 2 20y *
n dx[\p*d\lf_\l,d\ll}

2m ) o dx? dx?

Mit partieller Integration auf der rechten Seite folgt

/ dv [w e - v (Av)]
R ([gedV VT [du Y dvav
N 2m dx dr | _ oo Y de dz  dx dz

fi {\de* dwr

N /il

dx dzx =0

2m o

falls ¥ im Unenglichen hinreichend schnell abfallt. Dies ist fiir quadratintegrable Zustande
erfiillt, so dass Hy hermitesch ist. Q.E.D.

2.2.2 Kontinuitatsgleichung

Wir definieren die Wahrscheinlichkeitsstromdichte

- h h

= — [T (V) — (V) U] =R —T* (VT 2.22

7= g 0 (V) = (O W = (1w (7)) | (2:22)
d. h. das Integral iiber eine Flache F, fF J df: gibt die Wahrscheinlichkeit an, dass durch
diese Flache F' pro Sekunde ein Teilchen hindurchtritt.

Wir bilden
divvecj =V -j = 2im (V- [0* (V)] - V- [(VI)* 0]
= zimz [(VU) (V) + TFAT — (V) (V) — (AD)* U]
- % [UFAT — (AD)* 0] .
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2 Schrodinger-Gleichung
Mit der Schrédinger-Gleichung (2.17) und ihrer konjugiert komplexen (2.18) erhalten wir

d|v3—2m[\ll (—thsz) (hzhtll> ]_—[\IJ\I/JF\II\IJ]_ o ()

und damit die Kontinuitatsgleichung in differentieller Form

P
divy + a@t 0, mit der Wahrscheinlichkeitsdichte P = |¥ (Z,¢)[* . (2.23)
In integraler Form gilt
P d
/ iz / Brdivj=—Wg +j§ do-divji=0. (2.24)

Die Abnahme der Aufenthaltswahrscheinlichkeit in einem Gebiet GG ist gleich dem Wahr-
scheinlichkeitsstrom durch die Oberfliche O(G) des Gebiets. Dies entspricht der Erhaltung
der Gesamtwahrscheinlichkeit.

2.3 Erwartungswerte

2.3.1 Ortsdarstellung

Da P(%,t) = |U(&,t)|? als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretiert wird, ist wegen der Nor-
mierung (2.15)

(7)) = / d3z ZP (Z,t)

a7 |0 (7, 1))
_ /d%m(f,t)\? &z ¥ (& 1)

[ d3z |0 (Z,1)

(2.25)

als Erwartungswert, auch Mittelwert, des Orts der Teilchen aus der durch ¥ charakterisierten
quantenmechanischen Gesamtheit anzusehen.
Gleichung (2.25) ist vollig analog zum Wiirfelspiel: die mittlere Zahl

6 i
(i) = 22:16:11; =35 (2.26)

stellt sich ein, falls man oft genug wiirfelt. Die Vorhersage fiir einen bestimmten Wurf ist
unbestimmt. Interessant ist, dass der mittlere Wert 3.5 als Einzelzahl auf dem Wiirfel nicht
vorkommt! Ein dhnliches Beispiel ist die mittlere Kinderanzahl deutcher Familien von 1.2: es
gibt keine einzige Familie, die 1.2 Kinder hat; allerdings weiB jeder, was mit diesem Ensemble-
Mittelwert gemeint ist.

Ebenso hier: fiir die Ortsmessung eines Elektrons im allgemeinen Zustand ist keinerlei Vor-
hersage zu machen. Wenn man jedoch an identischen Systemen (d. h. dieselben Zusténde
U) wiederholt Messungen macht, findet man den mittleren Ort (2.25) iiber viele identische
Systeme.
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2.3 Erwartungswerte

Wir ordnen also der klassischen Variablen & den Operator ¥ zu, der also ein einfacher Mul-

tiplikationsoperator ist. Einer beliebigen Ortsfunktion F'(#) wird demnach der Multiplikati-

onsoperator F'(Z) zugeordnet mit dem dazugehdrigen Erwartungswert

[ &3z F(Z) | (Z,1)|?
[ d3z |W(Z,1)

(F(2)) = / 3z F (Z) P (Z,t) = (2.27)

Welcher Operator wird dem klassischen Impuls p' zugeordnet? Zur Beantwortung dieser
Frage betrachten wir die zeitliche Entwicklung von < Z >:

d d .
R — ]
=@ dx | (7,0

= /dsx TV (Z,t) U (Z,t)
_ /d33: \If*fq/juqf*qu} .

Nach Einsetzen der Schrédinger-Gleichung (2.17) und ihrer konjugiert komplexen (2.18) fiir
das Potential V,

. ? h?
U = —|——A o*
h { 2m + V]
. 1 h?
i _—%{—A+4
folgt i(*> = h/d?’ [(AT*) 2V — U*F (AD)] (2.28)
g qt r) = 2am x T X . .

Der Term auf der rechten Seite wird partiell integriert und, da ¥ bei groBen Entfernungen
verschwindend klein ist, gilt z.B. fiir den 1. Term in einer Dimension

Sl * 9Ur 9(zV)
Tl—/oodm ax2x\11——/oodx % O0m

Nach nochmaliger partieller Integration finden wir

0D
T1 = /oodl’\IJ 8$2

S *a 0w

e (Y, P

Der letzte Faktor fillt mit dem 2. Term auf der rechten Seite von Gleichung (2.28) und wir
erhalten fiir diese nach entsprechender Integration der anderen beiden Koordinaten

d = _ h 3 * 87‘11
%<$> B QZm/dx‘lj [28:5'}

1 h 1
= /d%\y*vx\p:@.
m (3 m
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2 Schrodinger-Gleichung

Dies legt die Deutung
d
) = m= ()
nahe, wobei

() = /d3x e ?Vz\If (2.29)

der Erwartungswert des Impulses der Teilchen im Zustand W ist. Wir ordnen also dem klas-
sischen Impuls p den Operator %Vz zu. Wir haben diese Zuordnung schon beim Ubergang
von der Hamiltonfuntion H = p?/(2m) zum Hamilton-Operator H = —i2A/(2m) verwandt,
aber die Ergebnisse sind zueinander konsistent.

Der ImpuIs—Operatorﬁ: ?Vm ist hermitesch gem&B Bedingung (2.20) , denn nach partieller
Integration ist

/d?’x w*ﬁvxqf = [hqnp} - h/d% (V,U*)
1 1 oo 1
= +/d3x (?vm) v (2.30)

fiir quadratintegrable Wellenfunktionen.

2.3.2 Impulsdarstellung

|U(Z,t)|? ist die Wahrscheinlichkeit, den Ort & zu finden. Kann man die Wahrscheinlichkeit
|(p,t)|? angeben, den Impuls ' zu finden?
Dazu betrachten wir die Fourier-Darstellung von V(Z,t):

U(7,1) = (27:)3/2/CF’W (E t) ekE

1 — 1T
= W/dgplb(pat)@p /ha (2.31)
T

wobei wir p'= hk benutzt haben. Fiir die konjugiert komplexe Wellenfunktion gilt dann
() = / d3p (ﬁ t) = T/ (2.32)
’ (2mh)>/? ’
Damit folgt fiir die Normierung
/d% @ (Z,0)]* = /d31: U (Z,t) U* (Z,1)

= (27T1h)3/d3x /d3p /d3p' V* <ﬁ7t>w(ﬁt)6%[ff,ﬁ/_f] |

Mit der Darstellung der dreidimensionalen Delta-Funktion

/ L LD (ﬁ— ﬁ) (2.33)
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2.3 Erwartungswerte

folgt das sog. Parseval-Theorem der Fourier-Theorie

[ w@op= [ w@of (2.34)
Folglich ist
(p)y = / d%\I}*(f,t)?Vx\I/(f,t)
= (273,1)3 / d'x / d’p = Py <p:t>§m / a7 iy (1)
= e ] A [ e Gy [ el (5 )

- / &p o 7,01 (2.35)

d.h. |1 (p,t)|? ist die Wahrscheinlichkeit, im Zustand ¥ den Impuls § anzutreffen.
Durch Fourier-Inversion von Gleichung (2.31) gewinnen wir die Impulswellenfunktion :

1

w(ﬁ,t)zm

/ B W (2,t) e PN (2.36)

GemiB Gleichungen (2.29) und (2.36) gelangen wir zu zwei Darstellungen vom Erwartungs-
wert < p'>:

h
Ortsdarstellung  (p) = /d3x U™ (7, t) ;Vm\I/(:E’, t)
Impulsdarstellung ~ (p) = /d3p *(pyt) py (p,t)

dhnliches muss auch fiir den Erwartungswert < & > gelten. Mithilfe von Gleichung (2.31)
erhalten wir fiir die Ortsdarstellung (des Orts)

(Z) = / 3z U* (Z,1) 2V (Z,1)

= / 'z (2735)3 / d’p e PEy () / ap p (#.t) ze? o

Mit 5
4 o J
g E/h _ 7vﬁlezp -Z/h
1

folgt unter Verwendung der Delta-Funktions-Darstellung (2.33)

(@) = (27;)3 [#vw o [ v (i) vy [ae el o)

- Jivn [ 5 e (-5

45



2 Schrodinger-Gleichung

Tabelle 2.1: Zusammenstellung der Darstellung von Operatoren

Klassische Variable Quantenmechanische Quantenmechanische
Operatoren im Ortsraum | Operatoren im Impulsraum
= = h
Ort & x -7V
Impuls p’ ?Vf D
. R - R I -
Drehimpuls & x p T X Vg VX p
kinet. Energie % —%A %
Potential V (Z) V(%) V (:hVy)
G(p) G(2Vz) Gp)
und nach partieller Integration des letzten Integrals
— 3 * (= h —
(@) = [ &py"™ (Bit) | = Vp| ¥ (B)1) - (2.37)

Beziiglich der Amplitude v (p,t) wird der Orts-Operator durch —%Vﬁ dargestellt. Die Orts-
wellenfunktion W(Z,t) und die Impulswellenfunktion ¢ (p,t) kennzeichnen den Zusatnd in
gleicher Weise. Es sind dquivalente Darstellungen eines Zustands (siehe Tabelle 2.1).
Erwartungswerte von Operatoren A sind von der Form

(A) = / P U (7,1) AU (7,1) ,

hier in Ortsdarstellung. Falls A Observable ist, d.h. messbar ist, muss der Messwert < A >
reell sein, d.h.

also

/ B U (7,1) AV (T,t) = / & (21\1: (7, t)>* U (Z,1) (2.38)
d.h. der der Observablen A zugeordnete Operator A muss hermitesch sein.

2.3.3 Symmetrisierung

Vorsicht ist geboten bei der Zuordnung von Operatoren zu klassischen GréBen: so gilt z.B.
fiir das klassische Skalarprodukt die Symmetrie Z-p'= p* Z, aber die zugeorneten Operatoren
etwa in Ortsdarstellung

h  h
VAV (2.39)

S

sind nicht gleich!
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2.4 Rechnen mit Operatoren

Beide Operatoren auf der linken und rechten Seite von Gleichung (2.39) sind nicht hermitesch.
Fiir den linken Operator gilt mit partieller Integration

/ 3z U () Z - ?vm(f)

h o h 0 h o
— 3 * (7 = - - T
= /dx\lf (Z) [mzax%—ylay—kzlaz]\ﬁ(g@)

= e [Zw@ns L wns L @n)]ew

X

1
h 3 ov* ov* ov*
- U* U (7 U (Z (7
Z/dx[?) + T (%) + o Y (Z) + 5 > (x)]
- _?’f+/d3:c (f-’fV\I/(f)> v(z) . (2.40)

Ebenso zeigt man, dass der Operator auf der rechten Seite von Gleichung (2.39) nicht
hermitesch ist (Ubungsaufgabe).

Als Verabredung fiir solche Fille gilt, dass man vorher symmetrisiert. Hermitesch ist der
symmetrisierte Ausdruck (Ubungsaufgabe)

1[. & h
@i+ p-T - [a?-ZVerlVI-f :

—

T-p=

N =

der dann der richtige quantenmechanische Operator fiir die klassische GréBe & - p ist.

2.4 Rechnen mit Operatoren
Wir definieren die Summe A + B = C zweier Operatoren:
v = <A+B>\11:A\II+B\IJ.
Das Produkt AB = C ist definiert als die Hintereinanderausfiihrung
v = (AB) U=A (Bw) .

Falls A und B hermitesch sind, so ist auch die Summe A+ B hermitesch. Anders ist es beim
Produkt-Operator, der im allgemeinen nicht kommutativ, d.h.

AB—-BA#0.
Man definiert deshalb den Kommutator oder die Vertauschungsklammer
[A, B} =AB-BA (2.41)
und anlalog dazu den Antikommutator
{A, B] L =AB+BA. (2.42)
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2 Schrodinger-Gleichung

Als Beispiel berechnen wir die Heisenbergschen Vertauschungsrelationen von Impuls- und
Orts-Operator. ( Tipp: Bei solchen Berechnungen sollte man die Operatoren immer auf eine

Wellenfunktion ¥ wirken lassen, um Mehrdeutigkeiten zu vermeiden.)

Dj, &k ¥ = [?aij,xk} \IJ—?ai(xk\Il)—xkfzgi
b, 0V hon, o 0U _h
v O0xj; 1 0z 1 O0xj 1 "
oder kurz [Dj, k] = —1hok;

mit dem Kronecker-Symbol

0 firk#j
Okj = ) :
1 firk=y

Ebenso finden wir

I mwlo o
[j, Pk . = 12[3%’8@@]_
2 2
= —h2< o9 >:0
Oxj0r, 00
und [i‘j,i‘k]_ = 0.

2.4.1 Rechenregeln fiir Kommutatoren

Seien fh, 1212, 1213 und B Operatoren und « ein Skalar. Dann gelten

5] - [l
[A,A_ -0
daB] - afiB]
[A1+A2,B_ - [},B}_+[A2,B]_
(Ao B] = [A0B] At A [AB]
Bk = [BA] At di (B4

und die Jacobi-Identitit
[1211, [AQ;AS}_] + |:1212, [A&/h}_] + [1213, [A17A2:| _} = 0

Der Beweis der Regeln (2.47)—(2.50) ist trivial.

48

(2.43)

(2.44)

(2.45)
(2.46)

(2.47)
(2.48)
(2.49)
(2.50)
(2.51)

(2.52)

(2.53)



2.4 Rechnen mit Operatoren

Regel (2.51) folgt aus

[211212,3]7 = AjAyB — BA Ay

Q.E.D.
Zum Beweis der Regel (2.52) nutzen wir Regel (2.47) und (2.51):

[B,AlAQ}_ = —[AIAQ,BL

Q.E.D.
Zum Beweis der Jacobi-ldentitdt nutzen wir nacheinander Regeln (2.50), (2.52) und (2.47):

] | = A - [ddeds]

Q.E.D.

2.4.2 Der Bahndrehimpuls-Operator

Der klassische Bahndrehimpuls

- Yp: — 2Py
=T xp= | 2ps — xp,
TPy — YPx

korrespondiert zum quantenmechanischen Bahndrehimpuls-Operator
l=@xp (2.54)

mit den Komponenten (zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir lp =1, usw. )

le. = yp.— ZPy
ly = ZPx — XPz,
l. = apy—ype - (2.55)
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2 Schrodinger-Gleichung

Wir berechnen mit den oben bewiesenen Regeln den Kommutator

oy ly] = [laly]_

[yp> — 2Dy, 2Pz — -]

[Ypz, 2D — xp2] — [2py, 2D — 2]

= y[pz 2Pz — xp:| + [y, 2ps — 2] P2
—2[py, 2Pz — Tp.] — (2, 2pe — TP2] Dy

= y[pz,202) — Y P2y 2p:] + [y, 202] P2 — [y, xp2] P2
—2z[py, 2pz] + 2 [Py, T02] — [2, 22 Dy + [2, TD2] Dy

= y([pz: 2l pz + 2 [Pz, P2]) — v ([p2: 2] p2 + 2 [Pz, p2])
+ [y, 2l pz + 2 [y, p2]) = — ([, 2] p= + 2 [y, p:2]) P2
=2 ([py. 2] pe + 2 [Py, Pa]) + 2 ([py, 2] > + 2 [Py, p2])
— ([#: 2l px + 2 [2,pa]) Py + ([2, 2] P2 + 2 [2,D2]) Py -

Mit den Heisenbergschen Vertauschungsregeln (2.43), (2.45) und (2.46) folgt

h h
[l:m ly} = y;paz - ;xpy = —h (ypz - Cpr) =l .

Ebenso berechnet man

[ly7 lz] = hly,
2, l:] = hly,
oder zusammengefasst iG] = hegply (2.56)

Das Levi-Civita Symbol €;5;, ist +1 fiir ijk = 123,231 oder 312; —1 fiir ijk = 132,213 oder
321; und 0 in allen anderen Fallen.

2.5 Ehrenfestscher Satz

Wir betrachten die totale zeitliche Anderung des Erwartunswerts

d d .
—(FY = — | Bz 0 (Z, 1) FY (Z
dt< ) 7 d’x V" (7,t) (7,t)

= /d% U*FU +/d3x ql*%\p +/d3:1; U (Z,t) F¥ . (2.57)
Aus der Schrédinger-Gleichung (2.17) und ihrer konjugiert komplexen (2.18) folgt
i = CHU
= : 7

v = —_HU
h b
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2.5 Ehrenfestscher Satz

da der Hamilton-Operator hermitesch ist ((H)* = H). Fiir Gleichung (2.57) folgt

/d3x HEP - FH)
(s

Sl
=

Il
/\
\/
St =

B VU HF]

St =

> (2.58)

_< >+
_ <6t>+2

Fiir zeitunabhangiges F', d. h. (0F/0t) = 0, gilt dann

%<F> - % < [HF} > . (2.59)

Als erstes wihlen wir F' = p;, und den Hamilton-Operator

H= . +V(x). (2.60)

2m

Wir erhalten
1 2

= %[p k) Y+ [V (), pi] ©

= 0+ [V(z),px] ¥
= (V(z)prV¥ — ppV(z)) ¥

hOov h 0
= V(x);aimk—;aimk( z)¥)
__h 0V(x)
N 1 Oxp

so dass Gleichung (2.59) in diesem Fall ergibt

4 0 == (o)) = ()

Oz,

mit der Kraftkomponente K = —0V (x)/0xy. Verallgemeinert auf den Impulsvektor p' gilt
dann

%@ - <12(g:~*)> . (2.61)

o1



2 Schrodinger-Gleichung

Als zweites wihlen wir F' = z3. Mit dem Hamilton-Operator (2.60) folgt in diesem Fall

] - i

1

= % [p2a IL’k]
1

1
= 5 ([pk, k) P + PE: [PE> 1))

h

= —DPk
wmn

unter Ausnutzung von Vertauschungsregel (2.43). Mit Gleichung (2.59) finden wir

it = ()

oder verallgemeinert auf den Ortsvektor &

d
m (3 = () - (2.62)

Damit haben wir das Ehrenfestsche Theorem bewiesen: die Erwartungswerte quantenme-
chanischer GroBen bewegen sich nach den klassischen Newtonschen Bewegungsgleichungen.
Zusammengefasst besagen Gleichungen (2.61) und (2.62)

2
m% (#) = <K(f)> = —(gradV) . (2.63)

Gleichung (2.63) ist aber nicht identisch mit den klassischen Newton-Gleichungen, da im
allgemeinen

(B @)+ K (@) . (2.64)

Eine Ausnahme ist der Spezialfall, dass V' (x) ein Polynom 2. Grades in x ist.

2.6 Heisenbergsche Unscharferelation

Im Kapitel 2.3 wurden die Wellenfunktionen in der Ortsdarstellung ¥(Z,¢) und in der Im-
pulsdarstellung v (p, t) betrachtet. Beide Darstellungen sind durch Fouriertransformation ver-
kniipft:

o 1 1T
(1) = (m)g/g/dw(p,t)ep ",

~ 1 —p-T
b (5t = (%h)g/z/dsxqf(x,t)e 5E/h
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2.6 Heisenbergsche Unschérferelation

|U(&,t)|* bestimmt die Wahrscheinlichkeit des Auftretens der Ortsmesswerte T; |¢(p,t)|?
bestimmt die Wahrscheinlichkeit des Auftretens der Impulsmesswerte . Zwischen den Vertei-
lungen |W(F,t)|? und |1 (7, t)|? besteht eine Korrelation, die quantitativ durch die Unschirfe-
relation ausgedriickt wird.
< Z > und < j > seien die mittleren Messwerte im ein-dimensionalen Zustand ¥ (z.B.
x = x; und p = p;). Wir definieren die Abweichung

die positiv oder negativ sein

dbx=x—(x) ,

nicht Laplace-Operator!)

so dass

also

Ar = <(5:U)2>,
(Az)? = <<x2—2x<$>+<m)2>>=<1:2>—<93>2
Azr = y/(2?) — (z)*.

(2.65)

kann, und die Unschdrfe der Ortsvariablen (Achtung: A hier

(2.66)

(2.67)

Ebenso erhalten wir fiir die Unscharfe des Impulses mit der Abweichung dp = p— < p >:

Ap =/ <(5p)2> =/ (P - (p)?

Im folgenden verwenden wir die Notation

und

N

=
|

Dann gilt fiir den Kommutator

[P, 7]

pi — ip
(p—(p) (x —(z)) — (z — (z)) (p — (D))

pr —p(x) — (p)z+ (p) () — (xp — z (p) — (x) p + (x) (P))
pr —xp = —1h.

Wir betrachten den positiv-definiten Ausdruck

Ogl()\)z/ dz |30 + \pU|*

—00

wobei A ein reeller Parameter ist. Es ist

I\ =

/ do (30 + 0GT)* (FT 4 1ApD)
/ do (F0° — o\ (pU)") (29 + 2pD)

[e.e]
/ da (922 W2 4 FTEAFE — o\ (FO)* 30 + A2 (50)* (35\1/))
(Az)* + 22 (Ap) + 2)\/ dx U* (Zp — pz) ¥ .

—00

(2.68)

(2.69)

(2.70)
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2 Schrodinger-Gleichung

Verwendung von Gleichung (2.69) im letzten Term ergibt

I(N) = (Ap)°A? — hA + (Az)2 >0, VA

(2.71)

Weil diese Polynom zweiten Grades in A nach Konstruktion (2.70) positiv definit ist, miissen
die Nullstellen der quadratischen Gleichung I(\) = 0 komplex sein. Fiir die Nullstellen gilt

h (Az)?

2 —_
4 (Ap)2A+ (Ap)®

=0

mit den Losungen

R h2 (Az)?
M= \/4 B (@pP

Wir erhalten komplexe Nullstellen Aq o falls

2 A 2
h ; _( :n)2 <0,
4(Ap)”  (Ap)
oder K2 —4(Ax)? (Ap)?* < 0,

was auf die Heisenbergsche Unschdrferelation

h
(Ape) (A2) > 5
fiihrt. Ebenso erhilt man
h
(Apy) (Ay) 2 5 )
h
(Ap,) (Az) > 3

(2.72)

(2.73)

Je genauer im Zusstand ¥ der Ort z lokalisiert ist, desto ungenauer ist der Wert des Impulses

p und umgekehrt! Diese Erkenntnis hat enorme philosophische Konsequenzen.

In Bezug auf makroskopische Objekte ergeben sich keine praktische Einschrankungen, Weil
der Wert von h klein ist. Wir wollen die Bedeutung der Unschéarferelation an mehreren

Beispielen erlautern.

2.6.1 Beispiel 1: Wellenpaket
GemaB Gleichung (1.43) gilt fiir das Wellenpaket

sin [Ak (z — vgt)]

U (z,t) = 2¢ (ko) P
9

zur Zeit t = 0 die in Abb. 2.2 gezeigte Wahrscheinlichsdichte

W (,0)> = U (z,0) T* (z,0) = 4¢% (ko)

o4

ez[kox—wot]

sin? (Akx)

(2.74)



2.6 Heisenbergsche Unschérferelation

¢ (x,t=0)

4c? (ko) (A k)

. ¥ t T . +
K3 K3 s *y Ha Ha

— AX—D

Abbildung 2.2: Wahrscheinlichkeitsdichte des Wellenpakets zur Zeit ¢ = 0

Die Ausdehnung des Wellenpakets ist durch den Abstand der ersten beiden Minima Ax ~
T — xll = 2z gegeben. Das erste Mimumum der Funktion (2.74) ist durch

sin? (Akx)
x

=0
bestimmt und tritt auf wenn Akxy = 7, so dass
(Ak) (Azx) =27 .
Nach Multiplikation mit & folgt mit Ap = hAk
(Az) (Ap) =27h=h. (2.75)

Im Bereich der Mikrophysik kdnnen Ort und Impuls nicht gleichzeitig beliebig genau bestimmt
werden.

2.6.2 Beispiel 2: Beugung am Spalt

Es falle eine ebene Elektronenwelle senkrecht auf einen Spalt der Breite a ein (siehe Abb.
2.3).

Bevor die Welle den Spalt und anschlieBend den Schirm erreicht, hat sie einen scharfen
Impuls p'= hk in x-Richtung, d. h. Ap, = 0, und eine unendliche Ausdehnung in y-Richtung
Ay = oo. Dies ist im Einklang mit Ap,Ay > h/2.

Kurz nach dem Durchtritt durch den Spalt ist die Ausdehnung der Welle in y-Richtung durch
die Spaltbreite festgelegt, d. h. Ay = a. Aufgrund der Beugung am Spalt ist die GréBe des
Impulses p, in y-Richtung nach Durchtritt nicht mehr véllig unbestimmt. Die Breite der
Impulsverteilung wird groBenordnungsméaBig durch das erste Mimimum des Beugungsbilds
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Abbildung 2.3: Unschérferelation beim Beugungsexperiment

gegeben, Ap, ~ |p|sinOp;y,. Fiir die Beugung am Spalt gilt mit der Wellenldange A die
Gleichung

asinOpin ~ A,
A 1 1 h
so dass SinOpin ~ — = 15— == = ,
© [He [Hay A
oder Ay [p]sin Omin ~ AyAp, ~h, (2.76)

wiederum im Einklang mit der Unscharferelation.

2.6.3 Konsequenz der Unscharferelation fiir Atome

Ein Elektron, das sich im anziehenden Coulombfeld —62/7’ des Protons bewegt, fillt nach
der klassischen Physik (unter Abstrahlung elektromagnetischer Energie) ins Zentrum. Quan-
tenmechanisch hat es, wenn es sich im Ortsbereich r bewegt, nach der Unscharferelation
mindestens Impulse von der GroBe p ~ Ap ~ h/r. Die kinetische Energie des Elektrons
betragt dann

p2 h2

2me  2mer?

so dass die Gesamtenergie des Elektrons am Ort r durch

h? e’
E(r) ~ I T (2.77)

gegeben ist. Wir berechnen die Minimalenergie aus

dE K2 €2
- =—— + — = 0
dr rg mery T

56



2.7 Wellenmechanik als formale klassische Feldtheorie (weiterer Ausbau der allgemeinen Theorie)

und erhalten fiir den sog. Bohr-Radius

& h —11
rg = 5 = =5.3-10"""cm, (2.78)
mee apmec
e? 1
bei = —=—— 2.
wobel o (he) ~ 137.04 (2:79)
die Sommerfeldsche Feinstrukturkonstante bezeichnet. Wir finden
Emin = E(rO)
_ i h2m.e? o 672_ ezmecaf
"o l2mer2 T T2 2h
1
= —§a%mec2 = —13.6eV . (2.80)

Da eine tiefere Energie nicht méoglich ist, kann das Elektron im Grundzustand keine Energie
abstrahlen und ins Zentrum fallen! Die Unschéarferelation liefert also eine einfache, qualitative
Abschatzung fiir die GroBe (Bohr-Radius) und die Energie des Wasserstoffatoms.

2.7 Wellenmechanik als formale klassische Feldtheorie
(weiterer Ausbau der allgemeinen Theorie)

2.7.1 Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir Felder
Aus der Mechanik-Vorlesung wissen wir, dass sich die Lagrange-Gleichungen und die kano-
nischen Bewegungsgleichungen aus dem Hamilton-Prinzip der kleinsten Wirkung,

to
S =0 L(qi,- -y qnsGiy---sqn,t)dt =0, (2.81)
t1

ergeben.
In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, wie sich die Schrodinger-Gleichung aus einem ent-
sprechend verallgemeinerten Lagrange- und Hamilton-Formalismus fiir Felder ableiten l3sst.

2.7.2 Lagrange-Dichte und Hamilton-Dichte

Im Rahmen einer Feldtheorie fiihren wir die Lagrange-Dichte £ durch das Volumenintegral

L= / / / Ldxdydz (2.82)

ein, wobei das Integrationsvolumen beliebig ist. Die Lagrange-Dichte L ist dabei eine Funkti-
on von einer oder mehreren Funktionen u,(x,y, z,t) und deren ersten partiellen Ableitungen
ouy/0x, du, [y, Ou,/Oz und Qu,/Ot.

Das Hamilton-Prinzip (2.7.1) lautet dann

5 / / / / Ldzdydzdt =0, (2.83)
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2 Schrodinger-Gleichung

wobei die willkiirlichen Variationen du, an den Randflachen des beliebigen durch x, y, z und
t beschriebenen vierdimensionalen Raum-Zeit-Volumens verschwinden sollen.
In Analogie zur klassischen Mechanik definieren wir die Hamilton-Dichte durch

H= Z Our (2.84)

und die Hamilton-Funktion ergibt sich durch Integration dieser Dichte iiber das drei-dimensionale

Raumelement
H= /// Hdxdydz . (2.85)

Wir fiihren jetzt die Variation gemaB Gleichung (2.83) aus, d.h.

/ / / / SLdzdydzdt =0 . (2.86)

Mit der d-Notation (sieche Mechanik-Vorlesung Kap. (3.11.1) gilt

oL oL du, IL du. L du, AL Ou,
0L=) |5 =0ur+ 50——+ 50—~ e 5 2.
- 2:(3% om0 T ome oy " om0 ot 8t> =5

Weil die beliebigen Variationen unabhiangig vom Ableitungsprozess sind, gilt

66ur _ 0 (ouy) 5% _ 0 (buy)
Ox oxr ' Oy oy '

58ur _ 0 (duy) 58ur _ 0 (duy)
0z 0z ot ot

so dass z.B. nach partieller Integration

1]
-l i
- fofafo st
b5
-

weil der Randterm verschwindet aufgrund der Annahme du,|Randvonx = 0. Verfahrt man
ebenso mit den anderen Termen von Gleichung (2.87), erhilt man fiir Gleichung (2.86)

////25 ( aaz_aac_aax:_aac)_
Ou,  Ox 9o Oy 0% 0209w Oto%

_/dm(mra oL
Oz 8%

] dxdydzdt , (2.88)

Rand von x

aau

o8



2.7 Wellenmechanik als formale klassische Feldtheorie (weiterer Ausbau der allgemeinen Theorie)

Weil die Variationen du, beliebig sind, gilt fiir jede Feldfunktion w,

oL 0 oL 0 oL 0 oL 0 oL

— T = = = (2.89)
Ouy Our Our our
ou, Ox G oy 867; 0z G ot 0%

zu jedem Zeitpunkt und an jedem Punkt des betrachteten Raum-Zeit-Gebiets. Die Gleichun-
gen (2.89) werden als Euler-Lagrange Gleichungen bezeichnet.

2.7.3 Lagrange-Formalismus
Wir suchen eine Lagrange-Dichte mit den zwei Feldfunktion u; = ¥ und uo = ¥*,
LV, 0% 0,0, 0,0", 0,V,0,9%) ,

die die Schrodinger-Gleichung und ihre konjugiert komplexe als Feldgleichungen ergibt. Ge-
maB Gleichung (2.89) gilt dann

3
oL 0 0L 0 0L
oL 9 0L - 2.
o0 910 ; 01, 0(0,0)  ° (2.90)
L 0O <~ 9 L
un av* 0t 9w ; D; 0 (0,07 (2:91)
mit der Abkiirzung
ov _
81\11—87%, 1—1,2,3
Als Ansatz fiir die Lagrange-Dichte erraten wir
N A
i ; (B T*) (V) — VI* (2.92)
Es gilt dann
oL oL oL R?
0w v R T X S PG (2.93)
oL . oL oL h?
d = AU —-VU — = ——=——(0;¥) . 2.94
un gur — MSVEL 2l =0. e T am OV (2:94)

Mit den Ergebnissen (2.94) folgt fiir die zweite Lagrange-Gleichung (2.91) dann

. RS,
A — VI — 07T) =0
wove- S -0
also die Schrédinger-Gleichung
oV h?
h—=(—-—=—A v, 2.
e, < 5 T V> (2.95)
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2 Schrodinger-Gleichung

Mit den Ergebnissen (2.93) folgt fiir die erste Lagrange-Gleichung (2.90) dann ebenso

* Ty % hQ > *
VU — b +m;(a,?q:)=o,

also die konjugiert komplexe Schrédinger-Gleichung

ow* h?

2.7.4 Hamilton-Dichte

Fiir die Hamilton-Dichte (2.84) erhalten wir mit den kanonischen Impulsen

1 — % = A U* | 732 — 64 =0
oW ov*
aus der Lagrange-Dichte (2.92)
. . 23
H = 70 — h0* ¥ + VI + o ; CABICAD)
W2 <
= VU4 %Z(ak\p ) (8 0)
k=1
_ah 5

k=1

2.8 Zeitunabhdngige Schrodinger-Gleichung
Fiir zeitunabhangige Potentiale V(%) ist der Hamilton-Operator

h2

)

ebenfalls zeitunabhangig. Wir betrachten den eindimensionalen Fall

N K2 d?
H= ~ 5 a2 + V(x)

2.8.1 Separationsansatz

Die dazugehérige eindimensionale Schrédinger-Gleichung
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2.8 Zeitunabhéingige Schrodinger-Gleichung

ergibt mit dem Separationsansatz U(z,t) = ®(x)f(¢)

df .

wLa@ = i,
vdf 1.

wobei E die Separationskonstante. Da die linke Seite von Gleichung (2.100) nur eine Funktion
von t ist, der mittlere Teil nur eine Funktion von x ist, kann fiir alle Werte von ¢ und x diese
Gleichung nur gelten, wenn beide Teile gleich derselben Konstanten F sind.

Wir erhalten dann die zwei Gleichungen

1df
= = E 2.101
zhf o (2.101)
und %ﬁfb(m) - E. (2.102)

Gleichung (2.101) hat die Losung
Inf=cy— ' Bt
=a- -

Wir setzen die Konstante ¢y = 0 (andere Werte kdnnen im Anteil ®(x) hineinsetzen), so
dass

f(t) = e w (2.103)

Die Funktion ®(z) erfiillt gemaB (2.102) die zeitunabhingige Schridinger-Gleichung
H®(z) = E®(x) (2.104)
Diese kann erst gelost werden, wenn das Potential V' (x) spezifiziert wird. Sie ergibt dann

Eigenlosungen ® = &g zu allen erlaubten Eigenwerten E.
Die allgemeine Losung der Schrédinger-Gleichung (2.99) ist das Integral

U(z,t) = / dE A(E)F(t,E)®(x, E) (2.105)

iiber das Produkt der Funktionen f und ® multipliziert mit einer beliebigen Funktion A(E)
der Separationskonstanten, weil damit

o af -
iy — HU(x,t) = / dE A(E) [(I)zhdt - fH@]
= /dE A(E)[E®f — Ef®] =0. (2.106)
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2 Schrodinger-Gleichung

2.8.2 Vorteile von separablen Losungen

Es gibt drei wesentliche Vorteile von separablen Losungen.
(1) Es existieren stationdre, zeitunabhingige Zustinde: obwohl die Wellenfunktion selbst
von t abhangt,

U(z,t) = ®(x)e w8

ist die Wahrscheinlichkeitsdichte
U (z,1)> = U*T = &*(2)en Pld (x)e 7 Pt = |B(x)|?

zeitunabhangig, weil F fiir normierbare Funktionen reell sein muss.
Das gleiche gilt fiir die Erwartungswerte jeder dynamischen Variablen

Q) = [Erweoe (s, ) v

hd
Bz o —— )@
J#rwwe (a1 ) o),
die ebenfalls zeitlich konstant sind.

(2) Diese Zustinde haben eine definierte Gesamtenergie (Bedeutung der Separationskon-
stanten): sei H der Hamilton-Operator zur klassischen Hamiltonfunktion H = 7'+ V im
zeitunabhangigen Fall. Dann ist

/d:c (2, ) H(2,t) = /dx U (z, 1) (T—I—V)‘ll(:c,t)
= (I)+(V),

aber auch mit Gleichung (2.104)

/ doe U (z, ) HU(z,t) = / dx ®* () f* () HO(z) f ()

so dass (IY+(V) = E. (2.107)

Die Separationskonstante E' ist der Erwartungswert der Gesamtenergie.
Weiterhin ist

e = (H(I)) A (E®) = E(f[(l)):E2<I>

H
und (H?) = / 29 (x ):EQ/d:c 1B|? =
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2.9 Erweiterung auf Mehrteilchensysteme

so dass die Unscharfe
0% =(H*) -~ ((H)>=E>-E*=0.

Eine separable Losung hat die Eigenschaft, dass jede Messung der Gesamtenergie den Wert
E ergibt.

(3) Linearkombination von separablen Losungen: Wie mit Gleichung (2.105) ausgedriickt,
ist die allgemeine Lésung eine Superposition von separablen Lésungen der Form

U(z,t) =Y Ay (z, E)e Bt/ (2.108)

n=1

wobei wir das Integral in Gleichung (2.105) hier als unendliche Reihe schreiben.

Es wird sich zeigen, dass alle Losungen fiir zeitunabhdngige Hamilton-Operator so darge-
stellt werden kdnnen: die Eigenldsungen hermitescher Operatoren bilden ein vollstédndiges
Orthonormalsystem im Raum der quadratintegrablen Funktionen.

2.9 Erweiterung auf Mehrteilchensysteme

|U (%1, T, ...,4N,t)|? ist die Wahrscheinlichkeit, die Teilchen 1,2,...,N an den Orten
T1,Z2, ... , Zn anzutreffen. Aus dieser Wahrscheinlichkeit erhdlt man z. B. fiir die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit fiir Teilchen 1 unabhangig von der Position der anderen Teilchen

P (3, 1) :/d3x2...d3azN W (1, T, B, ) (2.100)

Fiir die entsprechende Wellenfunktion im Impulsraum gilt

1
¢(ﬁ1,ﬁ2,...,ﬁN,t) /d35L‘1...d3IEN \I’(fl,fg,...,f]\f,t)
(27_[_h)3N/2
N
xexp | =Y pj-&/h (2.110)
j=1

und als 3N-dimensionale Fourier-Umkehrtransformation gilt fiir die Wellenfunktion im Orts-
raum

. S 1 Lo .,
‘ll(xl)x27"'axNat) = 3]\[/2/dgpl"-dspN¢(plap27"'7pN>t)
(27h)
N
X exp +12ﬁj~fj/h . (2.111)
j=1

Die zeitliche Konstanz der Norm
0

at/d%l...d%N | (&1, Zo, ..., ZN,t)> =0 (2.112)
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2 Schrodinger-Gleichung

folgt aus der Hermitizitit des Mehrteilchen-Hamilton-Operators H.
Die Erwartungswerte berechnen sich z. B. zu

<f1> = /dgl'l flp (fl,t)

= /d3x1...d3xNf1|\IJ(:El,:Eg,...,a?N,t)|2

X (fl7f27 7xN7t) 3:_:1\:[/ (517527 7fN7t)
und (pa) = /d3x1 L dPay U
X (fl,fg, .. .,fN,t) ;VfQ‘I/ (fl,fg, - ,:Z”N,t) .
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3 Eindimensionale Quantensysteme

3.1 Eindimensionale Schrédinger-Gleichung

Dieser einfachste Fall ist sehr wichtig, da Systeme mit mehreren Freiheitsgraden im allge-
meinen durch Separationsansatzldsungen auf Systeme mit einem Freiheitsgrad zuriickgefiihrt
werden kdnnen. Eindimensionale Systeme sind mathematisch leichter zu durchschauen als
mehrdimensionale; sie illustrieren gut quantenmechanische Phianomene und mathematische
Formulierung.

Mit einer Raumdimension lautet die zeitunabhangige Schrédingergleichung (siehe Kap. 2.8)

in der Ortsdarstellung ,

a dﬁg@ + 2%‘ [E—V(z)]i(z) =0, (3.1)
mit der Annahme, dass Wechselwirkungen durch das ortsabhingige Potential V' (x) beschrie-
ben werden.

Gleichung (3.1) ist eine gewdhnliche 2. Ordnung Differentialgleichung, linear und homogen.
Zu jedem Wert von E gibt es zwei linear unabhingige Fundamentallésungen. Ohne Rand-
bedingungen sind diese Lésungen noch nicht eindeutig festgelegt.

Aber: die Deutung des Quadrats der Wellenfunktion als Wahrscheinlichkeitsdichte fiir Orts-
messungen verlangt drei einschrankende Forderungen an physikalisch sinnvolle Wellenfunk-

tionen (Randbedingungen):

(R1) Fiir alle Werte von z sollen die Lésungen endlich, stetig und eindeutig ist, damit die
Stetigkeit der Wahrscheinlichskeitsdichte gewahrleistet ist.

(R2) Die Losungen sollen differenzierbar sein fiir alle Werte von x auBer an den Sprungstellen
des Potentials V'(z). Fiir endliche Spriinge soll dort die Ableitung der Wellenfunktion
stetig sein. Diese Forderung garantiert die Stetigkeit der Wahrscheinlichkeitsstromdich-
te (2.22).

(R3) Die Losungen sollen normierbar, also quadratintegrabel sein.

Diese drei Forderungen sind im allgemeinen nicht fiir beliebige Werte von FE erfiillbar und
fiihren auf ein Spektrum von zul3ssigen Energieeigenwerten. Diese “Quantelung” der Ener-
gieeigenwerte F ist eine Konsequenz der obigen drei Randbedingungen.

Begriindung der Randbedingungen R1 und R2:

Wir betrachten das in Abb. 3.1 gezeigte Potential V' (x), das stetig in den Bereichen | und Il
ist, bei = a aber einen endlichen Sprung hat.

Angenommen, die Wellenfunktion () wire unstetig an Potentialsprungstelle a, d.h.

P(x) x O(x —a),
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3 Eindimensionale Quantensysteme

wobei ©(z) = 1 fiir z > 0, ©(z) = 0 fiir z < 0 die Heaviside-Springfunktion bezeichnet.
Dann wire die erste Ableitung nach z, ¢ o (2 — a) und die zweite Ableitung

¢ 8 (x—a). (3.2)
Ebenso, wenn ¢’ o ©(z — a) unstetig wire bei © = a, dann wire die zweite Ableitung
¢ x 0z —a) . (3.3)

In beiden Fallen (3.2) und (3.3) hatte 1" einen unendlich groBen Sprung bei = a! Das
ware aber ein Widerspruch zu Gleichung (3.1), wonach

7 2m

v (@) = ——5 [E - V(a)]¥(a) (3-4)

hochstens eine endliche Sprungstelle hat. Q.E.D.

V(x) 4

v

Abbildung 3.1: Eindimensionales Potential mit endlicher Sprungstelle

Mathematisch lauten die Randbedingungen R1 und R2 also in diesem Fall

Yr(a) = Yyrr(a) (3.5)
und Yr(a) = ¥p(a).

Statt Gleichung (3.6) ist es oft zweckmaBiger, die Stetigkeit der logarithmischen Ableitung

vila) _ fd o
1/}1 (a) B |:d$ ! wl( >:| T=a
_ LZ: lni/JU(a:)} - ZZEZ; (3.7)

zu verwenden.
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3.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden

3.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Wanden

Als erstes Beispiel behandeln wir das in Abb. 3.2 gezeigte Potential

V(m):{o fir 0<zxz<a (3.8)

oo sonst

i 4

Abbildung 3.2: Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden

Dieses Potential begrenzt die Teilchenbewegung auf das Innere eines Kastens, weil an den
Stellen x = 0 und x = a eine unendlich groBe Kraft das Entweichen der Teilchen verhindert.
Im Inneren des Potentialtopfs (0 < z < a) gilt mit V' = 0 nach Gleichung (3.1)

2
SV k% = 0 3.9
L K (3.9)
V2mE
mit k= ;? 0 (3.10)

Dabei haben wir implizit positive Werte von E > 0 angenommen, da negative Werte £ < 0
keine normierbaren Losungen ergeben (Ubungsaufgabe).

Welche Losung gilt im Aussenraum (z < 0 und = > a), wo V' = Vj = co? Ein physikalisches
Potential ist nie wirklich unendlich groB: wir betrachten zundchst den Fall V; > E und dann
den Grenzfall Vi — oo.

Fir x <0 und z > a gilt

&Py
\/2 - F
mit K= W o~ QZLVO >0 (3.12)
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Die Losung von Gleichung (3.11) ist
P(x) = Aexp (kx) + Bexp (—kx) (3.13)

Die Forderung nach Normierbarkeit [ dxz|i(z)|> = 1 schlieBt exponentiell ansteigende
Losungen aus. Wir erhalten also

(3.14)

Bexp(—kx) fir x>a
y@) = { Do)
B exp(kz) fir z<0

mit den konstanten B und B'.
Ein klassisches Teilchen mit E < Vj koénnte sich nur im Bereich 0 < x < a bewegen. Die
Losung (3.14) sagt, dass quantenmechanische Teilchen auf der Lange

Ax ~

R\'—‘

(3.15)

in den klassisch unzugénglichen Teil eindringen kdnnen. Eine Impulsmessung in diesem Be-

reich wiirde zu
Ap~ — ~ /2 (3.16)

fiihren, also gerade zu Impulsen mit % ~ V), die klassisch zur Uberwindung der Barriere
erforderlich waren.

Im Grenzfall Vj — oo geht die Eindringtiefe (3.15) Az — 0. Mit K — oo wird die Lésung
(3.14) zu

Y(x)=0, fir =<0, zx>a. (3.17)

Nebenbemerkung: Wir kénnten zur Begriindung der Losung (3.17) auch mit dem Erwar-
tungswert der potentiellen Energie

V) = [ e v

argumentieren. Damit < V' > und damit die Gesamtenergie der Losung endlich ist, muss die
Wellenfunktion in Bereichen mit V; = co verschwinden.

Aufgrund der Stetigkeit der Wellenfunktion (3.5) lautet das zu I6sende Problem mit Gleichung
(3.9) und (3.17)

de
( )=1%(a) = 0, Randbedingungen . (3.19)
Die Losung der Differentialgleichung (3.19) ist

Y(x) = Arsin(kz) + Ag cos(kz) .

Die erste Randbedingung ¢(0) = Ay = 0 liefert Ay = 0. Die zweite Randbedingung lautet
dann
Y(a) = Ay sin(ka) = 0. (3.20)
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3.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden

Die triviale Lésung A; = 0 ware nicht normierbar, es bleibt also die Forderung
sin(ka) = 0,
d.h. ka = nm, n=123,... (3.21)

n = 0 wiirde ¥(z) = 0 ergeben; negative Werte von n ergeben nur einen Vorzeichenwechsel,
weil sin(—0) = —sin(0) ist, also keine neue linear unabhéngige Losung. Das negative Vor-
zeichen kann in der Konstanten A; beriicksichtigt werden. Wir erhalten also die diskreten
Werte k£ = k,, mit

nm

kpn=—, n=123,.... (3.22)

a
Die Randbedingung bei x = a bestimmt also nicht die Konstante A1, sondern die Konstante
k = v2mE/h und damit die moglichen Werte der Separationskonstanten

R2k2 nPn?h?

Jo- —
" 2m 2ma?

(3.23)

Im Gegensatz zum klassischen Teilchen kann das quantenmechanische Teilchen nicht jede
Energie haben, sondern nur die durch Gleichung (3.23) erlaubten.
Die zu den Werten (3.22) gehdrenden Lésungen

Yn(x) = Ay sin(kpz)

werden normiert durch

1= / dx | (z)]? = AZ/ dz sin® (k)
—00 0
A2 akn A2 ¢ 1 akn
= = dt sin?t = =" | = — —sintcost
kn Jo ko |2 2 0
2
= —" [aky, — sin(ak,) cos(aky,)]

2k,
A2 A2
= ﬁ [aky, — sin(n) cos(nm)] = ga ,
2
so dass A, = \/7 .
a
Damit erhalten wir
2
wn(x):\[asm(n;m) . fir 0<z<a, n=1,23,... (3.24)

unendlich viele Losungen der zeitabhangigen Schrédinger-Gleichung in diesem Fall. Der
Grundzustand mit n = 1 hat die niedrigste Energie

2h2

- 2ma?’

1

Die Zustande mit n > 2 werden als angeregte Zustinde bezeichnet weil E,, = n?FE, > E,
ist.

In Abb. 3.3 skizzieren wir den Verlauf der ersten drei Wellenfunktionen. Die Lésungen sehen
aus wie stehende Wellen auf einer Saite der Lange a.
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Abbildung 3.3: Verlauf der Wellenfunktionen 1 (z), ¥2(z) und v3(z) als Funktion von x

3.2.1 Losungseigenschaften

1. Die Losungen sind abwechselnd symmetrisch oder antisymmetrisch zum Punkt z =

a/2. 11 und 13 sind symmetrisch, 1o ist antisymmetrisch (siehe Abb. 3.3).

2. Mit zunehmender Energie erhoht sich die Zahl der Nullstellen auBer bei x = 0 und

x = a. Y1 hat keine Nullstelle, 15 hat eine, 13 hat zwei Nullstellen usw.

3. Die Losungen sind zueinander orthogonal, d.h.

/a de ) (x)Y(z) =0, fir n#m.

0
Beweis: Wir berechnen das Integral (3.25) mit den Lésungen (3.24) zu

I= /Oa dz Py, (2)Pn(2) = (21/: dx sin (mmc) sin (@) :

a a

Wir verwenden

X+Y X-Y
cosX—cosY:—Qsin<;>sin( 5 )

in unserem Fall mit

X+Y nmx X—-Y mrx
2 a 2 a
so dass X:(n+m)ﬁ, Y:(n—m)ﬂ.
a a
Dann finden wir
1 a
I = / dx [cosY — cos X]|
aJo
1 [ — 1 [/
_ / dmos[@ﬂﬂm"}_/ dxcos[“”‘*m)ﬂ
a Jo a a Jo a
1 . [(n—m)ma]” 1 . [(n+m)rx]”
= sin - sin
(n—m)m a o (m+m)r a 0
. .
= 7r[nms1n[(n—m)7r]—ners1n[(n+m)7r]]—0
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3.2 Potentialtopf mit unendlich hohen Wénden

Q.E.D.
Mit der Normierung ffooo dz Y,|? = 1 von Losung (3.24) gilt dann die Orthonormierungs-
relation

/OO dx Yy () (x) = S - (3.26)

— 00

Man sagt, die Eigenlosungen (3.24) sind orthonormal.

4. Die Eigenlosungen (3.24) sind vollstandig (Fourier-Reihe), d.h. jede andere Lésung
f(z) kann als Linearkombination der v, dargestellt werden:

oo [e.e]
2 . /NTT
f(z) = Z () = \/;ZC” sin (T> ; (3.27)
n=1 n=1
wobei die Entwicklungskoeffizienten ¢, fiir gegebenes f(x) aus den Orthonormierungsrela-

tionen (3.26) folgen. Multiplizieren wir Gleichung (3.27) mit mit ¢}, (x) und integrieren iiber
x, so erhalten wir

/mﬂ@%@)zg;%ﬁmMW%@

= Z CnOnm = Cm
n=1
unter Ausnutzung der Relation (3.26), also
on= [ do fla)ui o). (3.28)

Alle obigen vier Losungseigenschaften sind enorm machtig. Nach Gleichung (2.108) ist
die vollstandige zeitabhingige Losung der Schrodinger-Gleichung

U(w,t) = Y cathu(w)eEnt/h
n=1

oo
2 2m2h
= E Cn \/7$in (@) exp (—Zn T 3 t) . (3.29)
ot a a 2ma

Mit dieser Gleichung bestimmt sich aus einer vorgegebenen Anfangsbedingung ¥(z,0) die
gesamte zeitliche Entwicklung. Aus Gleichung (3.29) folgt

U(z,0) = i Cn \/zsin (?) ;
n=1

so dass mit Gleichung (3.28)

Cn = \/S/Oa dz ¥ (z,0) sin (%x) (3.30)

die dazugehdrigen Entwicklungskoeffizienten bestimmt sind.
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3 Eindimensionale Quantensysteme

3.3 Der harmonische Oszillator

Gegeben sei das Potential V() mit einem Minimum bei x( (Abb.3.4)

V(x) A

~

A

}
Xg

Abbildung 3.4: Parabelapproximation eines beliebigen Potentials nahe eines lokalen Mi-
nimums

Die Taylor-Entwicklung um das lokale Minimum ergibt
/ 1 "
V(z) = V(o) + V (2o)(x —z0) + SV (z0)(z — z0)?
1 1"
= V(o) + 5V (wo)(x —z0)%,

weil im Minimum V' (o) = 0. Durch Verschiebung der Energieskala um V (zq) dndert sich
nur die Phase der Wellenfunktion aber nicht die Energieeigenwerte. Weiterhin wahlen wir die
Ortsvariable so, dass das Minimum bei x¢ = 0 liegt, so dass dann

Deshalb ist das Potential des harmonische Oszillators

1
V(z) = imwaQ (3.31)
mit w?> = V" (0)/m so wichtig, da wir jedes beliebige Potential mit einem ausgepragten
Minimum gut damit approximieren konnen.
Die dazugehérige zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung lautet
Ry 1,
AR T = F 3.32
2m dx? + Mt v v (3:32)
mit Randbedingungen nur im Unendlichen. Wir erhalten nur gebundene Zustédnde, weil stets
E < V().
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3.3 Der harmonische Oszillator

Gleichung (3.32) ist eine gewdhnliche, lineare, homogene Differentialgleichung 2. Ordnung,
die nicht allgemein durch elementare Funktionen |&sbar ist. Wir diskutieren nacheinander
zwei verschiedene Ansitze zur Lésung dieser Differentialgleichung:

(a) eine (unglaublich clevere) algebraische Methode,

(b) eine analytische Methode mit Potenzreihen-Ansatz.

3.3.1 Algebraische Methode
Wir schreiben Gleichung (3.32) in der Form

1 [(h d ) N (mwxy] b= EW (3.33)

2m 1 dx

mit der Idee, den quadratischen Term in der Klammer zu faktorisieren. Waren diese Zahlen,
so wire es mit dem dritten binomischen Gesetz u? + v? = (u + w)(u — w) einfach. Hier ist
es aber schwerer, weil u und v Operatoren sind, dir im allgemeinen nicht kommutieren, d. h.
UV # VU.

Wir definieren trotzdem die Operatoren

(3.34)

|

-
N
< |t
&

53

_l_
-~
3
&
8
S~

“ T am
und a- = (—zmwx) . (3.35)

(a-a2) f(z) =

h d h df
—— —mwz | | —— + mwaf
1 dx 1 dx

1
o | a2 + hmw%(l‘f} hmwm% + (mwz)? f}

o [ ot + (s
= | d —— mw mwx
1 h d 9
= % <de> +(mwx) + hmw f,
so dass ohne Testfunktion gilt
__L|(ra 2+( 21+ Lho (3.36)
a-ap =g | o mwx 5w - .
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Gleichung (3.33) faktorisiert nicht perfekt wegen des Extraterms fw/2. Aber mit Gleichung

(3.36) folgt
L) ] e
und Gleichung (3.33) wird zu
<aa+ — ;hw> v =FEy.
Die Reihenfolge des Operatorprodukts ist wichtig, denn

1 [/hd\? o 1
ayra— = % [(de> + (mw:p) ] - ihw,

so dass a_ay —ara_ = hw.

Wir kénnen die Schrodinger-Gleichung auch alternativ zu (3.37) schreiben als

(a+a_ + ;hw) v =FEy.

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

Behaupttung: Wenn ) die Schrodinger-Gleichung mit der Energie F erfiillt, dann erfiillt a1

sie Schrodinger-Gleichung mit der Energie E + fuw. Also aus Gleichung (3.33),
1
(aa+ — 2hw> = Ey
folgt gemaB (3.40)
1
<a+a + 2hw> (a+) = (E+ hw) v .

Beweis: Es ist unter Verwendung von (3.37)

(a+a_ + ;ﬁw) (axyp) = <a+a_a+ + ;ﬁxua+> P

1
= a4 (a_a+ + 2hw> w

= ay [<aa+ — ;hw> + hw] P
= a4 (BY + hwy) = (E + hw) (a41))
Q.E.D.

(3.41)

(3.42)

Ebenso zeigt man, dass (a_) die Schrodinger-Gleichung mit der Energie (E — hw) erfiillt:

gemaB Gleichung (3.37) folgt unter Verwendung von (3.40)
1 1
(a_a+ — 2hw> (a—y)) = a- (a+a_ — 2hw> Y

o (e ) ]
= a_ [EY — hwy] = (B — hw) (a—1))
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3.3 Der harmonische Oszillator

Q.E.D.

Wir konnen also aus einer bekannten Lésung 1 zum Eigenwert E, Losungen mit héherer
und niedrigerer Energie erzeugen. a4 und a_ sind heiBen Leiter-Operatoren: ay Aufsteige-
Operator , a_ Absteige-Operator (siehe Abb. 3.5).

1

a8y

E+3hw al P
E+2hw az
E +’F‘|.{__|__J a+ {I.i;l
E (i
E-Hhw a_y
E-2hw a?
: U a. :
E, Y

Abbildung 3.5: Zur Wirkung von Auf-, und Absteige-Operatoren beim harmonischen
Oszillator

Aber wenn ich a_ zu oft anwende, erhalte ich einen Zustand mit negativer Energie, was nicht
sein kann. Irgendwo funktioniert diese Methode nicht mehr, aber wo genau?

Wir wissen, dass (a_1)) eine neue Lésung der Schrédinger-Gleichung ergibt, aber es ist nicht
garantiert, dass diese normierbar ist! Sie kann

(1) exakt gleich Null sein, oder
(2) das Normierungsintegral ist unendlich groB.

Die 2. Méglichkeit scheidet aus (Ubungsaufgabe). D.h. fiir die niedrigste Lésung v gilt

a_y =0, (3.44)
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3 Eindimensionale Quantensysteme

d.h. mit Gleichung (3.35)

1 hd
( —zmwx)gbo = 0,

V2m Z%
dig mw
d - _
oder 17 W xo
so dass Inyg = —%xQ + const ,
oder o = Apexp [—%mﬂ . (3.45)

Die Energie dieses niedrigsten Zustands ergibt sich aus Gleichung (3.40)

<a+a— + ;hw> Yo = Eotbo

mit der Eigenschaft a_1g =0 zu
1

Ey = ihw (3.46)
fiir diesen Grundzustand.
Von diesem Grundzustand ausgehend erhalten wir durch Anwendung des Aufsteige-Operators
a4 die angeregten Zustdnde

mw
Ua(@) = (a4)"t0 = Anlas)" exp [~ D707 |
1
mit E, = <n+2>hw, n=123,..., (3.47)
also z.B. Y = A1a+e_ﬁm2 = \/ﬁ [de + zmwm} e~ e
Al |:h< mw ) 7%12_’_ 73;12:|
= — |- (——2x])e mmwze
V2am |1 h
Al mw .2 mw .2
= 2umwze” 20 Y =1 AjwV2mae” 2 ®
V2m !
3.3.2 Analytische Methode
Wir multiplizieren Gleichung (3.32) mit dem Faktor 2/(hw) und erhalten
ho d? mw o 2F
memf*hx}¢—mﬁ- (3:48)
Wir wahlen
€= %x (3.49)

als dimensionslose Variable, so dass
4 _dd _ [jrwd
de  drdé h d€
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3.3 Der harmonische Oszillator

Wir erhalten dann fiir Gleichung (3.48)

2
ey = v,

dg? huw
d2
oder d;QZ} = (62 - k) G
mit k = éwE) .

(3.50)

(3.51)

Gleichung (3.50) wird als Differentialgleichung des linearen harmonischen Oszillators be-

zeichnet. Als Randbedingung gilt, dass im Unendlichen £ — o0, 1(d+00) = 0 ist.

Die Differentialgleichung (3.50) wird durch einen Trick von Sommerfeld gelést. Man betrach-

tet zunichst das asymptotische Verhalten fiir groBe £2 > k, so dass

d* sy
de?

= §2¢asy .

Die asymptotischen Losungen verhalten sich wie
Pasy < €767/2
denn dann ist
Yngy 0 £EHEN?
nd G s @R LA s s

fiir £ > 1. Wegen der Normierbarkeit ist nur 1),y o e~¢*/2 brauchbar.
Wir setzen daher als Lésungsansatz fiir Gleichung (3.50) an

Y(§) = e ¢ 2H(g)
Damit erhalten wir
W = He €2 _ Hee €2 = (H _ gH) e €12

und damit fiir die zweite Ableitung

1"

(4

= B —2H (@ -1 H| e
Eingesetzt in Gleichung (3.50) finden wir

H' —2H + (&2 -1)H = (& -k)H(),

H H
oder aH 25(515

e +(k-DHE) = 0.

(H” _H- §H/> 62 (H . §H> e/

(3.52)

(3.53)
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Einfache spezielle Polynom-L&sungen kann man direkt ablesen: H = const. ist Losung fiir
k=1, H = £ ist Losung fiir kK = 3. Zum Finden der allgemeinen L&sung versuchen wir
daher den Potenzreihen-Ansatz

H(f) = Zajﬁj = ag—l—a1§+a2§2+ R (3.54)
=0

Wir erhalten dann fiir die Ableitungen

H (&) = D ja& " = a1+ 2as6 +3a38” + . ..

j=0
und H'(€) = 2as+ 6asf + 12a46> + ...
= > (- 1Da;&?
j=2
= > (J+2)(J +Dase’
J=0

mit J = j — 2, so dass
[ee]
EH'(§) =D jaé .
j=0
Fiir Gleichung (3.53) ergibt sich
S GG+ 1) +2agiz — 2ja; + (k—1)a] =0. (3.55)
j=0
Der Koeffizient bei jeder Potenz von & muss verschwinden,
G+ +2)ajpe+ (k—1—2j)a; =0

und wir erhalten die Rekursionsformel

2j+1—k

aj+2 = maj . (3.56)

Fiir gegebene ag und a; kdnnen wir die ag, ay4, ag, ... bzw. as, as, a7, ... berechnen.
Wir erhalten also

H({) = ngrade (E) + Hungerade(g)
mit ngrade(g) = ap+ a2§2 + a4§4 o,

aufgebaut auf ag, und

ngrade(f) = alf + a3£3 + a5£5 +...,
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3.3 Der harmonische Oszillator

aufgebaut auf a;.
Aber nicht alle diese Lésungen sind normierbar!
Fiir j > 1 gilt fiir die Rekursionsformel

aj12 >~ —a;
J+2 U
J

mit der asymptotischen Losung (C' = const.)

aj ~ (JC)' , (3.57)
2!
denn mit n! = n(n — 1)! folgt
Ajt+2 = f; = 7 ¢
() ()
C _ aj ~ za'
Em G

weil (7/2) > 1. Fiir Gleichung (3.54) folgt dann mit der Potenzreihendarstellung der Expo-
nentialfunktion

0o 5]- 0o gzm 5
HE~C) 7—=C) >+ =0Ce .
=0 <%>' m=0 "

Damit erhalten wir gemaB Ansatz (3.52)
$(E) = HEe " = 0" (3.58)

und diese Losung ist nicht normierbar!
Ausweg: um normierbare Losungen zu erhalten, muss die Potenzreihe (3.56) abbrechen! das
ist genau dann der Fall, wenn k einen der diskreten Werte

k=2n+1, n=0,1,23,... (3.59)
annimmt, d.h. mit Gleichung (3.51) fiir die Energie

1 1 1
E:27wk::2(2n+1)hw:<n+2>hw, n=01,23,.... (3.60)

Mit der Bedingung (3.59) bricht einer der beiden Folgen
apg — a2 — a4 — ... , ap — a3z — a5 — ...

ab. Die andere muss durch die Wahl a; = 0 oder ag = 0 zu Null gemacht werden.
Als Losung fiir H (&) erhalten wir damit ein endliches Polynom H,, (&), das entweder gerade
oder ungerade ist:

Yul€) = anHy(€)e¢" (3.61)

79



3 Eindimensionale Quantensysteme

Wir bestimmen explizit die Lésungen niedrigster Ordnung:
Fiir n =0 ist k = 1. Mit der Wahl a; = 0 folgt aus der Rekursionsformel (3.56) ag,+1 =0
Vv =1,2,3,.... Sei ap # 0: nach der Rekursionsformel (3.56) im Fall & =1

2)
Aj42 = 77—~ a4y
T G+nG+2)
folgt aus j = 0, dass as = a4 ... = 0. Als einzige Lésung bleibt tibrig im Fall n =0

Yo(€) = ape ¢ = ape= T
die exakt gleich Losung (3.45) ist.
Fiirn =1 ist k = 3. Wir wahlen a9 =0, so dass as, =0 Vv =1,2,3,.... Sei a; # 0: nach
der Rekursionsformel (3.56) im Fall k =3

2 — 2
jro = —————a,
GG+
folgt aus j = 1 (&quivalent zu a; # 0), dass a3 = a5 ... = 0. Als einzige Lésung bleibt iibrig
imFalln=1 ,
_¢2/2
P1(§) = ar€e™¢

Fiirn = 2 ist k = 5. Wir wahlen a; = 0 so dass ag,+1 = 0. Die Rekursionsformel (3.56)
im Fall K =5 lautet

2j — 4
Gjig = —————aj .
TG+
Seiag # 0, dannfolgtaus j = 0 ay = %ao = —2ag, und aus j = 2 folgtay = ag=...= 0.

Im Fall n = 2 erhalten wir als Losung

(&) = (ag — 2a()§2)e*€2/2 =ap(1— 252)6

Alle so konstruierten Losungen sind proportional zu einem unbestimmten Koeffizienten ag
oder aj. Dieser Koeffizient wird durch die Normierung bestimmt. Im allgemeinen Fall ist
H, (&) ein Polynom n-ter Ordnung in &, nur mit geraden Potenzen oc £, wenn n gerade ist,
und nur mit ungeraden Potenzen, wenn n ungerade ist. Man bezeichnet diese Polynome als
Hermitesche Polynome.

752/2

3.3.3 Hermitesche Polynome
Die Hermitesche Polynome H,,(x) geniigen der Differentialgleichung (3.53) mit k = 2n+ 1:

d*H, dH,
o 2z I + 2nH,(z) =0. (3.62)

Definition der Hermiteschen Polynome: Die Hermitesche Polynome werden als Koeffizien-
ten der Taylorreihe der erzeugenden Funktion

— —t?42x _ _x? —(t—x)? — = Hn(x) n
S(x,t)=e =e"e = 2} py t (3.63)
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3.3 Der harmonische Oszillator

definiert. Aus Gleichung (3.63) folgt

H,(x) = [35’(::;,75)] — [6z28ne—(t—x)2] 7 (3.64)
ot t=0 ot t=0
denn S = Ho+%t+%t2+...,
oS 0?8
d — = H — =H,.
50 cass Ot t=0 L 082 o 2

Setzen wir y =t — x, so dass a% = %, so folgt fiir Gleichung (3.64)

H,(z) = [6x2§?/le_y2L:—x = (—1)"69”2;3771@_“’2
die Rodrigues-Formel fiir Hermitesche Polynome
Hy(z) = (—1)”e$2ﬁe—$2 (3.65)
" ox™ ' '

Diese zeigt, dass diese Polynome vom Grad n sind.
Rekursionsbeziehungen: Aus der Definitionsgleichung (3.63) berechnen wir

0S(x,t) _ —t242tx _
o = 2te = 2tS(t, x)
— i 2Hn($) tn—l—l
= n!
0S(z,t) = H(x),,
und o = nz:;)n!t ;

wobei H,,(z) = dH,(z)/dx. Das Gleichsetzen beider Ausdriicke ergibt

!

n! n!
n=0 n=0

—1)!
— (n—1)!
Der Koeffizientenvergleich fiir n > 1 liefert
’ 27’2'
H,(z) = e 1)'Hn_1(x) =2nH,_1(x)
die 1. Rekursionsformel
H, () = 2nH,_(z) , n>1. (3.66)
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Weiterhin berechnen wir

85(89;, b _ (2x — 2t)e 120 = 2(x — 4)S(, 1)
X Hu(z) , = 2cH,t" — 2H, "t
= 2y e = S R
n=0 ' n=0 )

0S8 (x,t 2 nH,(z e Hy(x
und (at ) = Z ()t 1:ZL

Das Gleichsetzen beider Ausdriicke ergibt

2 H,(z)t" b 2 H,(z)t"t!
nzz:l (n—l 2 Z nZ;) nn!

In der Summe der linken Seite setzen wir m = n — 1 oder n = m + 1, und in der zweiten
Summe der rechten Seite setzen wir m = n + 1 oder n = m — 1, so dass

[e.e]

Hyq1(x)t™
Z_OH'() _ zxz _22
— 2:62 —2ZmHm1

Setzen wir wieder m = n, so folgt

o0
Hn+1 2nHy,_1(x)t"
> Z > —
n=0 n=0
o0 tn
oder Z — [Hpt1(x) — 2eHp(x) + 2nH,—1(z)] =0.
= n!

Der Koeffizientenvergleich fiir n > 1 liefert die 2. Rekursionsformel

Hy1(x) — 2eHy(z) + 2nHy—1(x) =0, n>1. (3.67)
Fiir n = m — 1 besagt die 2. Rekursionsformel

H,, —2xH; 1+2(m—1)H,;,—2=0.
Aus der 1. Rekursionsformel (3.66) finden wir
2(m —1)Hpm—o = H,_,,

so dass Hy,, —2zH,;—1 + H;n,l = 0
Wir multiplizieren diese Gleichung mit 2m:
mo1

!

omH,, — 2zH, + 2mH, |, = 0, (3.68)

2mH,, — 2x -2mH,,_1 + 2mH
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3.3 Der harmonische Oszillator

wobei wir im zweiten Term 2mH,,_; = H,, nach Gleichung (3.66) benutzt haben.
Wir leiten Gleichung (3.66) nach z ab mit dem Ergebnis H, = 2nH;1_1 und erhalten damit
fiir den dritten Term in Gleichung (3.68)

omH, = H
so dass omH,, — 2zH,, + H, = 0.

Mit m = n ergibt sich
2nHp(v) — 2zH,(z) + H,(x) =0

gerade die Differentialgleichung (3.62). Dies zeigt, dass alle abgeleiteten Beziehungen in der
Tat fiir Hermitesche Polynome gelten.

Orthogonalitdt: Wir betrachten das Integral

J(t, S) = / dx e—t2+2tl’ 6—82+28x e—xz
= / dz e S(z,t) S(z,s)
O X gngm [
- Z Z 18 1 / dz Hn(x)Hm(x)e_IQ . (3.69)
= mlm! o

Es ist
J(s,t) = e " / " g e 20

L (24e?) /OO i o= 25T+ (s+0)2— (s41)2

o~ (E2+57)+(s+1)? /Oo dx e~ =+

—00

Mity =x — (s +t) ist

/ de e~ le=(+01 / dy eV = /7,

s -~ (251)"
so dass J(s,t) = ml/2e2t = g1/ Z e (3.70)
n=0
Das Gleichsetzen von Gleichungen (3.69) und (3.70) ergibt
iﬁ r/2ngn — i sm dx Hy(x)H, (a:)eﬂ”2 =
‘ n! A m! J_ " " n

Daraus folgt die Orthonormierungsrelation der Hermiteschen Polynome

/ dx Hn(:U)Hm(x)e_z2 = 2" 206 - (3.71)

—00
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Speziell fiir n = m gilt

oo
/ dx 1‘]721(:1:)@_‘1”2 = 71/297p)

—0o0

und die normierten Eigenfunktionen (3.61)

1 2
P(§) = \/WHM&)@_E /2 (3.72)

sind orthonormal auf dem Intervall —oco < £ < .

Ezxplizite Berechnung einzelner Hermitescher Polynome:
Aus der Rodrigues-Formel (3.65),

o e
Hn — _1 n :172 -z
(2) = (=1)"" o —e™
erhalten wir sofort Hy(x) =1,
() = (- e = ()¢ (2w ) =2
1z) = e et = e ze =2z
22 0? —x2 2 d 2
und Hy(xz) = e 526 =¢ %<72xe )

= -2 (e_IZ — 23026_12) =422 2.
Die Rekursionsformel (3.67) fiir n = 2 liefert
H3 = 22Hy — 4H, = 2x(42* — 2) — 8z = 8z° — 122,

fiir n = 3 erhalten wir
Hy = 162" — 4822 + 12 .

3.3.4 Die Nullpunktsenergie

Klassisch ist die niedrigste Energie des linearen harmonischen Oszillators E = 0, quanten-
mechanisch ergibt sich Ey = fw/2 aus Gleichung (3.60), E, = (n + 3)hw, fiir n = 0.
Wir zeigen hier, dass diese endliche Nullpunktsenergie seinen Grund in der Heisenbergschen
Unschérferelation (2.72) hat.

Mit dem Hamilton-Operator
2

g P L2
H = o + 2mw x
folgt nach Gleichung (2.107)
2
A 1
E = <H> = <2pm> + §mw2 (z%) . (3.73)
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3.3 Der harmonische Oszillator

Nach der Heisenbergschen Unschirferelation (2.72) mit < p >=< z >= 0 (Begriindung
weiter unten) gilt

W) =
oder <:r2> > 4292)

2 2 9
<p > mh“w
E>FE, =+~ 3.74
-2 8 (p?) (3.74)
Zur Suche des Minimums von E, berechnen wir
ok, L B mh2w? B
9 (p?) 2m 8 (p?)? ’
2\2 2 9
<p >0 mh*w
d p—
so dass o 3 ,
252, 2
n2 _ mhw
oder P*)y = Y
d.h 2y _ D hiw
Fir das Minimum finden wir
hw
Emin = E4 ((p*),) = 5 =Fo. (3.75)

Die Nullpunktsenergie hat seinen Grund in der Unschérferelation.

Wie versprochen, begriinden wir < x >=< p >= 0. Fiir die Eigenfunktionen (3.72) des
harmonischen Oszillators

1

S —g2/2
¢n(f) = \/mﬂn(g)e
H2(€)e
folgt, dass W’n(@‘Q ﬁgg;‘in!

(3.76)

gerade Funktionen von £ o z sind, also symmetrisch um x = 0 verlaufen, so dass

<x>=/_°° dr 2 [da(©)F = 0

weil der Integrand eine ungerade Funktion von x ist.
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Ebenso erhalten wir

. > e\ A _ > s oy @n ()
w0 = [ arv @@ - [ aevi©™
= 2w Lol = -2 [wa@P]”_ =0

also <(Ap)2> = (p*) _
und <(A$)2> = <$2>

3.4 Freie Teilchen

Die Untersuchung der Ausbreitung freier Teilchen (V(z) = 0 iiberall) mit der Schrédinger-
Gleichung sollte einfach sein, ist aber trickreich. Die zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung
ist in diesem Fall

R? d*y
Al S )
2m dx? v
oder mit k = v/2mE/h oder E = h?k?/(2m)
L
— + kY =0.
dx? TR
Die allgemeine Lésung dieser Gleichung lautet
Y(z) = Ae™® + Be T (3.77)

und es gibt keine Randbedingungen, um die Werte von k und E einzugrenzen. Ein freies
Teilchen kann jeden positiven Energiewert haben.
Die zeitabhangige Losung der Schrddinger-Gleichung ist dann nach Kap. 2.7

U(z,t) = ¢($)6_’Et/h — Ae(z=3t) + Be~k(@+35t) (3.78)

Diese Losung reprasentiert eine Welle, die mit festem Profil (siehe Abb. 1.4) mit der Ge-
schwindigkeit v = +hk/2m in die negative oder positive z-Richtung lauft. Der erste Term
stellt eine Welle in positive xz-Richtung dar, der zweite Term eine riickwértslaufende Welle
in negative z-Richtung. Der einzige Unterschied in beiden Termen ist das Vorzeichen von k.
Erlauben wir auch negative Werte von k, d.h.

k=t 2;”]5 , (3.79)

so konnen wir Losung (3.78) vereinfacht schreiben als

2
kx_&t)
)

Uy (x,t) = PG (3.80)
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3.4 Freie Teilchen

wobei negatives k Wellen beschreibt, die in Richtung der negativen x-Achse propagieren. Die
Losung (3.80) hat folgende Eigenschaften:

1. Die Phasengeschwindigkeit der Wellenldsung (3.80) ist

hlk E
%::—H: = (3.81)

- 2m 2m

Zum Vergleich ist die klassische Geschwindigkeit eines freien Teilchens mit £ = muv?/2

2F
Uklassisch — E = 2U¢

zweimal groBer als die Phasengeschwindigkeit der quantenmechanischen Welle.

2. Die Wellenfunktion (3.80) ist nicht normierbar, denn

oo

[e.e]
/ dx Uy (z, )V (z,t) = |A|2/ dx1l — oo, (3.82)
—00 —0oQ

d.h. separable Lésungen existieren nicht fiir freie Teilchen. Freie Teilchen haben keine defi-
nierten Energiewerte, sondern die Eigenwerte E,, sind kontinuierlich.

Die allgemeine Losung der zeitabhingigen Schrédinger-Gleichung ist durch die Uberlagerung
(vgl. Gleichungen (2.105) und (2.108))

U(x,t) = /Oo dkA(k:)e’(m_%t)

—00

D N L B (e
- / _dra(y (3.83)

gegeben. Fiir geeignete Funktionen ®(k) kann diese Wellenfunktion dann normiert werden.
Die resultierende Losung beinhaltet dann eine Verteilung der k-Werte.
Gleichung (3.83) ist eine spezielle Form eines Wellenpakets

W(x, 1) = ¢127r / ke @ (k)i kr—wt) (3.84)

mit w = hk?/(2m). Mit der Anfangsbedingung

W(z,0) = \/12? /_Oo dk D (k) etk

bestimmt sich durch Fourier-Inversion die Funktion ®(k) zu

d(k) = \/1277 /_OO dk ®(k)e e
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3. Vergleichbar zur klassischen Teilchengeschwindigkeit ist die Gruppengeschwindigkeit v,
des Wellenpakets (3.83) (siehe auch Kap. 1.5.3). Wenn die Funktion ®(k) nur Werte von k
um ko herum annimmt, diirfen wir in Gleichung (3.84) néhern

wk) ~ wy+ w(l)(k'—ko),

O 7 Okkeko
wy = w(k‘o) N

und mit der Variablen s = k — kg erhalten wir fiir das Wellenpaket ((3.84) dann

‘II({L‘, t) ~ L /Oo ds q)(ko I S)ez [(k‘o-l—s)l‘—(wg-f—w(/)s)t]

V2T J o
1 z(—wot—l—kowét) /OO z(ko+s)(ac—w/t>
= —e ds ® (ko + s)e RV 3.85
m Cw ( 0 ) ( )
Speziell zur Zeit t = 0 gilt
U(z,0) = L / h ds (ko + s)etFots)e (3.86)
' V2T J o

Vergleicht man die Ergebnisse (3.85) und (3.86), so erkennt man, dass bis auf die Verschie-
bung © — = — wyt das s-Integral in Gleichung (3.85) gleich dem s-Integral in Gleichung
(3.86) ist, d.h.

/OO ds ® (ko + s)el(kﬁs) (x_wét) = V270 (:L’ — wyt, 0) ,
so dass U(z,t) =~ e_l(wo_kow‘l)>t\11 (w —w[l)t,O) . (3.87)

Die Exponentialfunktion in Gleichung (3.87) ist ein reiner Phasenfaktor, der nicht in |¥|?
eingeht. Gleichung (3.87) zeigt, dass sich die Anfangsstérung mit der Gruppengeschwindig-
keit vg = w, entlang der z-Achse ausbreitet. Mit w = hk?/(2m) folgt

Bk

vGg = E = 2U¢ = Uklassisch - (388)

Die Gruppengeschwindigkeit des Teilchens stimmt mit der klassischen Teilchengeschwindig-
keit liberein.

3.5 Potentialstufe

Wir untersuchen das in Abb. 3.6 skizzierte Stufenpotential

V(a) Vo wenn z > 0 (Bereich II)
€Tr) =
0  wenn z < 0 (Bereich I)

88
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Vix) A
I I
UO
>
0 X
Abbildung 3.6: Potentialstufe
Die zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung lautet dann
. . d2¢[ 2mE
im Bereich | o —?1/11 (3.89)
d? 2
und im Bereich Il dgf:-ﬁgw—%wn. (3.90)

Als Randbegingungen benutzen wir:
(R1) Die Wellenfunktion ¢ ist iiberall beschrankt,
(R2) 1) ist stetig (Stetigkeit der Aufenthaltswahrscheinlichkeit P),

(R3) ¢ oder dInv/dz ist stetig (Stetigkeit der Wahrscheinlichkeitsstromdichte 7).

3.5.1 Fall 1: Teilchenenergie oberhalb Potentialstufe £ > 1}
Fiir Teilchenenergien E > V; (siehe Abb. 3.7) lauten die beiden Schrédinger-Gleichungen

2 V2mE
% — _]{;21/,[, k= m
dx? h
d? 2m (E — WV
und b = —¢%rr, QZM >0
dx? h

mit den Fundamentallésungen e"** und e***, wobei

k firz <0
R =
q firz >0
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Vix) A
E
v

>

0] ®
I T
Abbildung 3.7: Potentialstufe mit Fall £ > Vj
Wir setzen voraus, dass das Teilchen von links (z = —o0) einféllt: dann ist die Wellenfunktion

im Bereich | die Uberlagerung einer einfallenden Welle ¢, die gegen — +o0 l3uft, mit der

Amplitude= 1 (0.B.d.A.) und einer reflektierten Welle Re~*** (I3uft nach —oo):
Yr(z) = e*® + Re ke (3.91)
Im Bereich Il gibt es die durchgehende (transmittierte) Welle
Yrr(z) =Te" . (3.92)

(Als Nebenbemerkung vermerken wir: liefe das Teilchen von rechts ein, so wiirden wir 977 =
e  Rye'” und ; = Tie " ansetzen.)
Die Stetigkeit von ¢ (z = 0) liefert

Yr(x=0) = t(r=0)
oder 1+4R = T. (3.93)

Die Stetigkeit von 1 (z = 0) liefert

1k —1kR = 1qT
oder E(1-R) = ¢T. (3.94)

Die Kombination von Gleichungen (3.93) und (3.94) ergibt

E(1-R) = q(1+R)

oder gqR+ kR = k—q
k—q 2k
q _ o4 T=14+R=—, 3.95
so dass R Pl + P (3.95)
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3.5 Potentialstufe

Fiir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte (2.22) erhalten wir j = jé&, mit
. h (0
=% ()]
ma ox
im Bereich |

i = %[TZZ (efzkx+ R*elkx) ok (ezk:p_ Rezkx):|

— %% [(efzkx + R*elkx) (ezkx . Refzkx)}
— @% [1 _ R€—2zkx + R*Sszm . Rﬂ

m

hk

— % [2 (1 _ R2) _ Re—2zkz + R*€2zka: _ R*€21ka: + Re—szz:|

hk
= —|1- R2 == .ein_ .re 396
1= RP) = et — dren (3.96)
und im Bereich Il

h h
Jir = R [T*e_lqm (quezqm)] - £|T|2 = Jtrans - (3'97)
mi m

Wir definieren den Reflexionskoeffizienten
. ik
Jein

und den Transmissionskoeffizienten

p = Jtrans %m? . (3.98)

jein
Zwei Bemerkungen zu den Ergebnissen:
1. Das Teilchen wird mit der Wahrscheinlichkeit r reflektiert. Klassisch gabe es keine Re-
flektion, sondern das Teilchen wiirde sich rechts von der Schwelle lediglich mit kleinerer

Geschwindigkeit bewegen. Diese Reflexion ist ein Wellenphdnomen dhnlich der Reflek-
tion von Licht an der Trennflache von Medien mit verschiedenen Brechungsindizes.

2. Es gilt die Teilchenzahlerhaltung. Mit den Gleichungen (3.95) erhalten wir fiir

hk hk k—q\?
JI m[ |R|] m[ <k:+q>

hk 4hk:2q
= " k4P —(k—q? =1
m(k + ¢)? [( 9)” = ( %) ] m(k + q)?
. hq , .o hg 4k2 .
d = e T = — =

un JII ‘ m (k+q)2 JI

so dass Ji = JIr

oder jein = jreﬂ + jtrans .
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3 Eindimensionale Quantensysteme

3.5.2 Fall 2: Teilchenenergie unterhalb Potentialstufe £ < 1}

Im Fall von Teilchenenergien E < V; (siehe Abb. 3.8) ist die Losung (3.91) im Bereich
weiterhin giiltig:

Yr(z) = " + Re ke z<0. (3.99)
V(x) A&
Vi
E — —
B
0 X
I I

Abbildung 3.8: Potentialstufe mit Fall £ < Vj

Aber im Bereich Il erhalten wir aus der Schrédinger-Gleichung

drg

d.ﬁl?z = ’waH
Vo—F
mit K = Zm(oh) = —uq
oder q = 1Kk
die Losung Yrr(x) = Te ™, x>0. (3.100)

Die exponentiell-ansteigende Fundamentallésung ist unbrauchbar, da ;; beschrankt sein
muss. Natiirlich erhalten wir Lésung (3.100) auch aus Gleichung (3.92) mit ¢ = ux.
Aus den Gleichungen (3.95) folgt mit ¢ = s

k— 1k 2k
k4’ + k+ ik

(3.101)
Fiir die Ergebnisse gilt:

1. Nach Gleichung (3.101) ist

k—wk+x
k+iwwk — ik

r=|R|> = RR* = =1,
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3.5 Potentialstufe

es tritt also vollstandige Reflexion r = 1 auf.
2. Wegen T # 0 und

2k 2k AK? 40
k+iwk—w k24 k2

IT)? = TT* =

dringen Teilchen etwa bis zu einer Tiefe Az ~ 1/k in die Potentialstufe ein. Es findet aber
kein Teilchenfluss nach rechts statt, denn

jir =% e (T*e_m(—n)Te_“)} =R [zmTze_Q“‘”] =0.
mi m

3.5.3 Unendlich hohe Potentialstufe V; — o

In diesem Grenzfall wird Kk — oo, so dass nach Gleichung (3.101) R — —1 und |T| — 0.
Fiir die Wellenfunktion (3.99) gilt dann

Yr(x) = e*® — e = sin ka

und damit insbesondere 7 (0) = 0 als allgemeine Randbedingung an einer unendlich hohen
Potentialschwelle ¥gchwelle = 0. Damit ist nochmals die Losung (3.17) begriindet.

3.5.4 Wellenpakete

Obwohl wir nur die zeitunabhangige Schrodinger-Gleichung geldst haben, ist es gerechtfertigt,
von ein- und auslaufenden Wellen zu sprechen, weil wir zu jeder Losung 7 und v;; die
Zeitabhangigkeit

_ ahk2t 1Bt

e 2m = e h

hinzufiigen konnen, ohne dass sich an den Ergebnissen fiir den Reflektions- und Transmis-
sionkoeffizienten etwas dndert. Mit dem Zeitabhangigkeitsfaktor kénnen wir dann ein- und
auslaufende Wellenpakete konstruieren etwa durch

Wi, t) = [ by f (K ) e
0

im Bereich |. f(k} — k1) ist dabei eine rellwertige Funktion von &; mit dem Maximum im
Punkt k1. Setzen wir gemaB Losung (3.91)

d}E/ (33) _ ezkz + Re—zkz

I

ein, so folgt
Ur(z,t) = Yein(z,t) + Vyen(z, t) (3.102)
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3 Eindimensionale Quantensysteme

als Superposition von einem einfallenden und reflektierten Wellenpaket

/
ﬂ)

Vanlant) = [ a0 — e

0
- / dky f (k) — kp)e®em (3.103)
0
. , E,t ﬁk‘lzt /
und Vet (z,t) = / dky f (K} — kl)R(kll)efz(kllir%)
0
= / dky f (k) — ky)e'®ren (3.104)
0
’ E/t
mit Preg = —kyz — . tIn R
hk2t
= - 2r1n —kjz—1lnR

Das Zentrum des einfallenden Wellenpakets (3.103)

D hk;
= = 2= —vgt + 20

0 7
Ok, m

bewegt sich gemaB xg = vgt in positiver z-Richtung mit der Geschwindigkeit vg = hk:ll/m
auf die Potentialstufe zu und erreicht den Pubkt xy = 0 zur Zeit t = 0.
Das Zentrum des reflektierten Wellenpakets (3.104)

0 = a;zﬂ = —%t—xo — lddk:' (lnR (k:/l))

= —vgt —z0— dek' <lnR (kll))

1

bewegt sich gemiB

xg=—vg(t—7) , T:—Li, (lnR(k:ll)) ,
va dk;y
d.h. es bewegt sich mit der Geschwindigkeit v, in negativer z-Richtung und verldsst den
Ort des Ursprungs verzdgert um die Verzégerungszeit 7, nachdem die einfallende Welle den
Punkt & = 0 erreicht hat. Diese Verzégerung ist ein weiterer Unterschied zum klassischen
Verhalten.

3.6 Differentialgleichungen mit reguldren Singularitaten

Kastenférmige Potentiale haben den Vorteil, zu besonders einfach I6sbaren Differentialglei-
chungen zu fithren. Aber das Beispiel des linearen harmonischen Oszillators (Kap. 3.3) konnte
bereits nicht mehr mit elementaren Funktionen der Mathematik geldst haben.
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3.6 Differentialgleichungen mit reguldren Singularitéten

Deshalb wollen wir in diesem Abschnitt eine mathematische Methode zur Behandlung ei-
ner groBen Klasse von “nichtelementaren” linearen Differentialgleichungen entwickeln. Diese
Methode erlaubt es, die meisten physikalisch interessanten linearen Differentialgleichungen
zu I8sen, darunter auch die Schrodinger-Gleichung fiir viele physikalisch wichtige Potentiale.

3.6.1 Allgemeine Betrachtungen

Gegeben sei die Differentialgleichung (im folgenden abgekiirzt mit DGL) der Form
dw P dw Q)
dz? z dz 22

Wir nehmen an, dass sich die Funktionen P(z) und Q(z) in der N&he des Nullpunkts in
Taylorreihen entwicken lassen:

w(z) =0. (3.105)

P(z) = anz" , Q(z) = Z anz" . (3.106)
n=0 n=0

In der Differentialgleichung (3.105) hat der Koeffizient vor w’ einen Pol von héchstens erster
Ordnung und der Koeffizient vor w” einen Pol von héchstens zweiter Ordnung. Solche Fille
von DGLn bezeichnet man als DGLn mit reguliren Singularititen.

Wegen der Pole empfiehlt sich der etwas allgemeinere (p # 0) Potenzreihenansatz fiir die
Loésung

w(z) = 2° Z 2" (3.107)
n=0

mit n € Ny als natiirliche Zahl plus Null und p, ¢, z € C komplex. Damit gilt

oo
w(z) = chz"“,
n=0

oo
w(z) = Z cn (n+ p) 2"
n=0
oo
w (z) = ch (n+p)(n+p—1)"+r2
n=0

und nach Einsetzen in Gleichung (3.105)

o0

> (o) p=1)ensie?
n=0

+  (n4p)enz"PPP(2) + ann+p_2Q(z)> -

Das Kiirzen des gemeinsamen Faktors 2”2 ergibt

> ez (ntp) (n+p—1)+ (n+p)P(2) + Q(2)) =0. (3.108)
n=0
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Nach Annahme (3.106) sind P(z) und ¢(z) Potenzreihen, so dass Gleichung (3.108) eine
neue Potenzreihe darstellt derart

o0
> am™ =0, me N . (3.109)
m=o

Diese Gleichung kann Vz nur erfiillt werden, wenn a,, = 0 Vm! Die Koeffizienten a,, miissen
dabei aus Gleichug (3.108) bestimmt werden.
Wir gehen schrittweise vor und berechnen zunéchst ag: setzen wir n = 0 in Gleichung (3.108)
und P(z) = po, q(z) = qo durch die ersten Terme ihrer jeweiligen Potenzreihe, so erhalten
wir

ap=colp(p—1)+ ppo+qo] =0

und mit ¢g # 0 die sog. Index-Gleichung oder charakteristische Gleichung

pp—1)+ppo+q =0. (3.110)

Zur Berechnung von a; miissen wir in Gleichung (3.108) Terme mit n = 0 und n = 1
betrachten und P(z) = po + p12, Q(2) = qo + q1z setzen. Es folgt unter Verwendung von
(3.110)

colp(p—1)+p(po+p12) + g0 + q12]
+az[(1+p)p+ 1+ p) (po+p12) + g0 + ¢12]
[0+ pp1z + qiz] + c1z[(1 + p)p + (1 + p)(po + p12) + o + ¢12]
= z[(pp1 + @1)co + c1[(1+ p)p+ (1 + p)po + qo]] + O(2%) ,
so dass aus
a1 = c1[(1+ p)p + (1 + p)po + qo] + co(pp1 +q1) =0
folgt

—pPP1 —q1
cl = Co 3.111
A+ p)p+ (1+p)po + a0 (3.111)

Setzt man dieses Verfahren fort, so erhilt man allgemein fiir m =n

cn((n+p)(n+p=1)+(n+p)po+ )

n—1

+ Y (B4 p)Pop+np) =0
pn=0

und somit die Rekursionsformel

- Zz;é Cu (1 +p) P+ Gn—p)
(n+p)(n+p—1)+(Mn+p)po+q’

Durch Vergleich mit (3.111) iberpriift man sofort, dass diese allgemeine Rekursionsformel
fiir n =1 stimmt.

Weiterhin ist die Annahme ¢y # 0 gerechtfertigt, denn im Fall ¢y = 0 wiirden wir die Lésung
w(z) = 0 erhalten.

Als allgemeine Eigenschaften der Lésung (3.107) notieren wir:

n=1,2,3,.... (3.112)

Cp =
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. Im allgemeinen hat die quadratische Index-Gleichung (3.110) zwei Wurzeln p; und po,
die sog. Indizes der DGL. Damit erhalten wir die zwei linear unabhangigen Lésungen

wi(z) = 27 ch)z” , wa(z) = 2P? Z 2 (3.113)
n=0 n=0

Die Indizes bestimmen das Verhalten dieser Lésungen fiir z — 0. Man erhilt regulare
Singularitaten, d.h. die Grenzwerte

lim z7Ptw (2) , und lim 272wy (z)
z—0 z—0

existieren.

. p1 und p2 sind nicht unbedingt ganze Zahlen. Der Wert p = 0 ist nur méglich falls
go = 0.

. Treten in Gleichung (3.105) stérkere Singularitaten auf, z.B.

w(z) (3.114)

mit qo # 0, so ist der Koeffizientenvergleich nicht mehr durchfiihrbar. Fiir dieses
Beispiel bliebe der Term gocoz”~2 in Gleichung (3.108) einzeln stehen.

. Durch die Rekursionsformel (3.112) ist die Konstante ¢y noch nicht festgelegt. Schreibt
man Gleichung (3.112) etwas anders in der Form

(Qn + ppn) co — Zz;% Cu ((M + P) Dn—p + anu)
(n+p)(n+p—1)+(n+p)po+q

Cp =

so sieht man, dass durch unterschiedliche Wahl von ¢y keine neuen, sondern nur linear-
abhiangige Losungen entstehen. O.B.d.A. setzen wir deshalb ¢y = 1.

Abgesehen von speziellen Fillen, die wir unter Punkt (5) diskutieren, lautet die vollstandi-
ge Losung der DGL (3.105) mit Gleichungen (3.113)

w(z) = Az Z V2" 4 Bz Z 2z (3.115)
n=0 n=0

. Die Rekursionsformel (3.112) ist nur dann sinnvoll, wenn der Nenner
Dien) = (n+p) (n+p—1)+ (n+ p) po + o 0 (3.116)
immer von Null verschieden ist. Der Nenner (3.116) D(c,,) = 0 wird Null, wenn

0 = (nt+p)(n+p—1)+®+p)po+a
= n*+n(p—1+p)+p(p—1)+npo+ppo+go=n(n+2p+po—1)
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98

unter Verwendung der Index-Gleichung (3.110). Probleme mit der Rekursionsformel
tauchen also auf, wenn gerade

n+2p+p—1=0. (3.117)

Weiterhin, wenn
pL=p2+m, meN =1[1,2,3,...] (3.118)

also p1 > po, dann tritt im Nenner von ¢, der Ausdruck
D(em) = (m+p2)(m+p2—1)+ (m+ p2)po+ qo

= pi(pr—1)+ppo+q =0

auf, der wegen der Giiltigkeit der Indexgleichung (3.110) fiir p; verschwindet. Die
Rekursionsformel fiir cg) wird singular. In diesem Fall fiihrt nur der Index p; zu einer
Losung. Die zweite, linear unabhingige Losung muss auf andere Weise konstruiert
werden. Man erhilt sie im wesentlichen iiber die Wronski-Determinante (fiir Details

siehe z.B. Arfken S. 401-409) durch Differentiation von w; nach p;, wobei mit

2L = eprlnz — 2Pt = 2P nz
dp

ein Faktor In z erzeugt wird. Im Fall von p; — pa € Ny ist dann die allgemeine Losung
w(z) = Awi(2) + Bwi(z)Inz + 2P?0(z)]

wobei @(z) holomorph an der Stelle z = 0 ist. Falls p; = py gilt zusatzlich w(0) = 0.

. Die Faktoren z” in der allgemeinen Losung (3.115) haben zur Folge, dass w(z) im

allgemeinen mehrdeutig ist, denn wegen
p 0w\ P PP
2P ={]zle = |z|Pe

hat w(z) fiir z = |z[e’® und z = |2|e{?T2™)  die den gleichen Punkt beschreiben,
verschiedene Werte, die sich um den Faktor e*>™” unterscheiden! Um fiir w(z) eine
eindeutige Funktion zu erhalten, legt man in die komplexe z-Ebene einen Verzwei-
gungsschnitt, z.B. entlang der negativen reellen Achse, und definiert z° zun&chst nur
fiir einen Zweig mit

—T<¢p< T, d.h. larg z| <.

In der so aufgeschnittenen komplexen Zahlenebene ist w(z) iiberall eindeutig definiert.



3.6 Differentialgleichungen mit reguldren Singularitéten

3.6.2 Die konfluente hypergeometrische Differentialgleichung

Die einfachsten Funktion in der DGL (3.105) sind natiirlich die Konstanten P(z) = py =
const. und Q(z) = qo = const., so dass

d?w dw
27 pu—
z 7.2 + poz P + qw(z) =0. (3.119)

Diese DGL wird durch die Potenzfunktion w(z) o< z* gelost. Nach Einsetzen erhilt man

AA=1)4+poA+qg = 0
oder A4 (po— DA+ qo 0,

1—p 1-po)’
so dass A2 = 20i ( 20> —qo -

Die allgemeine Losung von DGL (3.119) ist dann

w(z) = A2M + B2 (3.120)

Interessanter fiir physikalische Anwendungen sind lineare Funktionen fiir P(z) und Q(z).
Wir untersuchen speziell

P(z)=b—=z, Q(z) = —az. (3.121)
Damit erhalten wir fiir die DGL (3.105)

d*w b—zdw a

dz? z dz ;w(z) =0
d*w dw
oder 23 + (b— z)% —aw(z) = 0. (3.122)

Diese DGL wird als konfluente hypergeometrische Differentialgleichung bezeichnet. Durch
geeignete Transformationen lassen sich viele DGLn der mathematischen Physik auf diese
Form reduzieren.

Mit po = b,p1 = —1 und g9 = 0,q1 = —a erhalten wir fiir die Index-Gleichung (3.110) in
diesem Fall

plp+po—1)+q=plp+b—-1)=0

mit den Losungen
p1=0, p2=1—-0. (3.123)

Die zu p; = 0 gehorende Losung
wi(z) = M(a,b,z) = 1Fi(a,b, z) (3.124)

bezeichnet man als konfluente hypergeometrische Funktion 1. Art oder als Kummer-Funk-
tion 1. Art.
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Die zu pa = 1 — b gehdrende Losung kann ebenfalls durch M (a, b, z) ausgedriickt werden.
Mit dem Ansatz

w(z) = 2'7h(2)
folgt w = 27 4+ (1—b)z"",
w' o= 2R 421 = b)) 4 (=b)(1 — bz

und nach Einsetzen in DGL (3.122)
22700 4 2(1 — b)2' R — b(1 — b)2 bk
+(b—z) (zlfbh, +(1— b)z*bh) — az'7h(2)
= 22700 4 2R 201 = b) + (b — 2)]
+h [—b(l )z P+ (b—2)(1=bzt—at? =0.

Nach Multiplikation mit 21 erhalten wir

B +[2=204b—z2]h + 2z 'h[1=b)(b—z—b)—az] = 0
d2h dh
oder z@—l— (2—b—z)a— (a—b+1)h(z) = 0,

d.h. gemaB der DGL (3.122)
h(z) =M(a—b+1,2—b,2)
und somit als 2. Lésung
wy(z) =21 ""M(a—b+1,2—b,2) . (3.125)

Damit bleibt als Aufgabe, noch M(a,b, z) zu bestimmen. Nach Gleichung (3.107) gilt mit
p1 = 0 der Potenzreihenansatz

[e.e]

M(a,b,z) = Z 2. (3.126)

n=0
Die Rekursionsformel (3.112) Iasst sich nach Gleichung (3.117) verwenden, wenn

n+2p1+p—1 = n+04+b—-1=n+b—-1#0,
d.h. b#1—n = 0,—1,-2,-3,.... (3.127)

Ist b weder Null noch negativ ganzzahlig, so erhalten wir nach Gleichung (3.111) fiir p; =0

Cl — —4 Ccy) — gC[]
Po + Qo b

und nach Gleichung (3.112) fiir p; =0

1
- ZZ:O CU (Hpn—[l, + Qn—u)
n(n —1) + npo + qo '

Cp —
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Mit g, = —ady,1 und py = by o — 10y 1 ergibt die Summe Zz_l nur Beitrage fir u =n—1,
so dass
—Cp—1(—(n—1) —a) a+n—1
n = = )Cnfl .

nin—140) Cn(n+b—1

Nach Umbenennung der Indizes n — n + 1 erhalten wir fiir allgemeines n

a—+n

n—i-l)(n—i-b)cn'

Durch vollstandige Induktion zeigt man leicht

a+n ' a+n-—1
G+n)n+l) Gbtn—Ln—1+1) """
a-(a+1)---(a+n) 1
b-(b+1)-(b+n) (nt+1)N?
(a)n+1

= T (3.128)

Cn+1

wobei wir das Pochhammersymbol

(@), = a-(a+1)---(a+n-—-1),
(CL)O = 1,
(1), = 1:2---n=n! (3.129)

definiert haben. Mit
(a+n—-1)1=[1-2-3---(a—D]a-(a+1)---(a—n—-1)]=(a— 1) (a),
|dsst sich das Pochhammersymbol durch Gamma-Funktionen berechnen:

(a+mn—1)! _I‘(a—i—n)'

= - 3.130
(@) (a—1)! I'(a) ( )
Mit der Wahl ¢g = 1 erhalten wir aus den Gleichungen (3.126) und (3.128)
M(a,b,z) = 1Fi(a,b,z) = chzn
n=0
— (a)n — (a)n 2"
= "= 3.131
UM e

Durch den Faktor (1/n!) konvergiert diese Reihe in der ganzen komplexen z-Ebene. Der be-
kannteste Spezialfall der Kummer-Funktion 1. Art ist die Exponentialfunktion e* = M (a, a, z).
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Integraldarstellung der konfluenten hypergeometrischen Funktion

Unter Verwendung von Gleichung (3.130) erhalten wir fiir Gleichung (3.131)

B > (@)n 2" . T(a+n) T(b) 2"
M(“’b’z)_z(b)nn!_; T(a) T(b+n)nl

n=0
Wir nutzen die Integraldarstellung der Beta-Funktion fiir Rz > 0, ®y > 0
[(z)l !
B(m,y) — (l') (y) _ / dt t:ﬂ—l(l _ t)y—l
I'(z +y) 0
zur Berechnung des Faktors

[(a+n) T'(b) I'(b) I'(b—a)l'(a+n)

N= " ) Th+n)  Tal(-a) T0+n)

Mit z =b—a und y = a + n, so dass x + y = b+ n gilt dann

I'e)  L@)I(y)

N = Nt T@+y)
= M)I;((Z)_G)B(%y)
= M)I;((Z)_a)B(b—a,aJrn)
o= /01 A G A

Mit der Substitution s = 1 — ¢ im Integral folgt dann fiir b > Ra > 0

_ & ! S Sa—i—n—l — s b—a—1
hi= I‘(a)F(b—a)/O d (1-9)

und damit fiir Gleichung (3.132) die Integraldarstellung

00 1 n
M(a,b,z) = Zl‘(a)ll:((i)_a)/o ds SOLJrnfl(l_S)bfaflm

n=0
_ e [ s g0-1(1 _ g)b—a—1 — (s2)"
N F(a)F(b—a)/O d (1-s) 7;) n!

= @/1 a—1¢1 _ \b—a—1_sz
= Tarh—a) ), @ U= e, Rb>Ra>0,

—

wobei wir die Potenzreihendarstellung der Exponentialfunktion

o
> e
n.

n=0
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3.6 Differentialgleichungen mit reguldren Singularitéten

benutzt haben.
Mit der Substitution s = 1 — ¢ in der Integraldarstellung (3.134) folgt die Transformations-
formel

I(
M(a,b,z) = o l;_a) / dt e (1 — t)2~1bme!

= ZM(b —a,b,— (3.135)

Asymptotische Entwicklung
Mit der Integraldarstellung (3.134) gilt

c 1
M(a,c,x) = F(a)?(c)—a)/o dtta—l(l_t>0—a—1etx

I'(c) ! —1 —a—1_—z(1-t)
T a 1 — )@ T )
F(a)F(c—a)e /0 a1 =) ‘

Wir substituieren s = (1 — ¢) und erhalten

M(a,c,x) = F(a)ll:((cc)— ) x4 % /Oz dse %se7ot [1 - fril .

Mit der Reihendarstellung
sja—l 2 (=1)"(a—1)! /s\"
1—— = —— = (-
[ x} Zr!(a—l—r)! (ac)

folgt M(a,c,x) = F(C)_a)wa_cefc Z T'(—l)r(a - 1!

X
X / dse ssetr—al (3.136)
0

Fiir groBe || > 1 approximieren wir
x o
/ ds efssc+rfa71 ~ / ds efsSchrfafl
0 0

und erhalten

~ F(C) a—c, T = (_l)r(a_l)'(c+r_a_1)'
Ma,e.z>1) = ['(a)T(c— a)$ ° ; rl(a—1—r)lar

R R

— T(a)T(c—a)

~ wxafcex (1 —a)(c—a)

~ T {1 + . } . (3.137)
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Die Kummer-Funktion 1. Art divergiert fiir groBe Argumente dann wie

r
wi(z>1) = M(a,b,z > 1) ~ (c) 297 . (3.138)
I(a)
Die zweite Losung (3.125) wa(2) = 2! M (a — b+ 1,2 — b, 2) divergiert ebenfalls fiir groBe
Argumente |z| > 1 exponentiell, wa(z > 1) o e®. Um eine Lésung zu erhalten, die fiir
groBe z nicht divergiert, bildet man die Linearkombination U(a, b, z) aus w; und wo:

B T w1 (2) wa(2)
Ule,b2) = 3 [m Ya-bI(b) T(a)l(2— b)]
T M (a,b, z) AM(14+a—b,2—0b,2)
sin b [m +a—bI(b) [(a)T(2—b) ] ’ (3-139)

die man als konfluente hypergeometrische Funktion 2. Art oder als Kummer-Funktion 2.
Art bezeichnet. Diese Funktion ist auch fiir b = +n definiert und besitzt die Integraldarstel-
lung

Ul(a,b,z) = / dt e 11+ Ra>0, Rz>0. (3.140)

L'(a) Jo
Mit der Substitution ¢ = s/z folgt

1 o0 b—a—1
U(a,b,z) = T z_“/o ds e %5271 <1+§)

1 _, —a—1)
— d sr+a1
F(a z(:)r' —a—l—r'z’"/ e
o0
(b—a—l (r+a—1)!
Zaz ’

(b—a—1—r)z"

r=

Fiir groBe Argumente folgt die asymptotische Entwicklung

a1+a—w]'

1
U(a,b,z>1) ~ ~ {1 _d (3.141)

z

3.7 Differentialgleichungen der Fuchsschen Klasse

Wir wollen nun das Lésungsverfahren aus Kap. 3.6.1 iibertragen auf dhnliche DGLn, die nicht
nur im Nullpunkt sondern auch an anderen Stellen der komplexen Ebene singuldr sind. Es
gibt eine systematische Losungstheorie fiir eine groBe Anzahl von DGLn, die zur “Fuchsschen
Klasse" gehoren.

Wir betrachten die DGL

"

W' (2) + pz)w (2) + q(2)w(z) = 0 (3.142)

und definieren:

104



3.7 Differentialgleichungen der Fuchsschen Klasse
1. Divergieren die Funktionen p(z) und ¢(z) fiir z — 2o, aber bleiben (z — zp)p(z) und
(z — 20)%q(2) endlich fiir z — 2o, dann ist z = zq eine requlire Singularitit.

2. Divergiert die Funktion p(z) schneller als 1/(z — zp), so dass

lim (z — 29) p(z) — o0,
z—20

oder divergiert die Funktion g(z) schneller als 1/(z — z)?, so dass

lim (z — 20)%q(z) — o0 ,
z2—20

dann bezeichnen wir z = zq als irreguldre Singularitdt oder essentielle Singularitdt.

Diese Definitionen gelten fiir alle endlichen Werte von zj.

3. Im Grenzfall zp = oo, also z — oo, setzen wir y = 1/z und untersuchen dann den
Grenzfall y — 0. Aus z = 1/y folgt g—z = —1/y? und damit

d 1 d 5 d
ez g Yy
dy
d 2l 2 A 9 37 )
Fiir die DGL (3.142) erhalten wir
d*w o dw -
y4d72 + 20" -y ()] ay e (v wy)=0. (3.143)

Das Verhalten fiir z — oo (y — 0) hdngt ab vom Verhalten der neuen Funktionen

2y —y?p (y 1)

und (3.144)

LS}
Il
N

fir y — 0. Bleiben diese stetig, so ist der Punkt z = oo ein gewdhnlicher Punkt.
Divergieren sie schwicher als 1/y bzw. 1/y?, so ist z = oo eine regulire Singularitit,
ansonsten eine essentielle Singularitit.

3.7.1 Beispiel 1: Besselfunktion

Die Besselsche DGL lautet

2w’ + 2w + (z2=n*)w(z) = 0, (3.145)
1 n?
o dass Ma=1. 4@ i

105



3 Eindimensionale Quantensysteme

Der Punkt z = 0 ist die einzige reguldre Singularitat fiir endliche z.
Fiir z — oo berechnen wir nach Gleichungen (3.144)

_ 2 —y?-y 1
p = 1 e
Y y
d . 1 —n?y? 1
un q = —— X —,
y? yt

d.h. z = oo ist eine essentielle Singularitat.

3.7.2 Beispiel 2: Hypergeometrische Differentialgleichung

Die hypergeometrische DGL lautet

2(z—Dw +[(1+a+bz—duw +abw(z) = 0 (3.146)
w (I+a+bz—c ab B
oder =) w+z(z—1)w = 0,
_ (I+a+b)z—c B ab
so dass p(z) = o) , q(z) = o1

Es existieren also reguldre Singularitdten bei z =0 und z = 1.
Fiir z — oo berechnen wir nach Gleichungen (3.144)

3 1 (1+a+b)i—c
p o= = 2y3_y2 <1 y)

Y 1

und qg =

Wir erhalten

. . l—a-5
limp — lim ———
y—0 y—0 Y

divergent in 1. Ordnung von y und
. . ab
lim ¢ — lim —
y—0 y—=0y

divergent in 2. Ordnung von g, d. h. der Punkt z = oo ist eine reguldre Singularitat. Insge-
samt hat die hypergeometrische DGL also drei regularen Singularititen bei 0, 1, co.
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3.7 Differentialgleichungen der Fuchsschen Klasse

Ubungsaufgaben:
Untersuchen Sie die Natur der Singularitdten bei den DGLn von (a) Laguerre, (b) Legendre
und (c) der konfluenten hypergeometrischen DGL.

3.7.3 Nebenbemerkung: Zusammenhang zwischen der hypergeometrische
und der konfluenten hypergeometrische Differentialgleichung

Wir substituieren z = ¢/b in der hypergeometrische DGL (3.146), so dass
dw bdw dw dw

_— = —— = b — bi
dz  bdz d(bz) dt ’

und erhalten

2
t<t—1>b2(jitzu+ [(1+a—|—b)t—c} bd—w—l—abwzo.

b \b b dt
Wir teilen diese Gleichung durch den Faktor b und finden
t d*>w t dw
tl-—1)— 1 b)- —c| — =
(b ) dt2+[( +a+ )b c] o Taw
t d?w (1+a)t dw
tl-—1 t—c| — = . 14
(b > i +[ 5 + C:| i + aw 0 (3.147)
Im Grenzfall b — oo erhalten wir fiir Gleichung (3.147)
d*w dw
d? d
und td—g+(c—t)d—1:—aw =0, (3.148)

die konfluenten hypergeometrischen DGL (3.122) iibereinstimmt.

Durch das “Konfluieren” (z = ¢/b mit Grenzfall b — oo) werden aus den zwei reguldren
Singularitdten bei z = 0 und z = 1 eine reguldre Singularitdt bei ¢ = 0, und aus der
reguldren Singularitdten bei z = oo wird eine essentielle Singularitit bei t = co.

3.7.4 Fuchssche Differentialgleichungen

Definition: Unter DGLn der Fuchsschen Klasse versteht man solche, deren Funktionen p(z)
und ¢(z) in der gesamten komplexen Ebene einschlieBlich z = oo héchstens endlich viele
reguldre Singularitadten haben, d.h. die Funktion p(z) besitzt hochstens Pole 1. Ordnung und
die Funktion ¢(z) besitzt héchstens Pole 2. Ordnung.

Es gilt also
" A
p(z) = Z _k +g1(2) (3.149)
1 z ag
. B C
und q(z) = Z <(Z — Zk)2 + , kak> + 92(2) , (3.150)
k=1
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3 Eindimensionale Quantensysteme

wobei a; die Polstellen mit den entsprechenden Residuen (Polstarken) A;, B;, C; bezeichnen,
und g1(z) und g2(z) ganze Funktionen sind: sie haben hochstens in z = co eine Singularitat.
Die Bedingung, dass z = oo eine reguldre Singularitat ist, schrénkt die Funktionen p(z) und
q(z) weiter ein. Mit Gleichung (3.149) erhalten wir fiir Gleichung (3.144)

2 1 /1 2 1 < Ay 1 1
y oy Yy y oy l—ary vy Yy

k=1
2 1w~ A 1 <1>
= Z_-=Z + =59 (-
Yy yimgl-ay oy y
und es folgt gi(z) = 0, (3.151)

weil sonst der Grenzwert
1

1
L =1lim (yp) < lim | — -
1 = lim (yp) y%(ygl (y))

divergiert. Ebenso erhalten wir mit Gleichung (3.150) fiir Gleichung (3.144)

1 1 1 « By? Chry )
= —_ — + -
yi 7 <y> y4;<(1—aky>2 1 —apy
1 (1 1< B 1L~ G
yt <y> y? ; (1 —ay)® ¢ =1 —ary
. 2~
so dass Ly = 51_{% (v°q)
g9 ;) n
= lim 2y + Z By, + lim 2 k=1 Ch
y—0 y 1 y—0 y
Die Bedingung eines endlichen Grenzwerts Lo erfordert
g2(2) = 0 (3.152)
und G = 0. (3.153)
k=1
Fiir Fuchssche Differentialgleichungen
W' (2) + p(z)w (2) + q(2)w(z) = 0 (3.154)
gelten deshalb
p(z) = > p— (3.155)
k=1
= By, Cr
d = 1
un q(2) ; <(z o T ak) (3.156)
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3.7 Differentialgleichungen der Fuchsschen Klasse

mit der Nebenbedingung (3.153), >"}_, Ci = 0. Die allgemeine Fuchssche DGL (3.154) hat
n + 1 reguldre Singularitdten: z = a1, as, ... ... ,an und z = co.

Fall n =0

Im einfachsten Fall n = 0 sind gemaB Gleichungen (3.155) — (3.156) die Funktionen p(z) =
q(z) = 0 und die entsprechende DGL

w (2)=0 (3.157)

hat eine regulédre Singularitdt bei z = co. Die Losung von Gleichung (3.157) ist

w(z) =a+pz.
Durch die Transformation
1
& = a+ -
z
1
oder z = fa (3.158)
konnen wir die Singularitit in den Punkt £ = a verschieben. Aus Gleichung (3.158) folgt
d 14 ,d
I (O
dz kg de
d? d d
und damit 2 = (e a)Qd— [(5 - a)ng]
) L
a dg? 3
Fiir die DGL (3.157) erhalten wir dann
d*w 2 dw
—_— — =0. 3.159
4 " a dé (3:159)

Ist umgekehrt eine DGL diesen Typs gegeben, so kann sie durch die Transformation (3.158)
auf den einfachen Fall (3.157) zuriickgefiihrt werden.

Fall n =1

Zunichst sei die DGL fiir z = 0 und z = oo singuldr. Dann gilt

und die Fuchssche DGL (3.154) lautet

w'(2) + éwl(z) + Z—w(z) =0. (3.160)
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Dies ist der einfachste Fall der DGL (3.105) und entspricht DGL (3.119) mit der Potenz-
funktionslésung

w(z) = a1z’ + az (3.161)

1—A 1—A\?2
mit pr2 = 2i¢<f2> - B. (3.162)

Durch die Transformation

(3.163)

mit der Umkehrtransformation

1 1
z = —
§—a a1 — a2

kdnnen die Singularitdten in die Punkte £ = a1 und & = a9 verschoben werden.

Fall n =2

Mathematisch interessant sind DGLn mit drei Singularitdten, die wir zunichst in die Punkte
z =0,1,00 legen. Nach Gleichungen (3.155) — (3.156) gilt gann fiir die Koeffizientenfunk-
tionen

Ao A
ple) = T
B B c c
a(z) = G+ ——mt+—-— (3.164)

22 (=12 2z z-1’

weil wegen der Nebenbedingung (3.153)

1
Z C, = Cop+C1=0
k=0
oder C = Cy=-C.
In den Gleichungen (3.164) treten noch die fiinf Koeffizienten Ag, A, By, B1,C auf, die
man jedoch auf drei unabhingige Konstanten reduzieren kann. Dazu substituieren wir in der

Fuchsschen DGL (3.154)

w(z) = k(z)W(z),
mit k(z) = 221 —2)H. (3.165)
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3.7 Differentialgleichungen der Fuchsschen Klasse

Es folgt
wo= KW +EW,
w// _ k//W + leW/ + kWN
und Eo= XA =2 — pM (1 — 2)rt

A1 P AL = 2) — ]

A= (n+ Nz 2211 = )t

A= 12221 = 2)* = 2uX A 1 = 2P 4 (e — 1)2M1 = 2)P 2
= 2721 -2)" 2 AN = 1)1 —2)% = 2 2(1 — 2) + p(p — 1)2%] .

Fiir die Fuchssche DGL (3.154) finden wir

KW' + 28 W + KW + pk'W + pkW' + ¢kW =
kW 4 [%’ n pk} W'+ [k +pk + qk] W o= 0.

Nach Multiplikation mit 227*(1 — 2)2~# ergibt sich
21— 2)2W +2(1—2)W [2 A= (4 Nz +p(2)z(1 — z)]
W Ja(e)? (1= 2P 4 p(a)s( - ) - (V)3
+ A=D1 = 2)? = 2uXz(1 — 2) + p(p — 1) zZ] =0. (3.166)

Mit Gleichungen (3.164) finden wir

p(2)z2(1—2) = Ao(l—2)— Az
und q(2)z*(1 —2)> = Bo(l—2)>+B12° + C [2(z — 1) = 2%(z — 1)]
= BO(1—2)2+B122+CZ(1 —Z) .

Gleichung (3.166) reduziert sich dann auf
21— 2 W 4+ 2(1 — )W [2 A= (n+N)z]+ Ao(1 —2) — Alz]
+W [ Bo(1—2)2 + B122 + Cz(1 — 2) 4 [Ag(1 — 2) — A12] [\ — (n + N\)2]

FAN=1)(1 = 2)? — 2uAz(1 — 2) 4+ p(p — 1)22 }
= 20 =2W 21— 2)W [(1—2)[2X + Ag] — [A1 +2(n + V)] 7]
+W [ (1—2)2 [N+ (Ao — DA + By

+22 [+ (A1 — Dp+ Br] + 2(1 = 2) [C — 2u\ — A\ — Aoy ] =0. (3.167)
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3 Eindimensionale Quantensysteme

Wir wahlen jetzt die Werte von A und p so, dass

M4 (Ag—1D)A+By = 0,

,U,2+(A1—1),M+Bl = 0,
d.h SR S TR R S T
-1 1,2 = 9 9 0>
1-A 1— A1\
o = lj:\/< 1) —B. (3.168)
' 2 2
Nach Division durch z2(1 — 2)? vereinfacht sich Gleichung (3.167) dann zu

W'+ p1(2)W + q(z)W(z) =0 (3.169)
mit pi(z) = L4 N o) = L (3.170)

z  z—1" 2(1—2)

und oy = 2>\+140:1:|:\/(1*140)2*4.807

a1 = A1+2(M+/\)

= A +1-Ag+1— A £+/(1 - Ap)?— 4By
+/(1— A1)2 — 4B,
= 2— Ao+ +/(1—Ag)2—4By++/(1— A))2—4B;,
B = C—2u\—A1\— Agp .

In der Tat sind in der DGL (3.169) nur noch die drei Konstanten ag, a1, 3 enthalten. Statt
dieser wahlen wir neue Parameter (a,b,c) durch die Forderungen, dass

¢ l4+a+b—c

pi(z) = > + -1
ab
an(z) = -0 (3.171)

Durch Vergleich mit den Gleichungen (3.170) erhalten wir ab = —3, ¢ = ap und 14+-a+b—c =
a1. Die beiden letzten Beziehungen ergeben

at+b=ap+a; —1
und mit b = 3/a folgt die quadratische Gleichung
a> — (g +a;—1)a=4.

Wir erhalten
c= (3.172)
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3.7 Differentialgleichungen der Fuchsschen Klasse

~1 —1\?
a1y = wi wta—1 + 3 (3.173)
2 2
~1 —1\?
bio = a0+31$\/<0‘0+‘;1) 3 (3.174)

Fiir Gleichung (3.169) erhalten wir dann die hypergeometrische DGL
21=2)W' + [c—(a+b+1)z]W — abW(z)=0. (3.175)

Zur Konstruktion der Losung der hypergeometrischen DGL (3.175) bedienen wir uns der
Methode von Kap. 3.6. Wir schreiben die DGL (3.169) in der Form (3.105) als

w" + Pi”)w’ + QZ(;)W(Z) =0 (3.176)
mit P(z) = zpi(z)=ap— o 0 j . (3.177)
und Q(z) = Z2q(z) = 16_Zz . (3.178)

Nahe des Nullpunkts z = 0 gilt

P(z) ~ ap—a1z(1+2) = ap— a1z + a1 22
und Q(z) ~ Bz(1+2)=pz+ 32>
(3.179)

und wir erhalten fiir die ersten Terme der Potenzreihenentwicklung (vergl. Kap. 3.6.1)
po =00, p1=-—o1, q =0, an=p.
Die Index-Gleichung (3.110) lautet dann
plp—14+ap) =0

mit den Losungen p; = 0 und py = 1 — ag. Fiir die erste Lésung kann dann der Potenzrei-
henansatz

o0
Wi(z) =D Cp2"
n=0
verwandt werden, wenn gemaB Gleichung (3.117)

n+ay—1 # 0
und ap # 1—-m=0,—-1,-2,...

ist. Mit Verwendung der Rekursionsformel (3.112) erhalt man (ohne Beweis hier) mit den
Pochhammersymbolen
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3 Eindimensionale Quantensysteme

wobei a, b und ¢ gerade durch die Gleichungen (3.172) — (3.174) bestimmt sind. Mit Cyp = 1
folgt als erste Losung die hypergeometrische Funktion

Wi(z) = 2F1(a,b;c;2) = Fa,b;c; 2) = Z — . (3.180)

n=0 ’

Die zu ps = 1 —ap = 1 — ¢ gehdrende Losung kann ebenfalls durch F'(a, b; ¢; z) ausgedriickt
werden. Mit dem Ansatz

Wy = 2'7h(z)
folgt W= 2N+ (-2 h,
W' o= 2" 21— )2 7h + (—e)(1 — )z Ch
und nach Einsetzen in hypergeometrische DGL (3.139)
2(1—2)z717¢ [th" +2(1—c)zh — (1 — c)h}
+ [e—(a+b+1)z]z¢ [zh’ . c)h} —abht = =0.

Nach Multiplikation mit 2~ und Ordnen erhalten wir

1"

2(1=2)h" + B [(1-=2)20—¢)+c—(a+b+1)z]
+ hl-ab+c(l—¢)—(a+b+1)(1—c¢)
2(1—2)" + h[2—c—2(34+a+b—2¢)
— hjab+(1—¢)(a+b+1—-¢)]=0. (3.181)
Diese Gleichung wird durch die hypergeomretrische Funktion F'(A, B; C; z) gelost mit
A=a—-c+1, B=b—-c+1, C=2-c. (3.182)

Zum Beweis dieser Behaupttung nutzen wir, dass die hypergeometrische DGL (3.175) fiir
F(A, B; C; 2) gilt, d.h.
2(1—2)F 4+ [C—(A+B+1)2]F — ABF(2) =0 (3.183)

und vergleichen mit Gleichung (3.181). Man erkennt sofort, dass C' = 2 — ¢ sein muss.
Desweiteren muss sein
AB = ab+(1—c¢)(a+b+1—¢)

und A+B+1 = 3+a+b-—2c,
Setzen wir nach der Behaupttung (3.182) zeigt sich in der Tat

A+B+1 = a—c+1+b—c+14+1=3+a+b—-2c
und AB = (a—c+1)(b—c+1)
(a+1—-c)(b+1—c)
ab+ (1 —c)(a+b)+ (1 —¢)?
= ab+(1—-c)(a+b+1—0c).
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3.7 Differentialgleichungen der Fuchsschen Klasse

Die zweite Losung der hypergeometrischen DGL ist deshalb durch
Wa(2) =2""Fla—c+1,b—c+1;2—¢; 2) (3.184)

gegeben.

115



3 Eindimensionale Quantensysteme
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4 Nadherungsverfahren
Schrédinger-Gleichung

Die Schrédinger-Gleichung ist im allgemeinen nur fiir sehr einfache Potentialverldufe V (z)
geschlossen I6sbar. Wir behandeln deshalb N3herungsverfahren fiir kompliziertere Potential-
funktionen V' (z).

Die eindimensionale zeitunabhingige Schrodinger-Gleichung (3.1)

2 T m
T 2 1 v ()] wta) = 0

ist ein Spezialfall einer gewdhnlichen, linearen, homogenen Differentialgleichung 2. Ordnung
in Normalform
d*f (x)

dx?

+ J@)f(@) =0, (4.1)

wobei im Fall der Schrédinger-Gleichung

TIE-V() . (4.2)

4.1 Lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung
Die allgemeine Form einer linearen homogenen DGL 2. Ordnung lautet

d*F(x)
dz?

dF (x)

po(z) p1(x) I + p2(z)F(z) =0 (4.3)

mit beliebigen Funktionen po(z), p1(x), p2(z).

4.1.1 Normalform

Jede DGL der Form (4.3) lasst sich auf Normalform (4.1) bringen mithilfe der Substitution

wobei o(x) = exp [— /x dz’ pi) ] . (4.4)
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4 Néiherungsverfahren Schrodinger-Gleichung

Zum Beweis dieser Behaupttung berechnen wir

dF / / / P / ’ P
— = F=¢f+of =——of+of =o|f —5—f (4.5)
dx 2po 2po
und F// _ ¢Nf + 2¢/f/ + ¢f”
2 ! !
no P1 oy b7 P1Pg Pop1
= ¢|f —Sf + |+ - f 4.6
Po apf 208 20} (4.6)
) v —2pop; + 2p1p, ,
wobei wir ¢ = —p—l(;s, b = poplj; P1p0¢_p71¢
2po 4pg 2po

2 ’ /
D1 P1Pg Pop1
2po 208 2pd

benutzt haben. Das Einsetzen von Gleichungen (4.5) und (4.6) ergibt fiir Gleichung (4.3)

2 / !
o Pl o b7 P1Pg PoP1 D1 / D1 D2
f—f++—f+p—]+f=
Po apt - 2p3  2pk Do 20|  Po

2 ! i
% p2 p1 P1Py — PoP1
f +fl=-=+——— =0 4.7
po  4p3 2p3 4.7)
Q.E.D.
Gleichung (4.7) besitzt Normalform
4 J@)f@) = 0 (4.8)
2 I !
. P2 p1 b1pg — PoPq
mit J(z) = =2 - = 2
(=) po  4p? 2p3
2
1d
_ m_(M>_(M>. (4.9)
Po 2po 2dz \ po

4.1.2 Selbst-adjungierte Form

Multiplizieren wir Gleichung (4.3) mit dem Faktor
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4.1 Lineare homogene Differentialgleichung 2. Ordnung

[ e , P1 (xl) ] d*F  p()
so folgt ex / dx ; +
& P po(z') | dz? = po(x)
T /pl x/ ]
X exp / dx ( ,> £+p2(3:)
po(z') | dz  po(x)

(z')
X exp -/xdx'pl <$l>- F

und damit die selbst-adjungierte Form

d dF
. <p($)da;> + q(x)F(z) = 0 (4.10)
i (@ WOy
mit p(z) = exp / x - .
po(z')
und q(z) = pg(x)p(:c) (4.12)
po(x)
4.1.3 Beispiel: konfluente hypergeometrische Differentialgleichung
Als Beispiel betrachten wir die konfluente hypergeometrische DGL (3.122)
d*F dF
xW—{— (b—m)%— aF(x)=0, (4.13)

d.h. in diesem Fall sind po(z) = x, p1(x) = b — x und pa(z) = —a. Fiir die Funktion (4.4b)
erhalten wir dann

_ vorb—a| b L
gb(m)—exp[—/ dx 5y ]—exp[ 2lnx+2]—x e’

so dass mit dem Ansatz (4.4a)

F(z) = ¢(x) f(x) = 2 e f(2) (4.14)
die Normalform der konfluenten hypergeometrischen DGL resultiert. Zur Berechnung von
J(x) gemaB Gleichung (4.9) verwenden wir
p2 a p_b-x b 1 d {pl } b

oz’ 200 2z 2z 2’ dx 222

2po
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4 Néiherungsverfahren Schrodinger-Gleichung

und erhalten

Sy — @ (b Vb b (R b
o= x 2¢ 2 22 212 424 22 4

1 b—2a b —2b 1 2a—b b —2b
+ ==+ + .

4 20 42 4 20 A2

Die Normalform der konfluenten hypergeometrischen DGL lautet dann

2 a— 2 _
% [i + g(:b/Q) + b 4062%] f(z). (4.15)

Die sog. Whittaker-Funktionen M,y ,(x) und W, ,(x) erfiillen die DGL

2 2 1
szll_“+“ 4]M, (4.16)

da? 4 x x?
Durch Vergleich der DGLn (4.14) und (4.15) finden wir

b , 1 bv¥2—2b
K = — — Qa _——_— =
5 ) H
¥—-2b+1 (b—1)2 b—1
2 = = = —
so dass o= 1 2 — U 5
Umgekehrt gilt b=1+2p und a = (b/2) —k = pu—r+ (1/2).
Fiir die allgemeine Losung von Gleichung (4.15) gilt dann mit Gleichung (4.14) und den
Ergebnissen von Kap. 3.6.2

fl’g(l') = Ale b 1(1’) —|—A2Wb g_;(l‘) = l’b/Qe_x/QFl’Q(l')

2 2

1
— gt/ [AlM <u—n+2,1+2u,x>

1
+AU (u— K+ 5,1—1—2/;, x) ] . (4.17)

4.1.4 Riccati-Gleichung
Mit dem Ansatz if ()
— = S(@)f (@) (4.18)

lasst sich jede lineare homogene DGL 2. Ordnung in Normalform (4.1) in die nichtlineare
Riccati-Gleichung transformieren. Gleichung (4.18) ist gleichbedeutend mit

F(z) = exp [/x dz' S (a:)] . (4.19)

Mit dem Ansatz (4.18) folgt
d f(z)

dx?

=S f+Sf=8f+8f= (S’+Sz)f,
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4.2 WKB-Néherung (Methode von Liouville-Green)

und wir erhalten fiir die Normalform (4.1) die Riccati-Gleichung
dS(zx)
dz

fiir die Funktion S(x). Die Riccati-Gleichung ist von 1. Ordnung in x, dafiir aber nichtlinear
aufgrund des Terms S2.

+ S%(z)+ J(z) =0 (4.20)

4.2 WKB-N&dherung (Methode von Liouville-Green)
4.2.1 Methode

Die Riccati-Gleichung (4.20) wird niherungsweise geldst mit der Annahme

2562

| < S?(z) , (4.21)

deren Giiltigkeit im nachhinein (aposteriori) zu iiberpriifen ist.
In nullter Niherung vernachl3ssigen wir dann in der Riccati-Gleichung (4.19) den ersten
Term (S/) gegen den quadratischen Term S2 und erhalten

Sa(x) ~ —J(x)=1:12J(2)
und So(z) = +£JV?(z). (4.22)

Mit dieser Naherung ist Gleichung (4.21) dquivalent zu

1o 1, ydJ 2
‘:I:zzJ (x)da; < J,

dJ
dx
2J3/2

oder < 1. (4.23)

Als verbesserte erste Niherung nehmen wir dann den Term S" in der Niherung S ~ S(/)
mit und erhalten

2 /
[5<1>] (2) ~ —J(z) — Sh(x) . (4.24)
Nach Gleichung (4.22) gilt
! _ dSo(z) _ Loy, \dJ
So(x) = o :i:z2J (x) In

und damit fiir Gleichung (4.24)
2 dJ ? dJ
(1) ~ L2 2 T3 () 2L

[S ] () ~—=J(z)F 2J (x) T J(x) [1 + 2J (x) d:z:] .

Wir erhalten die beiden Naherungslésungen

(1) 1/2 Logyo, (A 2
Sia(@) ~ g2 (x) [1i2j / (g;)dx} .
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4 Néiherungsverfahren Schrodinger-Gleichung

Aufgrund von Bedingung (4.23) kénnen wir die zweite Wurzel entwickeln und erhalten

582)(-%) = :|:ZJ1/2(,7;) |:1 + iJ—?)/Q(x);lzx]]

1 4, . dJ

ZJ (@@

_ ldlnJ(z)
4 dzx

= £ JV2(2) + %m [J_1/4(:n)] . (4.25)

= +1JY?(2) -

= +JY?(2)

Verwenden wir die Ndherungslosung (4.25) in Gleichung (4.19) dann erhalten wir die beiden
WKB-N&herungslosungen

fig(z) = exp /x dz’ S§12) (:1:,>]

— exp | [ra ()« [ L [ (m')ﬂ

= exp _iz /z de’ JY? ($/) + In [Jl/él(x)H

= J1/411(x) exp [iz /x dz’ JY/? (m,>] . (4.26)

Diese mathematische Niherungsmethode wurde urspriinglich von Liouville und Green ent-
wickelt und spater in der Quantenmechanik von Wentzel, Kramers und Brillouin (plus Jeffreys)
bei Naherungslosungen der Schrodinger-Gleichung “wiederentdeckt”. Man nennt sie daher
heute kurz WKB-Ndiherung.

4.2.2 Anwendung auf die stationdre Schrédinger-Gleichung

Die stationdre Schrodinger-Gleichung ist eine lineare DGL in Normalform mit der Funktion
(4.2)

To(e) = 22 (B~ V()]
Wir definieren die effektive Wellenzahl
2m 1/2
K(z) = JY?(z) = (hQ E— V(x)]) : fir E>V(z) (4.27)
m 1/2
und K(z) = — <2712 V() — E]> — _m(z), fir V@)>E. (4.28)

Die Bedingung (4.23) fiir die Giiltigkeit der WKB-N&herung kann alternativ geschrieben

werden als
d

@ 1)2
AR C)

oder ‘le/Q(x)’ > 1. (4.30)

< 1 (4.29)
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4.2 WKB-Néherung (Methode von Liouville-Green)

Mit der effektiven Wellenzahl (4.27) lauten die Bedingungen (4.29) und (4.30)

% s
und lzK(z)] > 1, (4.31)

d J_1/2(x)‘ —

d.h. die dazugehérende effektive Wellenlange A(z) = 27/ K (x) darf sich nur langsam dndern:
d\

1. 4.32
da:<< (4.32)

Fiir die Giiltigkeit der WKB-N&herung bei der Lésung der Schrédinger-Gleichung darf sich
auf einer Strecke Az die deBroglie-Wellenlange nur um einen Betrag A\ dndern, der klein
gegen Ax ist.

Dies ist gleichbedeutend mit schwachen dnderungen des Potentials V' (z), denn mit

p(z) = hK(z) = 2m(E — V(w))]1/2

gilt einerseits

dp (fTV
—| = — 4.33
Pl —m|), (4.3
wahrend Bedingung (4.31a),
dK K
- K2 =
‘ ar | < N
andererseits impliziert
dp P
dz| S 2@)
Mit Gleichung (4.33) folgt dann
av| _ lp()]?
A — —_— . 4.34
()| | < PE (4.34)

Die Anderung der potentiellen Energie iiber eine Wellenlinge muss sehr viel kleiner als die
lokale kinetische Energie sein.
Die WKB-Giiltigkeitsbedingung (4.34) ist in den Umkehrpunkten x = u der Bewegung, wo

Viw=E — =zxz=u, (4.35)

nicht mehr erfiillt. Dies ist besonders ersichtlich an der WKB-Bedingung in der Form (4.31b):
in den Umkehrpunkten ist die effektive Wellenzahl (4.27) k, = 0 gleich Null, so dass
| K (x)x| > 1 nicht erfiillt werden kann.

Wie kdnnen wir nun die WKB-Naherunglosung der Schrodinger-Gleichung aufstellen? Im
klassisch erlaubten Bereich der Bewegung E > V(x), gleichbedeutend mit < u (siehe
Abb. 4.1), schreibt sich die WKB-L6sung (4.26) mit der effektiven Wellenzahl (4.27) als

V(o < u) ~ —Z exp [—z /:K(s)ds]+ D op [H /:K(s)ds] (4.36)

K(x) VEK(z)
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4 Néiherungsverfahren Schrodinger-Gleichung

A

"klassisch erlaubter"

Bereich

"klassisch verbotener"

Bereich

C b —_— —_—- — =Y —_—  _—  _—  _— = = -

>
X

Abbildung 4.1: Klassisch erlaubte und verbotene Bereiche

mit noch zu bestimmenden Konstanten C' und D. Im klassisch verbotenen Bereich der
Bewegung E < V(z), gleichbedeutend mit = > wu, schreibt sich die WKB-L&sung (4.26)
mit der effektiven Wellenzahl (4.28) als

(x> u) ~ A ex { /w m(s)ds] + B

VE(T) P u VE(x)
mit ebenfalls noch zu bestimmenden Konstanten A und B.
Die unteren Integrationsgrenzen in den Integralen in den Ldsungen (4.36) und (4.37) sind
zwar beliebig; zur Eindeutigkeit haben wir sie zu x = u gesetzt.
Wie ist nun die Relation der Konstanten A, B, C, D zueinander, wenn sie den gleichen quan-
tenmechanischen Zustand, obwohl in unterschiedlichen Ortsbereichen, beschreiben? Die An-
passung von % und w' bei den Umkehrpunkten z = wu scheidet aus, weil dort, wie oben
diskutiert wegen K (u) = x(u) = 0, die WKB-L&sungen nicht gelten. Man sieht dies auch
formal an den Lésungen (4.36) und (4.37), die bei x = u wegen K (u) = k(u) = 0 unendlich
groB werden.
Es bietet sich folgender Ausweg an: wir entwickeln das Potential in der Ndhe der Umkehr-
punkte 2 = u in eine Taylorreihe bis zur 1. Ordnung, so dass mit Gleichung (4.35)

av av

V(z)— E~V(u)+ %u(x —u) — FE =~ %u(x —u) =g(x —u), (4.38)

exp [+ /u ’ ﬁ(s)ds] (4.37)

wobei die Konstante av
>r (4.39)

T u

9

positiv ist fiir ein ansteigendes Potential.
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4.2 WKB-Néherung (Methode von Liouville-Green)

Mit der Entwicklung (4.38) lautet die Schrodinger-Gleichung

R? d*
Wir transformieren auf die Variable
omg\ /3
z = <h?> (x—u)=ci(x—u), (4.41)
so dass 4 dzd c a
dr ~ dxdz < dz
&2 , d2 2mg\ >3 d?
Eingesetzt in die Schrédinger-Gleichung (4.40) folgt dann
n2 (2mg\*/? a AN
- 29 15 -+ g zz/; =0
2m \ h dz 2mg
d2
oder Tg — z2(z) = 0. (4.43)

Diese DGL ist ein Spezialfall der in Formel 8.494.10 von Gradstheyn & Ryzhik angegebenen
DGL

dU? v
ok 72U =0 (4.44)
mit der Losung
_.1/2 C v
U(z) == Z% (zy:v ) , (4.45)

wobei Z,,(vy) = I,(y), K, (y) modifizierte Bessel-Funktionen sind.
Im Fall von Gleichung (4.43) sind 2v — 2 =1 oder v = 3/2 und ¢ = 1, so dass

2
U(x) = 1'1/221/3 <13x3/2> ,

d.h. die allgemeine Losung von Gleichung (4.43) ist
2 2
W(z) = 2'/? {04111/3 <323/2> + az Ky 3 <323/2>} (4.46)

oder andere Linearkombinationen dieser beiden Fundamentalldsungen.
Gebrauchlich sind die sog. Airy-Funktionen Ai(z) und Bi(z) erster und zweiter Art, die die

DGL )
=0 (4.47)

erfiillen, und durch

) 1 /z\1/2 273/2
w = Ai (Z):%(g) K1/3< . ) (4.48)

. /3/2 ,3/2
(3)1/2 [1_1/3 (2 ; ) . (2 . )] (4.49)
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4 Néherungsverfahren Schrédinger-Gleichung

gegeben sind.
Fiir groBe Argumente (|z| > 1) gelten die asymptotischen Entwicklungen

. 1 —1/4 _—2253/2
Ai (z,|z] > 1) ~ St e 8% (4.50)
1
und Bi (z,|z| > 1) =~ szl/A‘e%ng . (4.51)
7r

Fiir negative Argumente (2 — —2) gilt mit den Bessel-Funktionen J,,(y)

. S1/2 9,3/2 9,3/2
. S1/2 9,3/2 9,3/2
und Bi(-z) = 5 [J_1/3 ( 3 —Jis 3 (4.53)
mit den asymptotischen Entwicklungen
2
Ai (—z,]z| > 1) ~ 7 Y227V cos <3|z|3/2 — Z) (4.54)
2
und Bi (—z,]z| >1) ~ —x Y227 Y4sin <3|z|3/2 - D : (4.55)

Als Losung fiir Schrodinger-Gleichung (4.43) mit dem linearisierten Potential notieren wir
Yp(2) = a1Al (z) + a2Bi (z) , (4.56)

wobei z(z) durch Gleichung (4.41) bestimmt ist.

Wie in Abb. 4.2 skizziert ist, gilt die Losung (4.56) in der Umgebung der Umkehrpunkte
x = u der Bewegung, dem Anpassungsbereich. Wir miissen nun die WKB-L&sungen (4.36)
und (4.37) auf beiden Seiten des Umkehrpunkts = u an die Losung (4.56) im Anpassungs-
bereich anpassen und dabei die Werte der Konstanten A, B,C, D, a7 und ag bestimmen.
Der Umkehrpunkt entspricht in der Variablen z nach Gleichung (4.41) gerade dem Punkt
z = 0 (siehe Abb. 4.3). Bei der Anpassung benutzen wir die asymptotische Entwicklung der
Losung (4.56) fir |z| > 1.

Im Uberlappungsbereich 1 (z < u, d.h. z < 0) gilt die WKB-L&sung (4.36)

b \/[%exp [—z /u ' K(s)ds] + \/l%exp [4—2 /u ' K(s)ds] (4.57)

und fiir die Losung (4.56) erhalten wir mit den Entwicklungen (4.54)—(4.55)

2 2
P~ agm 2|z cos (3]z]3/2 — Z) — o V2|27V 4 sin (3\2[3/2 - 7T) . (4.58)

4

Im Uberlappungsbereich 2 (z > u, d.h. z > 0) gilt die WKB-Losung (4.37)

W~ j(x) exp {—/uxn(s)ds} + \/%exp {—i—/uxm(s)ds} |
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4.2 WKB-Néherung (Methode von Liouville-Green)

A
|
| W)
linearisiertes
" erlaubter | Potential
Bereich " I
|
|
|
I/
!| E

/
I "wverbotener Bereich"
I
I
| >

VI WIKB gultig X

—

Anpassungs-
bereich

Abbildung 4.2: Anpassungsbereich und klassisch erlaubte und verbotene Bereiche im
Ortsraum =

Damit ¢ (z = 0o) = 0 ist, muss die Konstante B = 0 sein, so dass

T

Pz > u) ~ ﬁ(s)ds] . (4.59)

A . [ /
2 exp | —
VE(x) P u
Fiir die Losung (4.56) erhalten wir mit den Entwicklungen (4.50)—(4.51)

Yp = w274 (%6_%23/2 + a26§23/2> : (4.60)

Fiir die effektive Wellenzahl (4.28) erhalten wir im Uberlappungsbereich mit V(z) — E ~
g(x —u)

o= (Brw-m) = (mew)",
so dass xli s)ds -
[ #) -

und damit fiir Lésung (4.59)

A 2 (2mg\"/?
Yz > u) = (2mgh? (x — u)1/4) exXp [_3 ( hzg> (z — u)3/2] ;
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4 Néiherungsverfahren Schrodinger-Gleichung

Uberlapp 1 2=0 Uberlapp 2
f |
3l o
;-‘ WKB | {‘.-{,VKB
|
|
|
I
I
Uy (z<0) | U, (z>0)
I
|
|
: | '
|z|=1 u |z|=1
. A

Anpassungsbereich

i 4

Abbildung 4.3: Umkehrpunkt, Anpassungsbereich und Lo&sungsiiberlappungsbereiche

mit den WKB-Lésungen als Funktion der Variblen z

oder unter Ausnutzung von Gleichung (4.41),
9mg\ /3
z = h2 (v —u),

Bi/3 _2,3/2
(2mg)1 /62174

Der Vergleich der Losungen (4.40) und (4.60) ergibt dann

als Funktion der Variablen z

P(z) = A

Qo =
ay B h1/3
und oip = Ai(ng)l/G
rl/2 p1/3 95/6
oder a1 = W

Ergebnis (4.62) impliziert im Uberlappungsbereich 1 fiir Losung (4.58)

2 m
—1/2,|-1/4 c32_ T
a7 z| cos <3|z| 4)

12

Up

Qay 2 32 W 22
212 [1/A [eXp (Z3z‘ 4) +eXp( gl
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4.2 WKB-Néherung (Methode von Liouville-Green)

und hier gilt z < 0. )
Fiir die effektive Wellenzahl (4.27) erhalten wir im Uberlappungsbereich mit £ — V(z) ~

g(u — )
2m 1/2 2mg 1/2
kw = (GpE-van) - (le-o)
@ 2 (2mg\ ' s 2 3
so dass /uK(s)ds = -3 <h2> (u—x) _gz ,
aber z negativ, und
2mg 174
K@) = [t

(4.64)
Fiir die WKB-L&sung (4.57) finden wir damit
/3 2 s 2
o~ Z1.13/2 L 20.13/2
)~ @mg) o[z 1/A [Cexp (zg]z[ >+ Dexp< 7,3\2] )] . (4.65)
Der Vergleich der Lésungen (4.63) und (4.65) liefert die Anschlussformeln

hl/?} (65} —m hl/s a1 m
—_— C = 767 s = 67
(2m9)1/6 2rl/2 (ng)l/ﬁ orl/2
o (2mg)V® i o (2mg)Ve
so dass C = 2711/2W6 4, D = 512 15 4,
Gleichung (4.62) eingesetzt ergibt dann
1 (2mg)V/S e rV2R3256 o
C= 512 g5 € (mg)1/6 A = Aes (4.66)
und D = Aet (4.67)
Damit erhalten wir letztlich fiir die WKB-L6sungen (4.36) und (4.37)
r<u) ~ ———|exp|—t [ K(s)ds ——
o< = g (oo [ -
+ exp [z/ K(s)ds + Zr} >
2A r 0
= oS ds K(s) + — 4.68
s con | [Casxe(o) + ] (4.69
und (x> u) A exp [ /z ds K(s)]] (4.69)
~ ————exp|— ) .
[ K ()] u
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4 Néiherungsverfahren Schrodinger-Gleichung

Aufgrund der Symmetrie cos(—t) = cost und der Beziehung cost = sin(t + %) gilt

cos[/:dsK(s)%—Z] — cos {—/;dsK(s)%—Z]

cos[/:dsK(s)—Z] - sin[/xudsK(s)-&-Z]7

24 [[ldsK(s)+ 5] f <
sin sK(s or x<u
so dass Y(x) =~ VK@) !

g P [y ds|K(s)] for @z w

(4.70)

Nach Vorraussetzung gilt die Lésung (4.70) fiir ansteigendes Potential (dV/dx)z—, > 0 im
Umkehrpunkt = = u (siehe Abb. 4.4a). Fiir abfallendes Potential (dV/dx)z—=, > 0 an einem

Vix) V' =0 Vix) V'=0

S

(4.4.a) (4.4.b)

Abbildung 4.4: Ansteigende (a) und abfallende (b) Potentiale im Umkehrpunkt

Umkehrpunkt = = v (siehe Abb. 4.4b) ergibt sich (Ubungsaufgabe) in analoger Weise

|I§(z)\ exp [— [ ds|K(s)]] for z<uw
Y(x) ~ \/i(Gﬁsin [[TdsK(s)+ T] for a>w

Wir betrachten jetzt den Fall eines Potentialwalls (siehe Abb. 4.5). Im inneren Bereich
v < = < wu lasst sich die Wellenfunktion sowohl nach Gleichung (4.70) als auch nach
Gleichung (4.71) darstellen, d.h.

(4.71)

P(z) =~ i(ftx) sinO,(z), mit Oy(z) = /u ds K(s) + %
oder P(xr) ~ — _QKG;Q;) sin O,(z) , mit O,(z) = —/xdsK(s)— Z

Die Argumente der jeweiligen Sinus-Funktionen miissen gleich sein (A und —G werden bei
der Normalisierung der Wellenfunktion beriicksichtigt), so dass

O,=0,+nt, n=123..., (4.72)
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4.2 WKB-Néherung (Methode von Liouville-Green)

f >
A ¥} X
Abbildung 4.5: Potentialwall
oder nach Einsetzen
“ ™ m ™
/ ds K(s) + 42—/ dsK(s)—Z—Fmr. (4.73)
Ordnen und Zusammenfassen ergibt
T u u 1
/ dsK(s)+/ ds K(s) = / dsK(s):mrfi
“ 1
also / ds K(s) = <n = 2) T, n=123,.... (4.74)

Diese Gleichung fiir die effektive Wellenzahl (4.27) bestimmt die erlaubten Energien in einem
Potentialwall mit ab- und aufsteigenden Potential.

4.2.3 Anwendung: Linearer harmonischer Oszillator (111)

Mit dem Oszillator-Potential (3.31) V(x) = mw?x?/2 folgt fiir die effektive Wellenzahl

(4.27)
K(z) = (27;1 B — V(x)}) v 711\/ 2m (E _ ;mwaQ) . (4.75)

Fiir die Umkehrpunkte der Bewegung K (u) = 0 folgt

2F
u12 = £q, 4=\ —3
mw
gemaB Gleichung (4.74) berechnen wir das Integral
@2 VZmE [1 2
I:/ dx K(z) = m / do /1 — 22 g2
- o), 2F
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4 Néherungsverfahren Schrédinger-Gleichung

Mit der Substitution y = /™% 7 gilt

dx 2F

dy mw?
und fiir z = 4q ist y = *1, so dass

\/2mE 2F 2F (1
I 2)1/2 _ 2/ 1 2\/2
\/ w2/ ol ), dy (1 —y)

Wie man durch Differenzieren leicht iiberpriift, ist

1
/ dy (1 —yH1/? = ;(1 — 22 4 3 arcsin z , (4.76)
und wir erhalten
I 4F 1 (1) = 2En 7wFE
— — arcsin = :
w2 w2 hw
Gleichung (4.74) ergibt dann
UL !
wo o\ 2)7
1
oder E = En:<n—2>hw, n=1,2,3,... (4.77)

Der Vergleich mit dem friiheren Ergebnis (3.46) und (3.47) zeigt, dass die WKB-Methode
das exakte Ergebnis fiir die Energieeigenwerte liefert.

4.2.4 Rezept zur approximativen Losung linearer homogener
Differentialgleichungen 2. Ordnung

Gegeben sei eine lineare homogene DGL 2. Ordnung

2 x €T
2@ e D @) 4wy p(@) = 0 (4.78)
mit beliebigen Funktionen po(z), p1(x), p2(z).

1. Schritt: Umwandlung der DGL (4.7 ) in Normalform durch Ansatz

()

F(z) = 6@)f(x),  é(x)=exp |- /Idm

2p2(l‘l) ’
Man erhilt
T L @@ = o (4.79)
. _ om@) (p@)\ 1d (pi@)
mit 1@ = @) <2po<x>) 2 d <po<:c>>‘ (4.80)
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4.2 WKB-Néherung (Methode von Liouville-Green)

2. Schritt: WKB-Lésung von Gleichung (4.80)

fi2(z) Mexp [iz/x dx’ J'/? <w')] (4.81)

ist giiltig fiir |JY/2(z)z| > 1.

Aus der WKB-L&sung (4.81) lasst sich oft das asymptotische Verhalten der Lésungen ablesen
und ebenso giinstige Substitutionen zur Berechnung der exakten Lésung.

In Bereichen |J'/2(z)z| < 1, in denen die WKB-L6sung nicht gilt, entwickelt man J(z) =
Jo+ j1x bis zur ersten Ordnung und verwendet die Airy-Funktions-Losungen (siehe Gleichun-
gen (4.38-4.49)).

4.2.5 Rezept zur approximativen Losung selbstadjungierter linearer
Differentialgleichungen 2. Ordnung

Gegeben sei eine lineare homogene DGL 2. Ordnung in selbstadjungierter Form

d [ @ dF (z)

e T ] + q(x)F(x) =0 (4.82)

mit beliebigen Funktionen p(z), g(x). Wie wir in Kap. 4.1.2 gezeigt haben, kann jede linerae
DGL der Form (4.78) auf diese Form gebracht werden.
1. Schritt: Wir multiplizieren Gleichung (4.82) mit p(z):

i [

p(z) ] T pa)g(x)F(z) = 0 (4.83)

und fuhren eine neue Variable ¢ ein, die durch

d d
p(x)% =% (4.84)
bestimmt ist. Gleichung (4.84) ergibt
dt 1
& = (4.85)
* dx
oder t(x) = / — . 4.86
(@) e (4.86)
Aus DGL (4.82) wird dann
d*F(t)
2 + J@)F(t) =0 (4.87)
eine DGL in Normalform mit
J(t) = p(x(t))q(z(t)) - (4.88)
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4 Néherungsverfahren Schrédinger-Gleichung

2. Schritt: Die WKB-Naherung von Gleichung (4.88) ergibt

1 t / 1/2 !
Fio(t) o T exp [:I:Z/ dat J (t)}

1 T dt
= ————exp :tz/ dx —pl/Q z ql/2 )|, 4.89
[p(a)q()]"/? @ ) )
so dass mit )
a1
da’— p()
nach Gleichung (4.85)
1 [ z g2 (2')
Fia(x) ¢ —————7 exp :|:Z/ dx . 4.90
@ pwa@r? | P72 (@) (490
Diese Naherungslosungen sind giiltig fiir
d 1/
— t 1
G| <1,
d.h. mit den Gleichungen (4.84) und (4.88)
p(a) o [p2(w)g @) <1 (4.91)
dx

Wir merken abschlieBend an, dass die Inversion = = x(t) von Gleichung (4.86) nicht explizit
notig ist, um die Niherungslosung (4.90) zu erhalten.

4.3 Anwendung: a-Ze rfall, Tunneleffekt

Eine weitere Anwendung der WKB-Methode betrifft den a-Zerfall der Atomkerne. Diese
Anwendung wurde 1928 von Gamow und unabhingig von Condon und Gurney zur erfolg-
reichen Erklarung des Geiger-Nutall-Gesetzes durchgefiihrt und trug wesentlich zur damaligen
Anerkennung der Quantenmechanik bei.

Man beobachtete die spontane Umwandlung von Atomkernen durch Emission eines a-
Teilchens (= He-Kern), z.B. von Polonium zu Blei:

o —a+ *®Pb, 1y = 3:1077s, E,= 8953 MeV
und Po —a+ *Pb, 1y = 1.2:10"s, E,= 5408 MeV .

Das Geiger-Nutall-Gesetz besagt, dass die beobachteten Halbwertszeiten 7/, des a-Zerfalls
mit den kinetischen Energien E, gemaB

Z
1i2 —Z 12/3
Ea

logy 71 /2 = 1.61 — 289 (4.92)

korreliert sind, wobei Z; die Kernladungszahl des Tochterkerns ist.
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4.3 Anwendung: «-Ze rfall, Tunneleffekt

4.3.1 Tunneleffekt

Wir betrachten zunidchst die in Abb. 4.6 gezeigte Potentialstufe mit £ < V. Wir approximie-
ren dabei das wahre Potential V' (z) im Bereich 0 < z < @ durch die Konstrante V' (z) ~ Vj:
1) links der Barriere (x < 0) setzt sich die Wellenfunktion

Y(x) = Ae™™ + Be ™™ | k= Vv2mE/h

aus einer einlaufenden (mit Amplitude A) und einer reflektierten (mit Amplitude B) Welle
zusammen.

T
\’

Abbildung 4.6: Durchtunneln einer Potentialstufe

2) rechts der Barriere (z > a) haben wir die transmittierte Welle

Y(x) = Feth® |
Wir wollen die sog. Tunnelwahrscheinlichkeit
FI2
T= ’A (4.93)

berechnen.
3) im klassisch verbotenen Tunnelbereich (0 < x < a) ergibt die WKB-N&herung analog zu

Gleichung (4.37)
_ Q KT 2 —Kx
P(z) = \/Ee + \/Ee
mit K = /2m(Vy — E)/h.

Aus der Stetigkeit von 1) und 1" erhalten wir als Anschlussbedingungen bei z = 0:

C D
= — 4+ — 4.94
A+ B N + N (4.94)
und kA — kB = Ck'/? - Dk/?
1/2
oder A-B = —k(C - D). (4.95)
2
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4 Néiherungsverfahren Schrodinger-Gleichung

Ebenso erhalten wir als Anschlussbedingungen bei x = a:

C D
Ka | —ka . [otka 4.96
\/Ee + \/Ee e (4.96)
und Cr!2er — Drl2e7re = ykFee (4.97)

Die Addition von Gleichungen (4.94) und (4.95) ergibt

A:?ll/2 [C (1—2%)+D(1—Hg)} . (4.98)

Die Addition von Gleichungen (4.96) und (4.97) ergibt

1/2 k
C =5 ¢rapeta [1 + z] , (4.99)
2 K

wahrend die Subtraktion von Gleichungen (4.96) und (4.97) auf

1/2
D= %e"‘aFe”m [1 - zk] (4.100)
K

fiihrt. Setzen wir diese beiden Ergebnisse in Gleichung (4.98) ein, erhalten wir

A = %em“ [(1 — z%) (1 + zi) e "4 (1 + zg) (1 - zi) e"a}

F

= me’ka [(k —15) (K + k) e + (k + k) (k — 1k) €]

Fe'ka 2 2 2 —ka 2 2 2 Ka
iy [(kli—lﬁ + 1k —1 kﬁ)e +(l€l€+Zl€ —k® — k:/@)e ]

Felka 2 2 —Ka 2 2 Ka
= Ton [(21%—}—1(1{: —/i))e +(2kl€—|—l(l€ —k‘))e ]

F€Zka Ka —Ka 2 2 Ka —Ka
= e [2]{314,(6 +e )+z(/-$ fk:)(e —e )]

1ka

= FQZ‘H [2kk cosh (ka) + 1 (K° — k ) sinh (ka)]
= Fetke [cosh Ka) % ( - ) sinh ( KJCL):| . (4.101)
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4.3 Anwendung: «-Ze rfall, Tunneleffekt

Fiir die Tunnelwahrscheinlichkeit (4.93) folgt dann

2 *
r - |Ef (BN (E
A A A
— eosh (ka) + £ (% = FY simn )_1>< h(ka) — & (%= %) sinh ( )_1
—_cos ka) + 5 (= )s Ka cosh(ra) =5 | w =~ )8 Ka
- -1
cosh? ( )+1 w_k 28' h? (ka)
= Ra — - — — 111 ra
4 \k &k
- ~1
. 19 1/(k  k\*. 9
= |1+sinh (HCL)—FZ P sinh” (ka)
AR 3
= |1+ 1+’“4“] sinh? (m)] : (4.102)
Im Grenzfall hoher und tiefer Potentialbarrieren ist
ka > 1,
so dass sinh(ka) =~ iem
2 12y271°¢
~ —2Ka ('% —k )
und T =~ e 1+ 1252 ]
- 16x2K> —9ka
T ORIk —2r2kE 4 RAC
Akk)?
N ) oA (4.103)
(k% + K2)

Die Tunnelwahrscheinlichkeit (4.103) ist im wesentlichen durch den sog. Gamow-Faktor
T o~ e = o 2 K@) (4.104)
wobei K(z) = 2m (E —V(x))/h (4.105)

die effektive Wellenzahl (4.27) ist.

4.3.2 Anwendung auf den «a-Zerfall

Ein a-Teilchen ist identisch zu einem He-Kern und besteht aus zwei Protonen und zwei
Neutronen. Wegen seiner positiven Ladung (+2¢) wird es vom verbeibenden Tochterkern
mit der Ladung (+Z1¢) abgestoBen, sobald es den Kernbindungskraften entkommt. Gamow
beschrieb das Gesamtpotential als die Uberlagerung (siehe Abb. 4.7) von

(a) einer negativen Potentialschwelle, die die anziehende Kernbindungskraft beschreibt, bis
zum Radius des Kerns rq,
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4 Néiherungsverfahren Schrodinger-Gleichung

und

(b) dem abstoBenden Coulombpotential

27, €?
_ Q2 _ 2% (4.106)
r r
Das a-Teilchen mit der Energie ¥ muss das Coulomb-Potential durchtunneln. Der duBere

Umkehrpunkt ro der Tunnelbewegung ist dann durch

Vi(r)

27162
E =V(rp) = 222¢ (4.107)
T2
bestimmt.
V(r) &
Z/Coulomb-AbstoBung
b — e e, e, e, e YN e e e e e e e e e e E
-
r r r
Kernkraft

Abbildung 4.7: Approximation des Gesamtpotential beim a-Zerfall

Mit Gleichungen (4.104)—(4.105) erhalten wir dann fiir die Tunnelwahrscheinlichkeit mit

a=r7Tg
"2 \/2 27, €2
T = exp [—2/ dr m‘\/E— 1 H =e 7 (4.108)
- h T
V2mE [ /
mit v o= 2 m / dr 2 .
h - r

Mit der Substitution r = rox? erhalten wir

/2 1
v = 4ry m/ dr /1 —22.
(

h 7“1/7‘2)1/2
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4.3 Anwendung: «-Ze rfall, Tunneleffekt

Wir benutzen das Integral (4.76),
z n1/2 % ni/2 1 .
dy(l—y) 25(1—2) +§arcsmz,
0

und erhalten

SmE 1/2 1/2
v o= 2ry m arcsin(1) — (ﬁ) <1 — 7“1) — arcsin < n )
h T2 r2 79
27’2 ™ 1 1 . 1
= 2mE | = — [ — |1 — —| — — . 4.109
o VemE | o . [ 7’2] arcsm( - )] ( )
Fiir kleine Argumente ist
. < 7“1) 1
arcsin — ) ~ —
T2 T2
so dass 22 omE |~ 2,/
~ —V2mE |- —2,/—
7 h 2 T2
2 T 1/2 1/2
= %\/ 2mro B [57“2/ — 27“1/ } .
Mit ro = 2Z1€2/E erhalten wir
vy = Klﬁ—KQ\/ZlTl (4 110)
VE '
2me?\/2 2
mit K o= Y onVame s
h he
= 21V2mcla; = 3.922 MeV!/2 (4.111)
8/ 2
und K, = gw = 107" m'/2 . (4.112)

Die Zerfallswahrscheinlichkeit pro Sekunde ergibt sich als Produkt aus der Tunnelwahr-
scheinlichkeit T'(E) mal der Haufigkeit der KernwandstdBe der a-Teilchen
Vo

Z=T(E)x =% .
21”1

Die Anderung der radioaktiven Kerne durch spontanen a-Zerfall ist dann im Zeitintervall dt

dN = —NxZ'xdt:—Edt,
T

so dass N(t) = N(0)e /7 (4.113)

l__2n _2n, (4.114)
7 v T(E) v,

mit T =
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4 Néherungsverfahren Schrédinger-Gleichung

wobei wir Gleichung (4.108) benutzt haben. Die Halbwertszeit 7/, ergibt sich aus der Be-
dingung

N(O
N (rye) = T
Mit Gleichung (4.113) folgt
1 €_T1/2/T
2
oder In2 = nrz ,
-
2(In2
so dass Tip = (In2)7= (111))7167 , (4.115)

Logarithmieren wir diese Gleichung, so finden wir mit Gleichung (4.110)

2(In2)r

o

2(In2)r
= logy <<v)1> — Kz (logyge) v/ Z1im

«

logig712 = logyg < ) + (vlogyge)

+ K1 (logige) ZIVE (4.116)
in sehr guter Ubereinstimmung mit dem beobachteten Geiger-Nutall-Gesetz (4.92), ohne den
Wert von v, genau zu kennen.

Wir berechnen z.B. aus Gleichung (4.115) fiir das Verhiltnis fiir r; — 0

. 7_1/2 (212PO ) o (2121:)0)
72 (%P0) = 5 (70Po)

1

= —30.76 ,

” ( 82 - 82 )
"\V/8953 MeV  /5.408 MeV
T1/2 (QIQPO) A4.10-14

also —
71/2 (*10Po)

in guter Ubereinstimmung mit dem experimentellen Wert 2.5 - 1014,
Nebenbemerkung: Verallgemeinert man von a-Teilchen (Z; = 2) auf andere Kerne mit

Ladung Z5, so bestimmt der Gamow-Faktor
/ 2m w2y Zpe’
E h

auch die Wahrscheinlichkeit fiir den umgekehrten Vorgang, d.h. die Fusion zweier Kerne mit
den Ladungen Z; und Z5. Daraus folgt, dass die Kernfusion bevorzugt fiir Materialien mit
niedriger Ladungszahl Z erfolgt, also fiir Wasserstoff mit seinen Isotopen Deuterium und

Wi ~2} = exp (4.117)
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4.4 Rayleigh-Ritz Variationsmethode

Tritium mit den Reaktionen

(H? + |H? - 3He3 + n, freigesetzte Energie 3.27 MeV
\H? + {H? - (He®>+ p, freigesetzte Energie 4 MeV
1H? + {H? > sHe* +n , freigesetzte Energie 17.6 MeV
VH? + {H?> = sHet + 2n ,  freigesetzte Energie 11 MeV

Fiir héhere Ladungszahlen steigt die Coqu_mb—Barriere an und damit die erforderliche Fusi-
onsreaktortemperatur £ ~ kgT zu deren Uberwindung.
4.4 Rayleigh-Ritz Variationsmethode

4.4.1 Theorie

Wir wollen den Grundenergiezustand Ej eines quantenmechanischen Systems mit dem Hamil-
ton-Operator H berechnen, kénnen aber nicht die zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung
|6sen, weil das Potential V' (7) zu kompliziert ist. Was machen wir?

Wir diirfen irgendeine normierbare und mit den Randbedingungen konsistente Testfunktion
1y wahlen und erhalten damit eine obere Grenze fiir Ey durch

> [ BapHy '

Eo < <H = it (4.118)

Beweis: Nach Kap. 2.7 bilden die Eigenfunktionen 1,, hermitescher Operatoren (lﬁI) ein
vollstindiges Orthonormalsystem, obwohl wir sie hier nicht explizit kennen. D.h. wir kdnnen
die Testfunktion darstellen als

vy = ch%

wobei Hip = Euiby .
Es folgt o=

und damit / Bryiyy = YD chen / ey,
- iic:ncnam,n = leal®
und / BaiHp = ) chen / d*xir, Hin
= > den / dPxy, Entbn,
= Zn: icjnannam,n => Euleal® .
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4 Néherungsverfahren Schrédinger-Gleichung

Nun ist jeder Energieeigenwert F,, > Eq groBer als der Grundenergiezustand FEjy, so dass aus
der letzten Gleichung folgt

[ et =Y Bleal 2 B Yl = Bo [ dlunf

und es ergibt sich
o J L HY,
R
die Behaupttung. Q.E.D.

4.4.2 Beispiel: Grundzustand des linearen harmonischen Oszillators (1V)

Als Beispiel betrachten wir den Hamilton-Operator des linearen harmonischen Oszillators

- n? d? m
H=——— 4+ —w?? 4.11
2m dzx? + S (4.119)
Wir kennen (siehe Kap. 3.3) das Ergebnis (Ey = hw/2), aber dies ist ein guter Test des
Naherungsverfahrens.
Als Testwellenfunktion wahlen wir
Yi(z) = Ae ") >0 (4.120)

mit dem Parameter b > 0. Diese Testfunktion erfiillt die Randbedingungen ¢;(+00) = 0 und
sie ist normierbar, denn

/ dr [ =1= yAP/ da e 2% = | AP % (4.121)

so dass wir A = (2b/7)'/* wahlen. Wir berechnen

/ do 6L HG = 1+

h2 00 d2
mit jl = —% |A’2/ dx e_beW (e_bx2>

m 2 > 2
und Jo = wQ\A|/ dx x2e20®
—0o0

2
. om oy o 10 [ —2ba?
=J2 = 2w ‘A| |: 28b/ood$€ :|

m oo 2 0 m mat oL g
= _WAF S — | = Al” | = .
ral (%[ 25} ol Pk

Mit |A[? = (2b/7)/? ergibt sich
mw

J2 =gy
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Fiir j1 erhalten wir durch partielle Integration

J1

2b2h2

4.4 Rayleigh-Ritz Variationsmethode

2 00

22 |A2/ dx |:dd6—b:c2:| |:j6—b$2:|
m e T T
2 00

;L |A2/ dr |
m —o0

\A|2 /00 dx x2e~20%°

bexe_bmz} ?

202h% . o[ 10 [* 2
— Y d —2bx
m 4 [ 20b /oo ve ]
- _@ |A 2 8 1
2b
T1/2p1/252
- |A| 32 T O Th |A]?
2212
Mit |A|? = (2b/7)Y/? ergibt sich
, h2b
= om
und wir erhalten den Erwartungswert
b mw?

(H)=ji+ia=5 +"0 =

(i)

4.122
% (4.122)

als Funktion von b. Wir suchen das Minimum von < H > (b). Die erste Ableitung ist

d<ﬁ> B2 mw?
b 2m 8
und die zweite Ableitung
o/
P(H) »
an?  4p3
ist positiv fiir b > 0. Das Minimum tritt auf fiir
°o_ e
2m 8()(2)
mw
I by = —
also 0 oF
und ist gegeben durch
A A R2by  mw?  RPmw  2hmw 1
H =(H) (by) = = =—fw. 4.123
< >min < >( 0) 2m + 8bg 4mh 8mw ( )
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Damit haben wir sogar den exakten Wert von Ej gefunden, weil die Testfunktion (4.120)
“gut” geraten war. Mit by ist diese

2
o = Aexp [_mwaﬁ ]

2h

exakt gleich der Wellenfunktion (3.45) des Grundzustands des linearen harmonischen Oszil-
lators.

4.4.3 Bezug zur Variationsrechnung

Nach Kap. 2.7 ergibt sich die zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung Hv = Ev als Euler-
Lagrange-Gleichung aus der Variation der Lagrange-Dichte

h2 =% = *
£ = g (907) (Vo) + v
mit der Nebenbedingung [ d3z|¢|*> =1, d.h.
61 = 5/d3x£ =0

unter dieser Nebenbedingung.
Es ist aber gerade mit der Nebenbedingung [ d®z|y|? = 1

1= <H> - / A3z Hep
weil mit H = —%A + V' nach partieller Integration
. h2 .
/ By HyY = / 3z [—m¢*v2¢+ Vw*w]

B / & [;; (Vo) (V) +V¢*w} = / Pl

Q.E.D.
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5 Allgemeine Formulierung der
Quantenmechanik

Bisher haben wir quantenmechanische Systeme mit einer Ortswellenfunktion ¢ (%1, ..., @y, t)
beschrieben, die erstens quadratintegrabel sein muss, d.h.

/d3x1~~-d3xN¢*(fl e B ) (T, ... B, t) < 00,

und fiir die zweitens das Superpositionsprinzip gilt, d.h. mit )1 und 19 ist auch ¢y + cato
Wellenfunktion und insbesondere quadratintegrabel. Der Raum der Wellenfunktionen ist
linear.

Weiterhin existiert eine dquivalente Darstellung im Impulsraum mit der Impulswellenfunktion

‘lj(ﬁl PRI )ﬁnat)

1 5 Gn 3 S S
= W/del"'d3$N elplxl/h"'GZpNxN/h¢(x1 PPN ,xn,t)

und in Umkehrung

1 . . o e o B .
B R /ddpl”'dsp“ PR TN IR (B i t)

Aufrund des Parseval-Theorems ist auch die Impulswellenfunktion quadratintegrabel,
/d3p1d3pN‘ll* (ﬁl DI 7ﬁn 7t)‘ll(ﬁ1 g e 7ﬁn7t) < 0.
Da es noch weitere Darstellungen des quantenmechanischen Zustands gibt, ist die Abstrak-

tion naheliegend, den Zustand ohne bestimmte Darstellung zu beschreiben im Rahmen der
Hilbert-Raum Theorie.

5.1 Zustande und Observable im Hilbert-Raum

5.1.1 Ket-Vektor

Wegen des Superpositionsprinzips liegt es nahe, den Zustinde eines physikalischen Systems
die Elemente eines abstrakten Vektorraums (“Zustandsraum™) zuzuordnen:
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5 Allgemeine Formulierung der Quantenmechanik

1. Postulat: Den Zustinden eines quantenmechanischen Systems werden die Elemente
eines abstrakten, linearen Vektorraums, des Zustandsraums, zugeordnet.

Zustand ¢ — |a> .

Der Uberlagerung zweier Zustinde entspricht dann die Linearkombination der Zustandsvek-
toren
lc >=ala >+ plb> . (5.1)

Die Uberlagerung eines Zustands mit sich selbst ergibt wieder denselben Zustand. Vektoren
gleicher Richtung stellen also den gleichen Zustand dar. Da die Uberlagerung auch Phasen-
anteile enthalten kann, sind die Koeffizienten a und 3 in Gleichung (5.1) im allgemeinen
komplexe Zahlen.

In Gleichung (5.1) folgen wir der Schreibweise von Dirac und nennen den Zustandsvektor Ket-
Vektor. In der Ortsdarstellung entspricht der Ket-Vektor |a > gerade der Ortwellenfunktion
Ya(Z,t), in der Impulsdarstellung gerade der Impulswellenfunktion W, (7, t).

Wegen der linearen Superponierbarkeit lassen sich im Zustandsraum auch die Begriffe der
linearen Unabhdingigkeit und der Basis (Gesamtheit linearer unabhangiger Zustandsvekto-
ren) verwenden. Insbesondere l3sst sich jeder Zustand a als Uberlagerung einer Reihe von
Basisvektoren darstellen:

la >= a1|by > +azlby > +... . (5.2)

In einer bestimmten Basis (|b; >) kann man also einen Ket-Vektor als Spaltenvektor

ay

schreiben. Die Anzahl der Basisvektoren wird im allgemeinen nicht endlich sein (sog. Hilbert-
Raum). Die Koeffizienten (oder auch Komponenten) a; sind komplexe Zahlen.

5.1.2 Dualer Vektorraum, Bra-Vektor

Zur Einfiihrung einer Metrik (“Langen” und “Winkel” ) muss man ein Skalarprodukt einfiihren,
also eine invariante, von der Auswahl der Basis unabhingige Bilinearform, die jedem Paar
von Zustandsvektoren |a > und |c > eine komplexe Zahl < a|c > zuordnet.
Dazu benétigt man einen weiteren (dualen) Vektorraum. Jedem Zustand a entspricht im
dualen Vektorraum wieder ein Zustandsvektor ( Bra-Vektor) < a| und fiir die Uberlagerung
von Zustinden gilt

<cl=<al+ <bl. (5.4)

Sowohl Ket-Vektor |a > als auch Bra-Vektor < a| sind Bilder desselbem Zustands in
verschiedenen Vektorraumen. Zum Beispiel: im Ortsraum entspricht |a > =1,(Z,t) und
< a|=y%(Z,t) der konjugiert komplexen Ortswellenfunktion, im Impulsraum < a|=%} (7, t)
der konjugiert komplexen Impulswellenfunktion.
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5.1 Zustande und Observable im Hilbert-Raum

Fiir die Zerlegung in einer Basis erhdlt man
<a|l=a] <bj|+ay <b+..., (5.5)

wobei die Komponenten im bra-Raum a} zu denen im ket-Raum (5.2) konjugiert komplex
sind. In Analogie zur Darstellung im ket-Raum ordnet man einem Bra-Vektor den Zeilenvektor

<CL|:(CLT,(L§,---) (56)

zu. Einen solchen linearen Vektorraum mit Metrik, der von hdchstens abzihlbar unendlich
vielen Basisvektoren aufgespannt wird, nennt man einen Hilbert-Raum.

Das Skalarprodukt zweier Vektoren |a >= aj|by > +aslbe > +... und |¢ >= ¢1]by >
+calby > + ... ist dann definiert durch

<ale>=ajer +azer + ... (5.7)
mit der Eigenschaft
< ale >=< cla >* (5.8)

Das Skalarprodukt ist also nicht kommutativ. Wahrend man bei reellen Vektorraumen meist
die Symmetrie und damit Kommutativitat voraussetzt, wird hier gemaB Gleichung (5.8) seine
Hermitezitat gefordert.

Weiterhin muss das Skalarprodukt positiv-definit sein:

<ala>>0, (5.9)

wobei < ala >= 0 nur fiir den Nullvektor |0 > gilt, dem kein moglicher Zustand entspricht.
Das Skalarprodukt ist beziiglich beider Faktoren distributiv:

<aleg+ea> = <aleg >+ <aleg >,

<ap+tazje> = <ale>+ <azle>,

aber beziiglich des zweiten Faktors linear und des ersten Faktors antilinear, d.h.

<alye> = y<ale>,

<aale> = o <ale> .
Wegen der Bilinearitdt geniigt zur Berechnung des Skalarprodukts beliebiger Zustandsvek-
toren die Kenntnis der Skalarprodukte der Basisvektoren < b;|b; > in einer gegebenen Dar-
stellung. Sie bilden dort eine hermitesche Matrix (metrischer Tensor).

Mit dem Skalarprodukt l3sst sich der Begriff der Orthogonalitit zweier Zustidnde einfiihren:
zwei Zustinde a und b heiBen orthogonal, a 1 b, wenn fiir ihre Zustandsvektoren gilt

<alb>=0. (5.10)

Weiterhin ist die Norm (Linge) eines Zustandsvektors definiert durch

lall = /< ala > = \/ajar + ajaz + ... . (5.11)
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5 Allgemeine Formulierung der Quantenmechanik

Die Norm ist stets positiv-reell, solange es sich nicht um den Nullvektor handelt, der keinem
Zustand entspricht. Im folgenden werden alle Zustandsvektoren als normiert angenommen:

<ala>=1.

Aber Hinweis: Die Normierung auf 1 ist nicht in allen Fallen moglich, z. B. bei Zustdnden
mit positiven Energien wie beim freien Elektron.
Eine Basis von Zustandsvektoren kann durch das Schmidt-Verfahren (siehe Kap. 5.4.2) or-
thonormiert werden:

< bz‘bk >= ;1 . (5.12)

In einer orthonormierten Basis ist der metrische Tensor dann eine Einheitsmatrix. Fir die
Komponenten eines Ket-Zustandsvektors gilt dann

ai
o >= ailb; > = | @ mit a; = (bila) . (5.13)
i ;
Fiir den adjungierten Bravektor gilt dann
<al=> af <bl=(a],a5,...) . (5.14)
J

Zwei Matrizen, die auseinander durch Transposition und Bilden des Konjugiert-Komplexen
hervorgehen, nennt man ebenfalls zueinander adjungiert. In diesem Sinne, ist bei endlicher
Dimension n, der Zeilenvektor (5.14), der < a| darstellt, das Adjungierte des Spaltenveltors
(5.13), der |a > darstellt. Das Skalarprodukt (5.7) zweier Zustandsvektoren l3sst sich dann
als Produkt aus einem Bra- und einem Ket-Vektor deuten und wird durch das entsprechende
Matrizenprodukt dargestellt

C1

(ale)y = (a) ;a5 ,...) | €2 | =ajer +a5ea+ ... .

Seine Schreibweise als eckige Klammer (englisch “Bracket”) erklart Dirac’'s Namensgebung.
Im folgenden werden Basissysteme, falls nicht anders gesagt, als orthonormiert angenommen.

5.1.3 Observablen

Observable werden definiert durch Messprozesse. Im Gegensatz zur klassischen Physik kann in
der Quantenphysik der Einfluss der Messapparatur auf den untersuchten Zustand des Systems
nicht mehr als beliebig klein angenommen werden, da auch diese aus Elementarteilchen
bestehen. Der Zustand wird also durch die Messung in der Regel verandert werden. Das hat
zur Folge, dass die Reihenfolge verschiedener Messungen von Bedeutung ist. Die Verdnderung
eines Zustands, also der Ubergang in einen anderen, kann als eine Abbildung betrachtet
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5.1 Zustande und Observable im Hilbert-Raum

werden, die durch einen Operator bewirkt wird. Einer Observablen wird daher ein linearer
Operator zugeordnet, der im Zustandsraum wirkt

Observable A — A. (5.15)
Die Abbildung eines Zustands a auf einen anderen ¢ wird beschrieben durch
a — ¢ = |e>=Ala> . (5.16)
Wegen des Superpositionsprinzips muss A ein linearer Operator sein:

A(Bulbr > +B2lby >) = BrAlby > +B2A]by >, (5.17)
<A+B)m> Ala > +Bla> . (5.18)

Alle physikalisch sinnvollen GréBen werden also durch lineare Operatoren dargestellt.
Von besonderer Bedeutung sind diejenigen Zustdnde a, die sich bei einem Messprozess nicht
andern, deren Zustandsvektoren |a > also Figenvektoren des Operators A mit dem Eigenwert
a sind:

Ala >=ala > . (5.19)

In diesem Fall hat die physikalische GroBe A im Zustand a den wohldefinierten Wert a, der
mit ihrem Messwert identifiziert wird. Da Messwerte notwendig reelle Zahlen sind, haben
nur Operatoren mit reellen Eigenwerten eine direkte physikalische Bedeutung (Observable).
Ist ein Zustandsvektor nicht Eigenvektor des Operators A, so fiihrt der Messprozess A zu
keinem eindeutigen Ergebnis; die physikalische GréBe A ist in diesem Zustand nicht vor-
handen. Als Beispiel: befindet sich ein freies Elektron in einem Zustand, in dem es einen
wohldefinierten Linearimpuls hat (ebene Welle), so fiihrt der Versuch, seinen Drehimpuls zu
messen, zu keinem eindeutigen Ergebnis.
Der Abbildung durch A im ket-Raum entspricht im bra-Raum eine solche durch den adjun-
gierten Operator A*:

le>=Ala> <= <c¢ =<alAT. (5.20)

Die beiden Transformationen A und A* sind im allgemeinen nicht identisch. Man kann
natiirlich die Transformation A auch im bra-Raum ausfiihren, erhilt dabei aber i.a. einen
von < c| verschiedenen Bildvektor < d| =< a\A. Falls dagegen fiir alle Zustandsvektoren
< a| gilt

< alA =< a|AT (5.21)

nennt man den Operator A selbst-adjungiert oder hermitesch.
Fiir einen Eigenvektor |a > eines hermiteschen Operators A gilt dann

Ala >=ala> <= <aAt =a" <al. (5.22)
Wir erhalten dann fiir die Skalarprodukte

<aldla> = a<ala>=a
und <alAt|la> = a* <ala>=a".
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5 Allgemeine Formulierung der Quantenmechanik

Die linke Seite der letzten Gleichung ist aber nach Gleichung (5.21) gerade gleich

<alAt|la> = <aAla>=a,

so dass a = a*.

Die Eigenwerte eines hermiteschen Operators sind also reell. Da die Ergebnisse von Mess-
prozessen, die Messwerte, reell sein miissen, lautet das 2. Postulat: Den Observablen eines
quantenmechanischen Systems werden lineare hermitesche Operatoren zugeordnet, die
den Zustandsraum auf sich selbst abbilden.

Wegen der Hermitezitat (5.8) des Skalarprodukts

< ale >=<cla >*
gilt fiir beliebige Operatoren
< a|Ald >=< d|AT|a >* . (5.23)
Fiir hermitesche Operatoren wird daraus
< a|Ald >=< d|Ala >* . (5.24)

Es gelten folgende Satze:
Satz 1: Aus der Definition adjungierter Operatoren folgt

~ A\ T A oA
(AB) — BYAT. (5.25)
Beweis: Sei |b >= B|b >. Damit erhalten wir mit (5.8) und (5.20)
< a|AB|b >=< alA|b >=< b|AT|a >*, (5.26)

weil At|a > der zu < a|A| adjungierte Operator ist.
Was ist nun < b|? Fiir einen beliebigen anderen Zustand f gilt mit (5.8)

< b|f >*=< f|b >=< f|B|b >=< b|BT|f >*, (5.27)
weil nach (5.20) < b|B* adjungiert ist zu B|f >. Gleichung (5.27) gilt fiir alle |f >, so dass
< bl =<bB*t.

Eingesetzt in Gleichung (5.26)
< (AB) b >=< b|A*|a >=< b|BT AT|a >* .
Die linke Seite dieser Gleichung ist aber nach (5.8)

<@(Aé)w>:<m(ﬁé)ﬂa>ﬂ
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5.1 Zustande und Observable im Hilbert-Raum

weil < b|(AB)* der zu (AB)|b > adjungierte Operator ist, und wir erhalten
SNt L
<0l <AB> la>* = <bBTAt)a>"
L N
oder BTAT = (AB)

Q.E.D.

Satz 2: Die Eigenvektoren eines hermiteschen Operators zu zwei verschiedenen Eigenwerten
sind zueinander orthogonal.
Beweis: Es gelte A = A" und

Alfi > = allfi >
und Alfa> = ag|fo>

mit a1 # as. Es folgt

< folAY = < flA=aj < fol = a2 < fo
und damit a1 < f2|f1 > = < f2|A|f1 >= f2|A+|f1 >= a9 < f2|f1 > .
Fiir a1 # a9 erhalten wir
< fo|fi >=0

Q.E.D.

Aufgrund ihrer Orthogonalitdt kann die Gesamtheit der Eigenzustidnde einer Observablen
A, also deren Eigenvektoren, nach entsprechender Orthonormalisierung daher als Basis des
Zustandsraums verwandt werden. Je nachdem, welcher Satz von Eigenfunktionen |a > als
Basis benutzt wird, gelangt man zur Ortsdarstellung, Impulsdarstellung oder Energiedarstel-
lung usw.

5.1.4 Basis

Es gibt eine Basis von orthonormierten Vektoren |n >, welche ein vollstindiges Orthonor-
malsystem bilden
< nlm >= 0pm, - (5.28)

Ein beliebiger Zustandsvektor |a > ldsst sich damit in eine Reihe entwickeln
la >= Z anln >
n

wobei wegen
< mla >= Zan < mln >= Zanémn = am,
n n

fiir die Entwicklungskoeffizienten gilt a,, =< n|a >. Wir erhalten also

la >= Z <nla>|n> . (5.29)

n
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5 Allgemeine Formulierung der Quantenmechanik

Der Entwicklungskoeffizient < nja >=< aln >* ist die n-te Komponente des Zustandsvek-
tors |a >. Die Basisvektoren |n > spannen den Hilbertraum auf.
Das Skalarprodukt zweier Vektoren

la > = Z<n|a>|n>
n

b> = Z<m\b>\m>
m

[3sst sich mit
<b[ =) b <m|=) <bm><m
m m

dann ausdriicken durch

<bla> = Z<b|m><m\z<n\a>\n>
m n

= ZZ<b\m >< nla >< mln >
m n

= Y > <bm><n|a>dp =Y <bn><nla>. (5.30)

m n n
Fiir die Norm eines Vektors gilt dann

<ala> = Z<a|n><n|a>

n

= Z<a|n >< aln >*

n

= Y |<an>P>0. (5.31)

n

Die Vollstandigkeitsrelation (5.8) schreibt sich in der kontinuierlichen Ortsdarstellung als
/d?’x\f >< @ =1 (5.32)

oder 1-dimensional
/daz|x ><zl=1. (5.33)

Man spricht vom Dazwischenschieben der Fins.
Um das gleichzeitige Gelten von (5.28) fiir diskrete und kontinuierliche Eigenwerte Rechnung
zu tragen, d.h.

<nlm >=0pm <= <nlm>=d(n—m), (5.34)

fiihrt man das Symbol
?édn In><n|=1 (5.35)

ein. Darunter versteht man die Summation iiber den diskreten Teil des Eigenwertspektrums
und die Integration liber den kontinuierlichen Teil.
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5.2 Darstellung von Vektoren

Seien |t > und |¢ > zwei beliebige Vektoren im Hilbertraum. Unter Ausnutzung der
Vollstandigkeitsrelation (5.35) kénnen wir sie nach den Komponenten der Basis |a > entwi-
ckeln, den wir als Eigenvektor der Observablen A verstehen:

> :1w>fﬁm><a¢> (5.36)
und lp> = 1o >—# la ><alp > . (5.37)

Mit (5.34) erhalten wir fiir das Skalarprodukt dieser beiden Zustande

?é;él <tla><ald ><d'|¢p >
aJs a

- ?é?é/ <¢\a>5(a—a') <d|p>

:‘#<wm><aw>. (5.38)

<l >

Zur Verdeutlichung: fiir ein diskretes Spektrum |a, >= |n > ergibt Gleichung (5.38)
gerade Ergebnis (5.30) weil wir fiir (5.36) und (5.37)

6> = > <anl¢p>lan>= ¢nln >,
<yl = > <tlam ><am| =¥, <m

erhalten, so dass

<Pp>= " drdn <min>=> Vb .

Die gleichen Ausdriicke fiir ein kontinuierliches Eigenwertspektrum lauten

) >

/da <alp >la>= /da¢(a)|a >,

<y = /da, < w\a/ >< a,\ = /da/@/)* (a,) <al,
so dass <Ylp > = /dmﬁ*(a)gf)(a) .
Je nachdem, welcher Satz von Eigenfunktionen |a > als Basis benutzt wird, spricht man von
der Ortsdarstellung (< z|¢) >), Energiedarstellung (< E|¢ >), Impulsdarstellung (< p|y >)
usw. des Zustandsvektors |t > im Hilbert-Raum, der in der Schreibweise ) > noch dar-

stellungsfrei beschrieben ist. Jede mogliche Entwicklung in eine vollstdndige, orthonormierte
Basis ist eine mogliche Darstellung des Zustands.
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5.3 Darstellung von Operatoren

Die Wirkung eines hermiteschen, linearen Operators F' auf einen Zustand |¢) > iiberfiihrt
diesen in den Zustand |¢ >, der ebenfalls dem Hilbert-Raum angehort

Flp >= ¢ > . (5.39)

Ist speziell |¢) > gleich einem orthonormierten Basisvektor |a,, > eines diskreten Eigenwert-
spektrums, so lautet Gleichung (5.39)

(b >= Flay, > . (5.40)

Zerlegen wir den Vektor |¢,, > in die Komponenten der Basis |a,, >, erhalten wir

bm > =Y lan >< an|thm >
n

= Z |y >< an|Flam >

n

= > lan > Fum (5.41)
n
mit dem Matrix-Element
Fom =< ap|Flap, > . (5.42)
Gleichung (5.40) wird damit zu
Flay, >= Zan|an > . (5.43)
n

Wiahlen wir speziell [¢) > gleich einem orthonormierten Basisvektor |a/ > eines kontinuier-
lichen Eigenwertspektrums, so erhalten wir analog zu (5.43)

Fla > = /da|a><a|ﬁ’|a/>

= /da\a >F (a,al> . (5.44)

Nach dieser Voriiberlegung betrachten wir jetzt Gleichung (5.39) fiir den Fall eines beliebigen
Hilbert-Vektors. Wahlen wir eine kontinuierliche Basis |a’ >, wird aus Gleichung (5.39) durch
Dazwischenschieben der Eins (5.32)

Fly > = F/da'|a' ><alyp>

= F/dal|a/ >¢(a/) .
Mit Gleichung (5.44) fiir F'|a’ > folgt
F|1j)> = /da/da/|a>F<a,a/)¢<a/>
= /da|a > /da/F (a,a/>1/1 (a/> ,
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oder in bra-ket-Schreibweise
Flp >= /da/da'\a ><alFld ><dy> .
Wir multiplizieren von links mit beliebigen anderen bra-Vektor < ¢| und erhalten mit

1 —]Eda la >< al

fiir das Skalarprodukt

< P|LF1|y >
= //da < ¢la><alF|d >dd <al|p>

_ / / dadd F (a,a’> &* (@) (a) . (5.45)

Fir den Fall einer diskreten Basis wird daraus

< ¢|F |y >

= ZZ < Plan >< an|Flam >< am|th > . (5.46)
n m

Die rechte Seite entspricht gerade der Rechenvorschrift der Multiplikation eines Zeilenvektors
(gebildet aus < ¢|a,, >) mit einer Matrix und einem Spaltenvektor (gebildet aus < a,, |1 >).
Die Elemente der Matrix (5.42),

Fom =< an\ﬁlam >

heissen Matrix-Elemente des Operators F in der a-Darstellung.
Fiir das Produkt zweier Operatoren C' = I - GG erhalten wir fiir das Matrix-Element in der
a-Darstellung durch Dazwischenschieben der Eins

1= /da// la" ><d|
das Ergebnis
C (a, al) = <aCld >=<a|F-1-Gld >
= /da” <alFld" ><d"|Gld >

/dau F (a, a”) G (a//,a,> (5.47)

bzw. Coin = Y FuGin (5.48)
l
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5 Allgemeine Formulierung der Quantenmechanik

im Fall einer diskreten Basis.
Beispiel: Ortsdarstellung |a >= |z > Die Zustinde 1 und ¢ werden dann durch die
Ortswellenfunktionen ¢ (x) =< x|t) > und ¢(z) =< z|¢ > beschrieben. Mit 1 = [ dz |z ><
x| folgt fiir das Skalarprodukt

<Pl >=< P|lp > = /dw < Pl >< x| >
= /dx ¢ (x)(z) . (5.49)
Mit (5.43) fiir den Ortsoperator F' =  folgt
<z|t|le >=<zla |z >=1 <zlr’ >=20 (x — x,) , (5.50)

d.h. der Ortsoperator in Ortsdarstellung ist diagonal.
Fiir Funktionen des Ortsoperators f(Z erhalten wir mit der Spektralzerlegung

f(j;) _ /dx” f (x//) ’x// > x//’
den Ausdruck

<zlf@)]z > = < x]/dx” f (:cﬁ) 2" >< 2|z’ >

< x| /dacu f (x”) 2" > 6 (x// — x/)

<z|f <:1:,> |z’ >= f(x)s (:v — x/> . (5.51)

Die Gleichungen (5.50) und (5.51) gelten fiir alle Operatoren in ihrer Eigendarstellung.
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5.4 Eigenwertgleichung in Matrixform

5.4.1 Séakulargleichung

Die allgemeine Eigenwertgleichung (5.19)
Ala >= Ala >
konnen wir z.B. in der Basis |n > mit diskretem Spektrum darstellen als
Ala >=1Alla > = ZZ Im >< m|Ajn >< nla >
= AZZ]m >< mln >< nla >
= AZZ|m>5mn<nya>:AZ\m><ma>
m m

oder mit (5.42)

ZZ’m>Amn<n\a>:AZym><ma> . (5.52)

Diese Gleichung gilt fiir jedes beliebige |m >, so dass

ZAmn <nla>=A<mla>= ZA(Snm < nla >

folgt. Wir erhalten
> [Amn — Admn] < nla >=0 (5.53)

n

ein homogenes, lineares Gleichungssystem fiir die unbekannten Funktionen < n|a >. Eine
nichttriviale Losung dieses Gleichungssyszems existiert nur, wenn seine Determinante ver-
schwindet:

det  [Apmpn — Admn] = 0. (5.54)

Dies ist eine Bestimmungsgleichung (Sdkulargleichung, charakteristische Gleichung) fiir
die Eigenwerte a;. Die Wurzeln der Sikulargleichung sind die Eigenwerte a; des Operators A
fir die physikalische GroBe A. Die Entwicklungskoeffizienten < n|a > zu einem Eigenwert
a; erhdlt man durch Einsetzen von a; in das Gleichungssystem (5.53). Die dazugehdrigen
Eigenfunktionen sind dann

ja; >=>_ <nla>|n> . (5.55)
n

Auf diese Art ist es moglich, Eigenwerete und Eigenfunktionen zu bestimmen, obwohl wir
nur die Matrixelemente des Operators A in der |n >-Darstellung kennen, die nicht die
Eigendarstellung von A ist.
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5.4.2 Entartete Eigenwerte, Schmidtsches Orthonormierungsverfahren

Definition: Der Eigenwert A ist m-fach entartet, falls m linear unabhangige Eigenzustdnde
existieren mit
Ala" >= Ala" >, w=1,2,....m. (5.56)

Mit dem Schmidt-Verfahren kénnen wir auch dann ein Orthonormalsystem konstruieren.
Verfahren nach Schmidt: Wir haben drei Mengen von Funktionen:

(i) die linear unabhangigen Eigenzustande |a* >, p=1,...,m,
(i) wir bilden daraus m orthogonale Funktionen w,,,

(iii) durch Normalisieren erhalten wir aus den wu,, die Funktionen 1), des Orthonormalsys-
tems.

Trick: wir konstruieren sukzessive die Funktion uy als |a* > plus einer unbekannten Linear-
kombination der vorherigen Funktionen " mit v < k.

(1) Die Anwesenheit der neuen Funktion |a* > garantiert die lineare Unabhingigkeit von
ug von den vorherigen ¥”.

(2) Die Forderung nach Orthogonalitit zu allen vorherigen " ergibt genug Bedingungen,
um jeden Koeffizienten der Linearkombination zu bestimmen.

(3) AbschlieBend wird wuy normiert.
(4) Wir wiederholen das Verfahren dann fiir w41
Entsprechend dieser Vorschrift beginnen wir mit u = 1, also der ersten Basisfunktion:
uy = la® > |
Hier gibt es natiirlich keine vorherigen Funktionen. Wir normalisieren durch

|a(1) >
T <) >

U1

Fiir 4 = 2 setzen wir
ug = [a® > +eqip (z) .

Wir fordern die Orthogonalitdt von wug zu 11, so dass mit < |11 >=1 folgt

< UQWJl > =0

< @(2)|¢1 > e < 1|1 >
< a(2)|¢1 > +co1

oder 1 = —< a(2)|¢1 >

Damit erhalten wir
uy = a? > — < a@ |y > Py (z) .
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Allgemein ergibt sich also
ui = W > 4¢i 1|1 > oy >+ .. 4 cii1tia

mit den Koeffizienten
Cij = — < a(l)‘lbj >

5.5 Wechsel der Darstellung, unitdare Transformationen

Es seien ¢, die Eigenfunktionen zum Operator L und ¢, die Eigenfunktionen zum Operator
M mit jeweils diskretem Spektrum.

Jeder andere Operator F ist in diesen beiden Basissystemen durch Angabe der Matrixele-
mente [, bzw. F),, gegeben:

Fpm = <m|Fln>= /da <mla>F <aln >= /da%ﬁ@(a)ﬁdjn(a) , (5.57)
F. = <uplFlv>= /da <pla>F <aly >= /daqﬁ;ﬁ(a)ﬁ’(ﬁy(a) . (5.58)

Wir suchen die Transformationsmatrix, die die Matrix (F,,) in die Matrix (F),,) iiberfiihrt.
Dazu entwickeln wir die Funktionen ¢, nach den Funktionen v,

1 >= ¢y = Suutbn = Y Snpuln > (5.59)
und berechnen das Skalarprodukt
<mlu>= [ dav@oua) = 3 Su < min>
= zn:b’wémn = Smpu - (5.60)
Setzen wir die Entwicklung (5.59) in Gleichung (5.58) ein, erhalten wir
Fu =<plFlv> = > 8, <n[FY Spylm>

= > S FumSmy -

Da S5, = S,J{“ ist (Beweis siehe unten) folgt fiir die Matrix (F),,)
(FMV) = Z Z (Sn,u)Jr (an) (Smu) (561)
oder in Kurz-Schreibweise

Fy=STFLS . (5.62)
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5 Allgemeine Formulierung der Quantenmechanik

S muss eine unitdre Matrix sein, weil mit der Entwicklung (5.59)
S =< plv > = ZS;“W < nf ZSmy\m >
- O S
- ZH:SZMSW
= ZH:SI;LSW = (5%9),, (5.63)

d.h. STS ist die Einheitsmatrix I = S™1S, so dass ST = S~!: also ist S unitir.
Beweis Sy, = S,f, in einer gegebenen orthonormierten Basis [b1 >, [b2 >, ... des ket-Raums

wird ein Operator F' durch eine Matrix F dargestellt:

C1 Fll F12 al
lc >= Fla > — 2 | = By F - as

Dabei werden die Matrix-Elemente definiert durch
In der dazu adjungierten Basis < b1|, < ba/, ... des bra-Raums gilt entsprechend

By
<c=<alFt = (¢f.,¢,..)=(a],a5,...)| Fla Fx

Dem adjungierten Operator F't entspricht also die konjugierte Matrix 7. Q.E.D.
Wollen wir in Umkehrung der Transformation (5.61) die Matrix (F,,) durch die Matrix
(F,w) ausdriicken, so folgt aus (5.62),

Fy =8TFLS
mit der Einheitsmatrix I dass

SFySt = SSTF SST =1F, I=F]
also F, = SFySt. (5.64)

Derartige unitdre Transformationen erhalten
(a) die Normierung eines Zustands,

(b) algebraische Ausdriicke,
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5.6 Messprozess

(c) Kommutatoren,
(d) Eigenwertspektren,
(e) Matrixelemente.

Beispielhaft beweisen wir Eigenschaft (d) und iiberlassen die anderen Beweise dem interes-
sierten Leser (Ubungsaufgabe).
Wir betrachten die Eigenwertgleichung

Lign >= Lltn > .
Durch Anwendung der unitaren Transformation S folgt
SL|ty >= SL|th, >= LS|ty > .

Durch Dazwischenschieben der Einheitsmatrix 1 = I = ST auf der linken Seite erhalten
wir

SL1|py, >= SLS* S|, >= (szs+) (S|t >) = L (S|thn >) -

Mit dem transformierten Zustandsvektor [¢); >= S|¢,, > und dem transformierten (5.62)
Operator L; = SLS™ schreibt sich diese Gleichung als

.lA-zt|’(/Jt >= L”(/Jt > .

Die Eigenwerte L bleiben trotz der unitdren Transformation des Operators und der Eigen-
funktionen unverdndert.

5.6 Messprozess

In den bisherigen Abschnitten dieses Kapitels haben wir im wesentlichen den formalen Ap-
parat der Quantenmechanik zur Verfiigung gestellt. Wir wollen jetzt die Beziehung zu den
physikalischen Vorgangen genauer diskutieren.

5.6.1 Axiome der Quantenmechanik

Wir beginnen mit der Wiederholung der ersten zwei Postulate:

1. Postulat: Zu einem bestimmten Zeitpunkt tq ist der Zustand eines physikalischen
Systems definiert durch einen ket-Vektor |1(¢y) > im Zustandsraum.

2. Postulat: Jede messbare GréBe (Observable) A wird beschrieben durch einen linearen
hermiteschen Operator A, der auf die Vektoren des Zustandsraums wirkt.

Wenn ein System in einem angegebenen Zustand |c¢ > die Eigenschaft A besutzt, dieser also
einer der Eigenzustinde |a; > des Operators A ist, wird er durch einen Messprozess nicht
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5 Allgemeine Formulierung der Quantenmechanik

verandert, und der Eigenwert a; ist der Messwert. Handelt es sich dagegen nicht um einen
Eigenzustand, so sind in seiner Entwicklung nach den Eigenzustanden von A:

e>=> cila; >= > < aile> |a; > (5.65)

mindestens zwei der Entwicklungskoeffizienten ¢; von Null verschieden. Das Resultat des
Messprozesses wird dann durch drei weitere Postulate beschrieben:

3. Postulat: Die einzig moglichen Messwerte einer Observablen A sind die Eigenwerte
des dazugehorigen Operators A.

4. Postulat: Bei der Messung von A im Zustand |c > ist die Wahrscheinlichkeit, den
Eigenwert a; zu erhalten gleich p; = | < a;|c > |°.

5. Postulat: Wenn die Messung von A den Wert a; ergeben hat, ist der Zustand des
Systems unmittelbar nach der Messung der Eigenzustand |a; >.

Durch den Messprozess wird also der Ausgangszustand |c > zerstort (Kollaps der Wellen-
funktion) und es entsteht einer der darin enthaltenen Eigenzustinde a; (Filterung). Dieser
Endzustand ist aber durch den Ausgangszustand nicht determiniert, sondern nur die Wahr-
scheinlichkeit p; seines Auftretens (statistische Kausalitit). Bei der Wiederholung der Mes-
sung an einer Vielzahl von Systemen, die sich im gleichen Zustand befinden (Ensemble), ist
der Mittelwert gegeben durch

<A>= Zpiai = Zai‘ <agle> | = Zai < cla; >< aile >
7 X

7 7

= < (Z la; > a; < ai|> le >=< ¢|A]e > (5.66)
(2

und wird als Erwartungswert bezeichnet. Falls ¢ dagegen ein Eigenzustand a; ist, ergibt sich
erwartungsgemal

< A>=< ai|fl]ai >=aq; . (5.67)
Die Nichtdeterminiertheit des Messergebnisses und der Einfluss der Beobachtung auf den
Zustand des Systems unterscheiden die Quantenmechanik tiefgreifend von der klassischen
Physik und haben zu teilweise gewagten metaphysikalisch-philosophischen Interpretationen
(z. B. "Schrodingers Katze") gefiihrt.
AuBerhalb von Messprozessen kommt es, wie in der klassischen Physik, zu einer zeitlichen
Entwicklung des Systemszustands durch Wechselwirkungen im System selbst und mit seiner
Umgebung. Nach dem Kausalitdtsprinzip legt der Zustand des Systems zum Zeitpunkt %
den zum spéateren Zeitpunkt ¢ eindeutig fest:

6. Postulat (Kausalitatsprinzip): Ist der Zustand zum Zeitpunkt ¢y vollstandig bekannt,
ist er fiir alle spateren Zeitpunkte fiir gegebene Wechselwirkungen berechenbar aus der
Losung der dynamischen Gleichung, der Schrodinger-Gleichung:

B (1) >= Hlis(to) > (5.68)

Die zeitliche Entwicklung ist also durch den Hamilton-Operator H festgelegt.
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5.6 Messprozess

5.6.2 Gleichzeitige Messbarkeit

Da der Zustand eines quantenmechanischen Systems im allgemeinen durch einen Messprozess
verdandert wird, ist die Reihenfolge zweier Messungen in der Regel nicht vertauschbar.

Dem Nacheinanderausfiihren von Messprozessen entspricht im Zustandsraum das Produkt
der Operatoren:

1. Messung [¢ > — Ale>
2. Messung Ale > — B(A|e >) = BAle >
und es gilt im allgemeinen
BA|c >+# ABle > . (5.69)

Satz: Ein Zustand kann Eigenfunktion mehrerer Operatoren gleichzeitig nur dann sein, wenn
die Operatoren vertauschbar sind, d.h.

[A,B] = {A,B}_:AB—BA:

Beweis: A und B seien zwei hermitesche Operatoren. 1, bezeichnet die Eigenfunktionen
beider Operatoren, d.h. es gilt

By, = Bpin (5.70)
und A, = Aniby (5.71)

mit den jeweiligen reellen Eigenwerten An, B,,. Wir wenden auf (5.70) von links den Operator
A und (5.71) von links den Operator B und bilden die Differenz der Ergebnisse:

(AB _ BA) Un = Bp Aty — ApBibn = (BpAn — ApBp)tbn = 0.

Weil die Eigenfunktionen ), ein vollstindiges Orthonormalsystem bilden, kénnen wir jeden
beliebigen Zustandsvektor ¢ = . an, danach entwicken. Damit folgt dann

(AB—BA)gb:Zan(AB—BA)wn:O.

Q. E. D.

Die Umkehrung des Satzes gilt ebenso: kommutieren zwei hermitesche Operatoren, so besit-
zen sie gemeinsame Eigenfunktionen.

Die Berechnung des Kommutators zeigt, ob zwei Operatoren gemeinsame Eigenfunktionen
haben. Ist dies der Fall, dann kdnnen die physikalischen Observablen, fiir die die Operatoren
A und B stehen, gleichzeitig scharf gemessen werden, denn die Messung der GroBe A,
reduziert das System auf die Eigenfunktion v,. Ist ¥, gleichzeitig Eigenfunktion zu B, ist
B,, der dazu scharfe Eigenwert. Ist v,, keine Eigenfunktion zu B, lisst sich 1y, nur als eine
Superposition aller Eigenfunktionen zu B mit allen moglichen B,, darstellen.
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5 Allgemeine Formulierung der Quantenmechanik

Der Kommutator liefert also eine klare Aussage dariiber, ob zwei Operatoren gemeinsame
Eigenfunktionen besitzen und damit gleichzeitig scharf messbar sind. Wir kennen bereits die
Aussage der Heisenbergschen Unschérferelation (siehe Kap. 2.6)

. R h
[pj7 xk]:;jk-

Diese besagt damit, dass z. B. der Impuls eines Teilchens in z-Richtung und sein Ort auf der
x-Achse prinzipiell nicht gleichzeitig scharf gemessen werden kénnen.
Natiirlich kommutiert jeder Operator mit sich selbst

[A, A} -0
und ebenfalls mit jeder Potenz von sich selbst
[A, A"} =0. (5.72)

Definiert man die Funktion eines Operators durch die Potenzreihe
f (A) =3k, (5.73)
k=0

so gilt
[A f (A)} =0. (5.74)

Kommutierende Operatoren haben zwar im allgemeinen nicht alle Eigenvektoren gemein-
sam, es gibt aber eine Basis des Zustandsraums, die aus gemeinsamen Eigenvektoren be-
steht. Wenn es entartete Eigenwerte zum Operator A gibt, kann man in diesem Fall die
Basisvektoren, die den zu einem entarteten Eigenwert gehérenden Unterraum aufspannen,
so auswahlen, dass sie gleichzeitig Eigenvektoren eines mit A kommutierenden, aber von ihm
unabhingigen Operator B sind. Bei einem System von s Freiheitsgraden gibt es insgesamt
s voneinander, miteinander kommutierende Operatoren A,E, e ,Z. Ihre gemeinsamen Ei-
genvektoren zu den Eigenwerten a, b, - - - , z bilden eine Basis des Zustandsraums. Zu jedem
s-Tupel a,b,---,z gehdrt dabei nur ein Eigenvektor, den wir durch |a ,b,---,z > be-
zeichnen. Er ist also durch die Angabe der s Quantenzahlen a,b, - - - , z eindeutig bestimmt.
Beispiel: Ohne Beriicksichtigung des Elektronenspins stellt die Relativbewegung des Elek-
trons im Wasserstoffatom ein System von 3 Freiheitsgraden dar. Ein Satz von 3 kommu-
tierenden, unabhingigen Operatoren wird geliefert durch den Hamilton-Operator H, dem
Quadrat des Bahndrehimpulses L2 und der z-Komponente L, des Bahndrehimpulses, ein
anderer durch die Komponenten des Linearimpulses p,, py, p.. Zu jedem Satz von 3 Opera-
toren gehort eine Basis von Zustdnden, die den gesamten Zustandsraum aufspannt, z.B. die
Zustandsvektoren |n, [, m >.
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6 Quantendynamik

Zeitliche Anderungen von Zustinden lassen sich mit unitiren Transformationen beschrei-
ben. Schrédinger-Bild, Heisenberg-Bild und Wechselwirkungs-Bild sind verschiedene solcher
Beschreibungen.

6.1 Schrodinger-Bild

GemiB dem Kausalitatsprinzip (5.68) erfiillt ein zeitabhangiger Zustand [)s(t) > die Schro-
dinger-Gleichung

0 .
zha\ws(t) >= H|s(t) > . (6.1)
Wir setzen einen zeitunabhangigen Hamilton-Operator voraus:
oH
— =0. 6.2
5 (6.2)
Dann lautet die formale Losung der Schrédinger-Gleichung (6.1)
s(t) >= e FICy, (t9) >= S (t,10) by (to) > . (6.3)
wobei wir die Exponentialfunktion als zeitabhdngigen Operator
S (t,to) = e~ w1l (t=t0) (6.4)

auffassen. Nach Gleichung (6.3) wird der Zustand |¢4(t) > dargestellt als Produkt eines
zeitabhangigen, unitdren Operators S(t,%9) mit der Anfangswellenfuntion |¢);(to) >. Der
Operator S ist unitdr, weil gemiB Kap. 5.5 mit ST = S* gilt

Gt — G*§ — e+%H(t7to)67%H(t7to) —1.

Um die Wirkung von S auf die Anfangswellenfuntion |14(to) > zu untersuchen, entwicken
wir diese nach den Eigenfunktionen von H:

Vs (to) > = Zan|n>

wobei Hn> = Eun> .

Eingesetzt in die formale Losung (6.3) erhalten wir

0n(t) >= e HIC O (1) > = S (<FH - 10) Y anln >

k=0 n
_ iZCL’!‘(—;ﬁ(t—to)) n >
k=0 n
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Weil (ﬁ)k|n> = EFfn>
s k
folgt [Ws(t) > = Z;‘;(—;Eﬂ(t—m) n >
= Za e"w Bty (6.5)

Die Losung (6.5) ist identisch mit der Lésung (2.108) der allgemeinen Schrédinger-Gleichung
mit zeitunabhingigem Hamilton-Operator in der Ortsdarstellung.
Die zu (6.3) adjungierte Losung lautet

< s(t)] =< s (fo) [ H 10/ (6.6)
und erfiillt die adjungierte Schrédinger-Gleichung
0 .
—zﬁ& < Ys(t)] =< s (V)| H . (6.7)

Damit und mit der Schrédinger-Gleichung (6.1) erhalten wir fiir die Anderung eines Matrix-
elements einer quantenmechanischen Observablen Fy im Schrodinger-Bild

= (00| 0 0)
= [jt <ws<t>|] Fylops(t) > + <ws(t) 8(% Ey [jtrws@) >]

OF, 1
= <ws(t) W ws(t)> + E <ws(t)
also mit dem Kommutator

(1) = <ws<t> o

Falls der Operator FS zeitunabhdngig ist, d.h. 8Fs/8t = 0, und mit dem Hamilton-Operator
kommutiert, d.h. [F§, H] = 0, sind alle Matrixelemente von Fy Konstanten der Bewegunyg.

%®>+<wﬂ)

FsH — HE

)

< (o) |7

¢s<t>> + (v [BA][em) - ©69)

6.2 Heisenberg-Bild

Setzen wir die Losungen (6.3) und (6.6) in Gleichung (6.8) ein, so erhalten wir

ws (tO) >

o/ (BB~ HE) e 0 g (1))

d
= (Vs (to) |

e

+

ﬁ(t—to)/hﬁse—zﬁ(t—to)/h) bs (t0)>

(- to)/haFS i (t—to) /R
ot

i
h
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Wegen Gleichung (5.74) kommutiert H mit eFH(t=10)/h 5o dass

ezH(t—to)/hFﬁ —1H(t—to)/h _ zf{(t—to)/hﬁp —1H(t—to)/h
— 6 (t to)/hFe (t to)/hH He’LH(ltl ltol)/ﬁFe (t to)/h
[6 H (t— to)/h fr o= H(t—to)/h H]

9

so dass % <¢s (to) e’mt*to)/hﬁ‘se*“q(t*tO)/h‘ R (tg)>

= <ws (tO) € s (t0)>

+ih <1/15 (to)‘[elmt*m)/hﬁse*’ff(t*m)/h,I—}st (t0)> . (6.9)

z%—m)/h@e—zﬁ(t—to)/h
ot

Jetzt ist es angebracht, folgende Definitionen einzufiihren:
als zeitunabhdngige Zustinde definieren wir

br >= [0 (to) >= e TPy (8) >= ST (£, 1) [ihs(t) > , (6.10)
als zeitabhingige quantenmechanische Gréffen=zeitabhingige Operatoren definieren wir
Fy(t) = e —t0)/hp =B (=t)/h — g+ (1 1Y FLS (¢, ) . (6.11)

Die GréBen |1z > und Fy(t) werden oft als Wellenfunktion und Operator im Heisenberg-
Bild bezeichnet.

Weil |¢fr > zeitunabhiangig ist, konnen wir die Zeitableitung auf der linken Seite von Glei-
chung (6.9) in das Matrix-Element hineinziehen und erhalten

o)

wobei wir analog zu (6.11) definieren

dFH aFH

Y i R

OFy _ (0F Att-to)/nOFs . iito)m
— = = =¢' —e ! . 1
ot <8t> ‘ ot (6.13)
Da Gleichung (6.12) fiir beliebige bra- und ket-Vektoren gilt, muss fiir die Operatoren selbst
gelten

dFy  9Fg 1

P _ Ol 1p, a]. (6.14)

Diese dynamische Gleichung im Heisenberg-Bild folgt auch aus der zeitlichen Ableitung von
Gleichung (6.11).
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6.3

Anmerkungen zum Schrédinger-Bild und Heisenberg-Bild

Zur Beschreibung der zeitlichen Entwicklung eines quantenmechanischen Systems mit der
Anfangsbedingung |1 (tg) > haben wir also zwei Mdglichkeiten:

()

(i)

Schrodinger-Bild : Wir 16sen die zeitabhangige Schrodinger-Gleichung (6.1) mit der
Anfangsbedingung [¢s(to) > und berechnen dann mit der Lésung [¢),(t) > die Matri-
xelemente aller quantenmechanischer Operatoren durch < 9 (t)|Fs|¢(t) >.

Die zeitliche Anderung eines Zustands wird dann durch die Verinderung des Zustands
im gleichbleibenden Hilbert-Raum, der durch die Eigenvektoren zeitunabhangiger Ope-
ratoren aufgespannt wird, dargestellt.

Heisenberg-Bild : Der Zustand wird gleich gelassen (= |1 (to) >), dagegen verandern
sich mit der Zeit die Eigenvektoren (Basisvektoren), die den Hilbert-Raum aufspann-
nen. Die zeitliche Anderung der Operatoren berechnet sich aus (6.14).

Wir machen eine Reihe von Anmerkungen:

(1)

(2)

(3)

(4)

168

nach Konstruktion ist klar, dass bei der unitaren Transformation S = e_’H(t_tO)/h die
Matrixelemente erhalten bleiben:
(s | Be] ) = (v | P | o) (6.15)

ist speziell F, = H so folgt aus der Transformation (6.11), dass der Hamilton-Operator
im Heisenberg-Bild gleich dem Hamilton-Operator im Schrodinger-Bild ist und damit
zeitunabhangig bleibt:

A~

Hy(t) = eHt)/hfpe—Ht=t)/h — 1S+ (¢, 1) ELS (¢, to)
weil nach Gleichung (5.74) H mit e2H(t=t0)/F kommutiert

Vetauschungsrelationen bleiben erhalten unter unitdren Transformationen. Es ist z. B.
ZsPs — PsTs = ha. Wir berechnen mit (6.11)

(Sﬂcs) (ﬁ*ﬁsé) - (S*ﬁsﬁ) (S**fcss)
= STipeS — SThsdsS
= ST (&ps — Psis) S = hu . (6.16)

2u(t)pu(t) — Pr(t)Ta(t)

Speziell fiir die zeitunabhangigen Orts- und Impuls-Operatoren & und p; gilt GFS/(?t =
0. Fir Fg = &g bzw. Fg = py lautet die dynamische Gleichung (6.14) dann

(@OTH = %[ﬁ:[{,ff} (6.17)
bzw. % = %[ﬁHaﬁ] (6.18)



6.3 Anmerkungen zum Schrédinger-Bild und Heisenberg-Bild

Wir berechnen beide Gleichungen fiir den eindimensionalen Hamilton-Operator , fiir den
gemaB (6.3) gilt

A 2 ﬁz
H=V (i) + 25 =Hy =V (3 fH
V(&) + o u =V (g)+ o
Es gilt fiir den Kommutator
[xHH} — apH— Hiy

_  H(t—to)/h (isﬁ _ I%?:S) o—tH(t—to)/h

_ M(t—to)/h [:Es H] o—tH(t—to)/h

I’

Wegen [Z,, V(#5)] = 0 und (siehe Kap. 2.5)

. 1 1h
AsaH:| = 5 ASaAQ = —Ps
[x 2m [x ps] m?
folgt [$H ’Iﬂ _ ﬂezﬁl(t—to)/hﬁse_zﬁ(t_to)/h _ @ﬁH ‘
m m
Mit A
OHy _ pu
opy m
erhalten wir dann fiir Gleichung (6.17)
di g 1« py OHy
— = F  PH= _— = %
dt thm m 0Py
dig OHpy
I —_— = —. 1
also 7 o (6.19)

Ebenso berechen wir

[ﬁH,I{I} - S+|:ﬁ57ﬁ}5:5+[ﬁ57v('%8)]5
h 0 hoV . hoHy

-2 — gt g _ "
zax’v(x>]s S 28335 1 0%

-

und erhalten fiir Gleichung (6.18)

dpg 1 hoHy OHpy
_ - - . 6.20
dt h 1 Oy 0ty ( )

Die Bewegungsgleichungen (6.19) und (6.20) im Heisenberg-Bild sind formal identisch zu
den kanonischen Gleichungen oder Hamiltonschen Gleichungen der klassischen Mechanik,
wenn wir diese als Operatorgleichungen auffassen.
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6.4 Wechselwirkungs-Bild

H&ufig miissen wir wechselwirkende quantenmechanische Systeme untersuchen, bei denen
man den Hamilton-Operator

H=Hy+W(t) (6.21)

als Summe eines zeitunabhdngigen Anteil Hy und eines zettabhdngigen Anteil W darstellen
kann, da die Wechselwirkung nur fiir einen gewissen Zeitraum wirkt. Die Schrodinger-Glei-
chung (6.1) lautet dann hier

MW - (ﬁo + W(t)) (1) > . (6.22)

Wir definieren das Wechselwirkungs-Bild (englisch interaction) durch die Transformations-
gleichungen

Wr(t) > = eHol—t)/hly () = S (t,t0) [s(t) > (6.23)

und Fr(t) = efot—to)/hf o—Ho(t—t0)/h _ g+ (¢ 40y F.S (1, 1) . (6.24)

Durch Vergleich mit den Transformationen (6.10) und (6.11) erkennt man, dass Heisenberg-
Bild und Wechselwirkungs-Bild im Fall W (¢) = 0 identisch sind.
Aus der Transformationsgleichung (6.23) folgt

Olwr(t) > . [uHy WHo (t—to)/hO1Ws (t) >
ZhT = Zh T"I/f}(t) > + Zh@ T .

Nach Einsetzen der Schrédinger-Gleichung (6.21) erhalten wir

M2y a) > 4 o (g 4 (1) a(0) >

— —ngl(t) > + otHo(t—to)/h (f[o + W(t)) e—lﬁo(t—to)/hwl(t) >

— Holwpr(£) > +Holihy () > + e Hot=t0)/Pyir ()= Holt=—t0) /By () >

:tlﬁo(tfto)/

weil Hy mit e " vertauscht. Es folgt dann

M2 g ) e) > (6.25)

mit dem transformierten Wechselwirkungsoperator

A

Wi(t) = eHot=to) /Ay (p)e=tHot=t0)/h — G+ (¢ 40) W (£)S (L, to) - (6.26)
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6.5 Heisenbergsche Operatormechanik

Aus der Transformationsgleichung (6.23) folgt

dlgt(t) = THSTRS+ S+8£ "5 — 1STEHoS
_ a;i;] % :ﬁos+FsS—S+FsﬁoS}
_ ‘9;;1 %:ﬁosﬁss—sﬁssﬁo}
_ % =i B

wobei wir nochmal das Vertauschen von [Hy, S] = 0 und Gleichung (6.23) benutzen. Wir

erhalten also . .
dFy(t)  OF 7 [A .

=20+ Ll By 6.27

dt ot L0 (6.27)

Im Wechselwirkungs-Bild &dndert sich beides mit der Zeit: sowohl die Zustandsvektoren

[11(t) > mit der vereinfachten dynamischen Gleichung (6.24), in der nur noch der transfor-

mierte Wechselwirkungs-Operator W auftauscht, und die Operatoren F; gemaB der dyna-

mischen Gleichung (6.27), in die nur der zeitunabhingige Hamilton-Operator Hj eingeht.

6.5 Heisenbergsche Operatormechanik

Wir haben bereits festgestellt, dass die Bewegungsgleichungen (6.19) und (6.20) im Heisen-
berg-Bild formal identisch mit den klassischen kanonischen Gleichungen sind. Hier vermerken
wir, dass die dynamischen Gleichungen (6.17) und (6.18) formal identisch sind mit den
Poisson-Klammer-Beziehungen der klassischen Mechanik sind

'ft:vav p:vaa (628)

wenn wir die Ersetzung

Poisson-Klammer A, B = Kommutator ih [/1 ,B}
?

durchfiihren. Diese Ersetzung im Heisenberg-Bild entspricht dem Korrespondenzprinzip der
Wellenmechanik (vergl. Kap. 1.5.1).
Damit gelangen wir zur folgenden Vorschrift zur Quantisierung klassischer Systeme:

1. Man schreibt die kanonischen Gleichungen mittels der Poisson-Klammer in der Form
(6.28).

2. Man ersetzt die Poisson-Klammer durch den Kommutator gemaB Ersetzung (6.5).

3. Man benutzt die quantenmechanischen Operator-Gleichungen

171



6 Quantendynamik

[Gi pj] = ahdij . [di ,q5] = [P ;] = 0. (6.29)
Weil Vertauschungsregeln gemaB Gleichung (6.16) unter unitdren Transformationen erhalten

bleiben, gelten die Gleichungen (6.29) nicht nur im Heisenberg-Bild, sondern immer.
Die dynamische Gleichung (6.14)

dfy  0Fy 1 [ 4
ToH_ZHL R H}
dt 8t+m[H’

und die Vertauschungsregeln (6.29) sind die grundlegenden Gleichungen der Heisenbergschen
Matrizenmechanik.

6.5.1 Quantenmechanische Beschreibung physikalischer Systeme im

Heisenberg-Bild

1. Wir wahlen die zu untersuchenden Observablen A, B, ... aus und berechnen die Ver-
tauschungsrelationen der korrespondierenden Operatoren [A, B] (Operatoralgebra).

2. Zur Konstruktion des Hilbert-Raums der Zustinde bestimmen wir den maximalen
Satz vertauschbarer Operatoren A, B,.... Diese besitzen ein simultanes System von
Eigenfunktionen |a,b,c,... >, das eine Basis des Zustandsraums aufspannt.

3. Das Spektrum der Eigenwerte a,b, ... der vertauschbaren Operatoren bestimmt sich
aus der Losung der Eigenwertgleichungen z.B.

Ala,b,c,...>=ala,b,c,...> . (6.30)

4. Die berechneten Eigenwerte a, b, ... entsprechen den Messwerten der Observablen.

6.5.2 Beispiel: Linearer harmonischer Oszillator (V=I)

Die Hamilton-Funktion )

p I 5
H=—+ -k
om T 2"
fiihrt auf den Hamilton-Operator
~2
2 p 1 5
H=—+ -ki*.
om T2

Fiir die Ortsoperator-Gleichung (6.17) erhalten wir damit (zur Vereinfachung der Schreib-
weise schreiben wir im folgenden kurz = &,p = p, H = H) unter Verwendung der Vertau-
schungsrelation (6.29)

m
L p
= 5 (—2uhp) = pn (6.31)
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6.5 Heisenbergsche Operatormechanik

Ebenso folgt

.1 ko, 1k
1k
= o5 (20hx) = —kx . (6.32)
Als Vertauschungsrelationen erhalten wir also
[z,p] =k, [H,z] = L , [H,p] = hkx .
m

Kein Paar der Operatoren kommutiert, so dass der Hamilton-Operator selbst einen maxima-
len Satz von kommutierenden Operatoren darstellt. Die Basis des Zustandsraums sind die
Eigenfunktionen des Hamilton-Operators:

Hln >=En> . (6.33)

Aus Gleichung (6.31) p = ma folgt mit Gleichung (6.32)

m m

die formal identisch mit der klassischen Bewegungsgleichung des linearen harmonischen Os-
zillators ist, jetzt aber fiir Operatoren gilt.
Mit k = mw? schreibt sich der Hamilton-Operator als

p2
H= -+ mw?z? . (6.34)

GemaB Kap. 3.3.1 fiihren wir die Leiter-Operatoren

1 1
=7 (p + vmwz) | a_ = T (p — 1mwz)
ein und erhalten
1
a_ayln > = By ((p — vmwz) (p + vmwx)) |n >
= — (p2 + m2w?z? + vmw (pr — ap)) |n >
2m
1 1
™ (p2 + m2w?z? 4+ vmw (—zh)) |n >= <H + 2hw> In > .
m

Damit erhalten wir fiir die Energie-Eigenwertgleichung (6.33)
1
a_ayln >= <E + 2hw> n > .
Wie wir in Kap. 3.3.1 gezeigt haben, fiihrt die Losung dieser Gleichung auf die Quantelung der

Energiewerte E,, = (n+ %)hw mit n = 0,1,2,.... Wir haben somit eine tiefere Begriindung
der algebraischen Operator-Methode von Kap. 3.3.1 gegeben.
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6 Quantendynamik

6.6 Allgemeine Unschiarferelation

Seien A, B zwei beliebige Observable mit der Vertauschungsrelation [A, B] = sk und den
Erwartungswerten < A > und < B > im Zustand [¢p >. Wir beweisen, dass sich die

Unschérferelation direkt aus der Vertauschungsrelation ergibt.

6.6.1 Schwartsche Ungleichung fiir das Skalarprodukt

f,g,h seinen Vektoren im Hilbert-Raum. Sie sind orthogonal zueinander falls < f|g >= 0
und die Lange eines Vektors ist || f|| = v/< f|f >. Es gilt die Schwartzsche Ungleichung:

| < flg>< V< Fflf><glg>=fllllgll-
Beweis: Wir definieren den Vektor

_g<Mf>
<glg >

)

h=f

der orthogonal zu g ist, denn

< >
ar>_,

<glh>=<g|f >—<glg>
<glg >

Aus
<glf>

<glg >

f=h+yg

folgt dann mit (6.36)

<glf > <glf >
<flf> = <h4+g———|h
| | <glg >

(6.35)

(6.36)

| <glf >

<glg >
< > < >
glf b o<hlg> qlf
<glg > <glg >
[ <glf>1* _ |<glf>P
<glg> T <glg>

= <hlh>+ <glh>

= <hlh>+

weil < hlh >> 0. Wir erhalten

< flf > <glg>
I fyllll gy

| <glf>P=1<flg>F
oder < flg >

IN A

Q. E. D.

6.6.2 Ableitung der allgemeinen Unscharferelation

Wir bilden die Unscharfen

<glg >

AA:(<A2>—<A>2)1/2, AB= (< B> — < B>%)1?
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6.6 Allgemeine Unschérferelation

und fiihren die GroBen
A=A-<A>, B=B-<B>

mit < A >=< B >= 0 ein. Wir erhalten fiir den Kommutator

[A,B] = [A-<A>,B-<B>|=[A,B-<B>|-[<A>,B-<B>]
= [A,B]-[A,<B>-[<A>B|+[<A><B>|=[AB|=:1
und es ist
AA = (<[12>—<[1>2>1/2:(<[12>)1/2
= (<A2>—<A>2)1/2:AA
und ABb = AB.

Wir wenden die Schwartzsche Ungleichung (6.35) auf |f >= A|¢) > und |g >= By > an
und erhalten

o181 < (o o) (o] ) = (8)"(58)" = 1347 387

Wir zerlegen das Operatorprodukt AB in hermiteschen und antihermitesche Anteile:

AB+BA AB-BA_AB+BA [AB
2 2 B 2 2

wobei der erste Term hermitesch ist und der zweite antihermitesch. Mit der Vertauschungs-

relation folgt

AB =

s - ((255).5) (524

Damit lautet die Ungleichung (6.6.2)

(A4 (AB)? = — +

W
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6 Quantendynamik

und es folgt die Unscharferelation

N St

(AA) (AB) >
Als Nachtrag vermerken wir, dass ein Operator M antihermitesch ist, falls
< fIMlg >=< g|MT|f >"= — < g|M|f >

also M+ = —M ist.

6.6.3 Beispiele

1. Mit A =z und B = p folgt aus der allgemeinen Unschérferelation (6.6.2) direkt die
Heisenbergsche Unschérferelation fiir Ort und Impuls.

2. Im Vorgriff auf Kap. 7.1 sei A = ¢ der Azimuthwinkel in Kugelkoordinaten und B =
L, = —1hd/0¢ die z-Komponente des Bahndrehimpulses. Der nichtverschwindende

Kommutator
[¢,L.] =1h

zeigt die Unscharfe bei der gleichzeitigen Messung von Azimuthwinkelstellung und
z-Komponente des Bahndrehimpulses.

3. Sei B = H gleich dem Hamilton-Operator . Fiir die Energieunschirfe AFE folgt aus
der Ungleichung (6.6.2) mit jedem anderen Operator A
1 1
(AA)(AE) > [(WAHW) > L A H][w) = S I(AH) . (637)

Nach dem Ehrenfestschen Satz (Kap. 2.5) und der dynamischen Gleichung (6.14) im Hei-
senberg-Bild gilt

dt
so dass <[f[,fl}> = hz%<A>
oder ([ a])] = nfg ).

Fiir die Ungleichung (6.37) folgt dann
hid
AA) (AE) > — |— (A)| .
@) (aB) 2 5| @)

Definieren wir
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6.6 Allgemeine Unschérferelation

als Zeitintervall, innerhalb dem sich < A > um den Wert AA andert, erhalten wir

T4 - (AE) >

Do | St

(6.38)

Fiir stationdre Zustinde gilt d/dt < A >= 0, also 74 = 0o und AE = 0 (scharfe Energie-
zusténde).

Fiir zeitlich verdnderliche Zustande muss Energieunschirfe vorliegen. So geht z. B. ein an-
geregter Zustand durch Aussendung elektromagnetischer Strahlung in einen tieferliegenden
Energiezustand iiber. Die charakteristische Zeit dafiir ist die Lebensdauer 7; die Ungleichung
(6.38) impliziert dann eine Energieunschérfe des zerfallenden Niveaus von AE ~ //27 und
die Linienstrahlung ist entsprechend verbreitert.
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7 Dreidimensionale Quantensysteme

7.1 Schrodinger-Gleichung in Kugelkoordinaten

Die zeitabhingige drei-dimensionale Schrédinger-Gleichung (2.9) in Ortsdarstellung fiir das
Potential V(z,y, z) ist

ov R?
— =——AVU v, 1
1h By o + V(z,y,2) (7.1)
Da das Potential zeitunabhangig ist, lautet die allgemeine Losung gemaB Gleichung (2.108)
¥ (7 0) =f i (7B (72)
wobei die ortsabhingigen Funktionen 1, () die Eigenwertgleichung
h2
_%A¢n +V (J:’ Y, Z) ¢n = End]n (73)

erfillen.

Oftmals ist das Potential nur eine Funktion des Abstands vom Ursprung r = /22 + y2 + 22,
d.h. V() = V(r). In diesem Fall gehen wir auf Kugelkoordinaten (r, 8, ¢) iiber mit

x=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosh. (7.4)

Wir zeigen zunichst, dass der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten (siehe Mechanik-Skript
Gleichung 1.11.6.7)

A=V? = div (grad)

10 (5,0 1 9 /(. 0 1 92
- 2 (22 9 (sing )y —— & .
r2 or <T 81") T 2sme 00 (Sm 0(9) * 72 sin? 0 O¢? (7.5)

sich schreiben lasst als

19 (,0 L2
A= r2 dr <r28r> Cor2p2 (76)
~ h? 3} 0 0?
. o _ 4.0 0 o
wobei L? = 7 [smHa(9 <s1n089> + 8@52] (7.7)

die Ortsdarstellung des Bahndrehimpulsquadrats in Kugelkoordinaten ist.
Beweis: Der Bahndrehimpulsoperator in Ortsdarstellung ist
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7 Dreidimensionale Quantensysteme

Mit ©* = ré, und dem Gradienten in Kugelkoordinaten (sieche Mechanik-Skript Gleichung

1.11.6.4) , y L
V=5 T 0% T g 9

folgt fiir das Kreuzprodukt

>

. e @ € ) 1 8
_»Xv: r 0 O — Y — — Py—
' (6 10 1 a) 90 “sing 94

or r o rsin 6 d¢

Mit den Einheitsvektoren (Mechanik-Skript Gleichung 1.11.6.3)

€, = (sinfcos¢ ,sinfsing ,cosb) ,
g = (cosB@cos¢ ,cosfsing ,—sinb) ,
€y = (—sing ,cos¢,0)

folgt fiir den Bahndrehimpulsoperator (7.8)

. h —sin¢ 9 cot@cgsqﬁ P
L—; (cogd) 2 cotfsllnqb 9 (7.9)

oder komponentenweise

L, = 7; [— sin cb— — cot @ cos (bf)d)} (7.10)
- h
L, = " cosqb— — cot«9smqﬁaq5 (7.11)
A h 0
L, = ——. 12
. 96 (7.12)
Nitzlich auch fiir spater sind
Li=Lotal, = |(~sing£1c0s0) o — (cos 6 & 1sing) cotf-
= 1Ly =~ sin veos §) =5 — (cos 28in @) co 9|
Mit
cosdtising = et
folgt Ly = h +1 (cos ¢ £ 1sin @) 9 (cos ¢ £ 28in ¢) cot (9&
& =g a0 8¢
I R R S S
= - [:Izze 89+Z cot96¢
0 0
— +1¢ -
+he {86’ izcotﬂad)} (7.13)
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Aus Gleichung (7.13) erhalten wir

LiL_f = he” [889 +1cot 08({)} (—he_zd’) [g‘g —1cot Hgg;]

w0 O (Of of
— 2 19 1 2
e [ T <86’ zcot98¢>

—2cot 6 (—ze"‘z’) (af —1cot 98f>

_ of af
_ w [ Y
1cot fe <89 zcot98¢>]

2 2
= R [ —gGJ;ﬂ(a?&w) g£ +12c0 th&b—co‘chg
of 2 an]

2,9 o J 2
41 cot 98¢ zcot960¢ cot 00({)2

[ 0%f  Of 1 of 0% f
_ 2| 2 . . 2
= h | 002 +28<Z> (COt b sin20> 0 taa@ cot 98(;32
0% f of of 82]‘}

_ 2__7_7_ ZJ 2
= W aer gy T Ol — ot 55

2 2
0 ’Li cot QQ — cot? 08] . (7.14)

| LiL. = W |- —
aise + e T g 96 02

Unter Ausnutzung der Kommutatorbeziehung (7?) erhalten wir fiir

Lyl = (Lo+ily) (Lo —oLy)

=12 L2+ nlL. (7.15)

und ebenso fiir
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Aus Gleichung (7.15) folgt nach Einsetzen der Ergebnisse (7.1.12) und (7.1.14)

L2 = L.L_+1L?>—hL,

[ 9?2 0 0 0?2 0?2 K2 0
I B e O 9,0 | .90 "0
= h o2 Z@(b COt989 cot H@qﬁz} h 952 . 90
[ 9?2 0 0?2
_ 2| Y ~ 20\ 2
= h o2 cotﬁag (1+Cot 9) 8(1)2}
o[ 1 82 9%  cosh 9
= Ml 555 \202  sno 6
| sin“ 6 0¢ ol sin 6 00
— _i ﬁ-f— in2(9 8724_@3
© sin%6 |02 > 002 sinf 00

= —LZ 8—2+simt9g sinH2
 sin20 | 0¢? o0 90 )| -

Nach Division durch h?r? ergibt sich die Behauptung. Q.E.D.

7.2 Drehimpuls-Operator
Wir bezeichnen jeden Vektoroperator J = (jmjy,jz), dessen Komponenten die Vertau-
schungsregeln

[ji7 jj] = Zhéijkjk (7.17)
erfiillen und hermitescb sind, als Drehimpuls-Operator oder kurz als Drehimpuls.

Der Bahndrehimpuls L=Fx ﬁ ist ein Beispiel eines Drehimpuls-Operators, der dariiber
hinaus ein klassisches Analogon besitzt. Der Spin ist ein anderer Drehimpuls-Operator ohne
klassisch korrespondierende GroBe.

Komponentenweise geschrieben lautet Gleichung (7.17)

[ed)) = ey [d ] = e, [J 0] =ohd, (7.18)
und impliziert nach der allgemeinen Unschérferelation (6.6.2), dass mehrere Drehimpulskom-

ponenten nicht gleichzeitig scharf messbar sind.
Wir definieren

J2 o= 24T+ JE (7.19)
und j+ = J,+ ij,
Jo = Jo—1dy,, (7.20)

Es folgt sofort (J,)* = J_ und (J_)* = J,. R R
Wir beweisen, dass das Quadrat des Drehimpulses J? mit jeder Komponente J; kommutiert,
d.h.

[ﬂ, J] —0 Vi (7.21)
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Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit wahlen wir J; = J, und schreiben kurz
Jz = Jy. Dann ist mit den Rechenregeln von Kap. 2.4.1 und den Kommutatoren (7.18)

(72 0a] = [T2 Ja] + [T Ta] + [J2, ]
= Jx [Jza J:z:] + [Jma Jw] J:Jc + Jy [Jya J:Jc] + [Jy7 J:Jc] Jy + Jz [J27 Jz] + [sz Jx] Jz
= b (Jy s + JoJy) +h (Lo dy + Jy ) =0

Q.E.D.

J? und jeweils eine Komponente von J bilden also ein System von gleichzeitig scharf mess-
baren Observablen, also J2 und zum Beispiel J,:

J2f = \f und J.f=nf . (7.22)

Die moglichen Werte der Eigenwerte A und g bestimmen wir nun mit der Leiter-Operator-
Technik ahnlich wie beim linearen harmonischen Oszillator (vergl. Kap. 3.3.1 und 6.5.2).

7.2.1 Bestimmung der Eigenwerte

Aus den Gleichungen (7.20) folgt mit den Kommutatoren (7.18)

(o di] = [T, Je £0dy] = [J2, Jo] £ 0 [J2, Jy]
= hJy 1 (—hdy) = £h(J, £0Jy) = £hJy (7.23)
und natiirlich
[J2,J1] =0. (7.24)

Behaupttung: Ist f wie in (7.22) eine Eigenfunktion von J? und J,, so ist auch (J+f) eine
Eigenfunktion.
Beweis: Mit den Gleichungen (7.24) und (7.22) erhalten wir

J2(Jef) = Je (J2f) = T2 (Af) = A (T f)

d.h. (JLf) ist eine Eigenfunktion von J? mit demselben Eigenwert \.
Ebenso folgt mit den Gleichungen (7.22) und (7.23)

J (J:tf) = (JZJ:I: - J:th)f+ J+ (sz) = [‘]Z7J:|:]f+ J:l:(ﬂf)
= *hJif +pJif=(pxh)(JLf),

d.h. (J1f) ist eine Eigenfunktion von J, mit dem neuen Eigenwert (1 £+ k). Q.E.D.

Offensichtlich ist J4 ein Aufsteige-Operator und J_ ein Absteige-Operator. Wie in Abb. 7.1
veranschaulicht, erhalten wir fiir einen gebenen Wert von A eine “Leiter’ von Zustdnden,
wobei jede Sprosse um eine Einheit von A& von der Nachbarsprosse im Eigenwert von J,
verschieden ist. Durch Anwendung von J; “laufen” wir die Leiter herauf; durch Anwendung
von J_ “laufen” wir Leiter herunter. Allerdings kann dieser Aufsteige-Prozess nicht fiir immer
ablaufen: irgendwann wiirden wir einen Zustand erreichen, fiir den dann die z-Komponente
des Drehimpulses gréBer als der Gesamtdrehimpuls ware, was nicht moglich ist. Es muss also
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L F f

nt+2Hh jif

pt+h Jof
7 f

1 -h g_f

p-2h )25

.+ f

Abbildung 7.1: Zur Wirkung der Drehimpuls-Leiter-Operatoren

eine oberste Sprosse f; geben mit Jy f; = 0. Es sei hj der Eigenwert von J, dieser obersten
Stufe, also

Jafe = Nhjfe, J2fi =M - (7.25)

Nun ist nach Gleichungen (7.15)—(7.16)
Jody = J*—J2+hJ,
oder J? = JpJe+J2F R,
so dass mit Gleichungen (7.25)
Jf = (JoJs +J2+R) fo = (04 hjJ.fo + %5 f;)
= (P +1%5) fi = 125G + D -
(7.26)

Wir erhalten also den Eigenwert A von J? als Funktion des maximalen Eigenwerts von .J.:

A=T%(+1). (7.27)
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Ebenso gibt eine unterste Sprosse f, mit J_f, = 0. hj bezeichne den Eigenwert von J,
dieser untersten Stufe:

J: fo = 1j fo, T2y =Ny . (7.28)
Mit
P fy = (JeJ- + J2 = hJ.) fr= (0+ 122 = 0%5) fo = B35 (G — 1) f;

erhalten wir ebenso

A=Hh%5(—-1). (7.29)
Das Gleichsetzen von (7.27) und (7.29) ergibt
G+ =50-1), (7.30)

so dass entweder j = j + 1 ist (Unsinn, denn dann hitte die unterste Stufe einen héheren
Eigenwert von J, als die oberste Stufe), oder

j=—7. (7.31)
Es folgt, dass J, die Eigenwerte mh hat, wobei
m=—j,—j+1,...,5—1,j (7.32)

in N ganzen Schritten l4uft. Insbesondere ist j = —j + N, so dass j = N/2 ganzzahlig
oder halbzahlig ist.

Die Eigenfunktionen sind dann nach (7.22) durch die Drehimpulsquantenzahlen j und m
festgelegt gemaB den Eigenwertgleichungen

P = PPli,m>= 0 + )i, m > (7.33)
und jzf]m = J.|j, m >= hm|j, m >, (7.34)
wobei j =0,1/2,1,3/2,... und m = —j,—j +1,...,j. Fir gegebenen Wert von j gibt es
2j 4 1 verschiedene Werte von m.
Die Eigengleichungen (7.33)—(7.34) mit den entsprechenden Eigenwerten haben wir allein

aus der Vertauschungsregel von Drehimpuls-Operatoren abgeleitet ohne die Eigenfunktionen
explizit zu berechnen.

7.2.2 Weiterer Beweis der Eigenwerteigenschaften

Aus den Eigenwertgleichungen (7.33)—(7.34) und
JoJ = J*—J.(J.—h),
J.J. = J*—J.(J.+h)
erhalten wir Hilfsformel 1,
J Jij, m> = JHjm>—J.(J.+h)|j, m>
P2 (3G +1) = m(m + 1) |j, m >
(G —m)(G +m+1)R?[j, m > (7.35)
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und Hilfsformel 2

JoJ_|j,m> = Jj, m>—J.(J.—h)|j, m >
= RGE+1) —m(m—1))j, m>
= (j+m)(G—m+DR[j, m > (7.36)

Durch Multiplikation mit (7.36) (7.36) mit < j, m| und Ausnutzung von (J_)* = Jy
berechnen wir die Norm

<j7 m’J+J—|j7 m> = <J7 m’(‘]—)* J—‘J m>
>0

J_|j, m> P =<7 :
V= {h?(j )G —m 1)

so dass folgt

> s
ey (7.37)
m<j+1
Ebenso verfahren wir mit (7.35):
(G, mlJ-Jsl g, m) = (G, m|(J)" Jelg, m)

. >0
= | Jlls, m>1P=<2" . ,
(j —m)(j +m+1)

so dass folgt

{mgj_ : (7.38)
m>—(j+1)

Die beiden Egebnisse (7.37)—(7.38) ergeben
—J<m<j. (7.39)

Weiterhin folgt J|j, m >= 0 genau wenn j = m (oberste Sprosse) und J_|j, m >= 0
genau wenn j = —m (unterste Sprosse).

Wir wissen bereits, dass fiir den Aufsteige-Operator gilt J;|j, m > |j, (m + 1) > und
fiir den Absteige-Operator J_|j, m > |7, (m — 1) >. Das wiederholte Anwenden von J;
erzeugt ..., |47, (j —2) >,|j, ( — 1) >,|j, 7 > bis zum Abbrechen bei j = I.

Das wiederholte Anwenden von J_ auf den Zustand |j, m > erzeugt |j, (m — p) > bis zum
Abbrechen bei —!I. Fiir m+p = 2[, wobei m+p eine ganze Zahl ist, ergeben sich die moglichen
Werte von j und m dann zu j =0,1/2,1,3/2,...und m = —j,—j+1,...,5 — 1,7.

7.2.3 Eigenfunktionen des Drehimpuls-Operators in Ortsdarstellung

Wir gehen aus von den darstellungsfreien Eigenwertgleichungen (7.33) und (7.34)

JHl,m > = RA(I+1)|,m >
und Jl,m> = hmll,m> .

186



7.2 Drehimpuls-Operator

Wir erreichen den Ubergang in die Ortsdarstellung durch skalare Multiplikation dieser Eigen-
wertgleichungen mit dem bra-Ortseigenzustand < 7] mit dem Ergebnis

<F
<F

Fiir die Eigenfunktionen in Ortsdarstellung

j2

l,m> = RK1+1) #FlLm) |

J. z,m> = hm (7L, m) .

Vi (F) = (7L, m) (7.40)

~ -\ 2
folgt T2 () = —R? (FxV) Dim = B+ 1) (7.41)
oo (7) = %(mﬁ)zwlm:hmmm. (7.42)

Mit den Ortsdarstellungen (7.7) und (7.12) erhalten wir (J = L)

b [Sinea (sineawlm) + 82%”] = 1l + 1)y, (7.43)

sin® 6 00 00 02

und — zag;m my . (7.44)
In beiden Gleichungen ist keine r-Abh&ngigkeit enthalten.
Die Losung der Eigenwertgleichung (7.44) ist

Pl = €. (7.45)
Wegen der Eindeutigkeit der Wellenfunktion muss sein

Yim (¢ +2m) = eMOTEI = gy () = 7

also 2™ =1, d.h. m = 0,£1,+2,... muss eine ganze Zahl sein. Wegen m = —I, —[ +
1,...,1 folgt dann, dass auch [ = 0,1,2,--- eine ganze Zahl sein muss. Dieses Ergebnis

fiir den Bahndrehimpuls der Ganzzahligkeit der Drehimpulsquantenzahlen [ und m steht im
Gegensatz zum algebraischen Ergebnis fiir allgemeine Drehimpulse (wie Spin), dass j und
damit m halbzahlig sein kdnnen. Wir vermerken, dass das Quadrat |¢/,,,|* der Wellenfunktion
unabhdngig von m ist.

Zur Losung der Eigenwertgleichung (7.43) versuchen wir den Separationsansatz

Yim (0, 0) =Y (0) Z (9)
und erhalten damit
1 0?7 5

1 .0 (. 0Y 2, 0°Z
Y 0) [smﬁae <sm980> + (Il +1)sin“ 6| = “7(0) 002 =m-, (7.46)

wobei wir die Separationskonstante in weiser Voraussicht als m? schreiben. Fiir den ¢-Anteil
der Gleichung erhalten wir dann

2z
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mit den Losungen Z(¢) = ¢"™® mit m = 0,+1,£2, ... als ganzer Zahl in Ubereinstimmung
mit Losung (7.2.26). Die Operatoren L. und L? besitzen also gemeinsame Eigenfunktionen.
Fiir den 6-Anteil von Gleichung (7.46) verbleibt dann

o, d | dY . 9 27 v
smH% [sm@de} + [l(l+1)sin®0 —m*] Y =0. (7.47)

Wir substituieren t = cos 6, so dass mit 6 = arccost folgt

i _ darccos t _ 1 i
dt dt J1—¢2dt
d 1d d
und damit 70 %dt iV, t 7
. d oy d
und smH% = —(1—t)£.

Wir erhalten dann fiir Gleichung (7.47)

-1 [@21) ‘g] D) (=) -mY = 0
m2
oder % [(1 ) Cil}t/] + [l(l +1)— 1_752} Y = 0. (7.48)

Diese DGL ist uns aus der Elektrodynamik gut bekannt: es handelt sich um die DGL fiir die
veralllgemeinerten Legendre-Funktionen P;"(t) (siehe Elektrodynamik-Skript Kap. 3.12.5).
Diese berechnen sich aus den Legendre-Polynomen gemiB

P = (1— )" < % ) . Bi(t) . (7.49)

Die gemeinsamen Eigenfunktionen der Operatoren L. und L? sind damit gegeben durch
Yim (0, ) = Npn P™ (cos 0) e™ (7.50)

und werden als Kugelfidchenfunktionen bezeichnet. Ny, bezeichnet den Normierungsfaktor.

7.3 Legendre-Polynome

Wir definieren die Legendre-Polynome P;(u) tber deren erzeugende Funktion

T(ys) = ——— =5 Pi()s (7.51)

V1=2su+s 5

d.h. die Legendre-Polynome werden als Entwicklungskoeffizienten der Potenzreihenentwick-
lung von T'(u, s) definiert.
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Abbildung 7.2: Elektrostatisches Potential einer Punktladung

Die erzeugende Funktion tritt in der Elektrostatik auf bei der Berechnung des Potentials
V(7) am Ort 7, das durch eine elektrischen Ladung ¢ im Abstand ¢ vom Ursprung erzeugt

wird (siche Abb. 7.2):
q

r=1

V() =

Mit dem Kosinussatz (u = cosf)
‘F—ﬂz:r2+t2—2F'f:r2+t2—2rtc059:r2+t2—2rt,u

folgt mit t =rs

o0
S q q q l
V(F) = = =2 bilp)s
(") V2 4+t2 =2rtpy r/1 —2us + s2 r; ()

die Multipolentwicklung in Potenzen von s = t/r.
Die Legendre-Polynome P;(z) = GY(z) sind ein Spezialfall der Gegenbauer-Polynome

2m
(1 — 2at + 2)™ /2

xl/2 s
— I > Gt (7.52)
" 1=0

7.3.1 Eigenschaften der Legendre-Polynome
Rekursionsbeziehungen: Wir bilden mit Gleichung (7.51) die partielle Ableitung beziiglich s:

oT > _ —L(—2p +2s)
s Z[:@ (1—2ps + 5?)
e’} - - s
oder [P (p)s = .
ZZ(:) ) (1 —2pus + 52)%/?
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Wir multiplizieren diese Gleichung mit (1—2us+s?) und nutzen auf der rechten Seite erneut
(7.51):

- 1
1—2us+s? lPusl_1 = (u—s
( )lz:; 1n) ( )(1—2us+32)1/2

= (n—9))_ B(ws,
=0

d.h. wir erhalten die Beziehung

(1 —2us + s?) Z IP(p)s'™ + (s — p) Z P(p)s' =0 (7.53)
=0

=0

Wir schreiben diese |dentitdt etwas anders:

o0 o0 o o0 oo

> mP(p)s™ = > 2unPa(p)s"+ > IP(w)s T+ Y P()st = > pP(p)s™ =
m=0 n=0 =0 =0 n=0

Der Koeffizientenvergleich fiir jede Potenz von s mit m =n+1 und Il =n — 1 ergibt

(n 4+ 1)Pot1(p) = 2umPp(p) + (n — 1) Po—1(p) + Po—1(p) — pPp(p)
oder (n+1)Poyi(p) — 2n+ 1 pPa(p) + nPoa(p) =

Als erste Rekursionsbeziehung erhalten wir
(20 + 1)Pa() = (n+ 1) Pasa (1) + P (1) (7.54)

Differentialgleichung der Legendre-Polynome: Wir bilden mit Gleichung (7.51) die partielle
Ableitung beziiglich u:

8T > / —l(—ZS) S
EW ; 1 (1)s (1 — 2us + 52)3/2 (1 — 2us + s2)3/2
oder 1 —2us + s* P (p)s' = =s Pl

Dabei ist P, (1) = d/duP,(p). Wir erhalten also die Identitit

(1—2,us+s2)z S—SZPl =

=0

Wir schreiben diese Identitat wieder etwas anders:

ZP ZQMP n+1+ZP l+2_§:Pn(/Jf)5n+1:0~
n=0
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Der Koeffizientenvergleich fiir jede Potenz von s mit m =n+ 1 und [ =n — 1 ergibt
Poyi () = 2uP0 (1) + Py (1) = Pa(p) = 0
oder Popi(p) + Pyi(p) = 2uP,(p) + Po(p) - (7.55)
Wir multiplizieren diese Gleichung mit (2n + 1):

(2n+ 1) Py (1) + (20 + 1) P,y (1) = 2(2n + DBy () + (20 + 1) Pa(p) -
Wir differentieren die Rekursionsbeziehung (7.3.4) nach u:

(2n+ 1) Po(p) + (2n + )Py (i) = (n+ 1) Py yy (1) + 0Py (1)

und multiplizieren das Ergebnis mit dem Faktor 2:

/

2(2n + 1) Po(p1) + 220 + V)P () = 2(n + 1) P,y (1) + 20, (1)

Die Addition der Gleichungen (a) und (b) ergibt

2n+ 1) P+ (2n+ 1P, +2(2n + 1)P, + 2u(2n + 1) P,

/

= 2u2n+ )P, + (2n+1)P, +2(n+1)P,,, + 2nP, ,

oder nach Ordnen

22n+1) = (2n+1)] P, = [2(n+1)— (2n+1)] P,
+2n—(2n+1)P,_,,
also @n+1)Pu(p) = Phyy() = Py (p) - (7.56)

Lésen wir diese Gleichung nach P,/LJrl auf,

/

Pn+1:(2n+1)Pn+P'r’z—1a

und setzen nach (7.55)

/

P,y =2uP,+ P, — Py

n

ein, so folgt

2P, ., = 2(n+1)P, +2uP,

oder Pa(pn) = (n+1)Pu(p) + pPy(p) . (7.57)

Ebenso kénnen wir Gleichung (7.56) auch nach P, auflésen,

/

Py =P, —2n+1)P,,

/

und nach (7.57) P, einsetzen:

n

/

P,y =(n+1)P,+puP, — (2n+1)P, = uP, — nP, .

n
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Wir erhalten also

/

P,y (1) = —nPu(p) + pPy(p) - (7.58)
Wir setzen in dieser Gleichung n = k 4 1, so dass gilt
Py(u) = —(k + 1) Praa (1) + Py () -
Im letzten Term setzen wir nach (7.56)
Py = (k+1)Pg + pP,

ein und erhalten

/

Py = —(k+1)Por + 1Py + p(k + 1) P
oder (1—p> )P, = (k+1D)pPy— (k+1)Ppyy .

Fiir den letzten Term dieser Gleichung gilt mit der Rekursionsbeziehung (7.54)

(k+1)Pey1 = (2k+1)puPy —kPyy,
so das folgt (1—p® )P, = kPy_i+pPB[(k+1)— (2k+1)] = kPy_y — kpPy .

Setzen wir wieder £ = n, so erhalten wir

(1= 1) P (1) = —npPy (1) + nPo1 (1) - (7.59)
Wir differenzieren diese Beziehung nach u:

(1-— /J,Q)P;: — 2,uP7; = —nP, — nuP,lL + nP;l_l
= —nP, — nuP,; +n(—nP, + ,qu;) = —nP, — n’P, ,

wobei wir fiir P;L_l Gleichung (7.3.8) benutzt haben. Das Umstellen dieser Gleichung ergibt
die Legendresche Differentialgleichung

(1= 1) Py () = 2uPy (i) + n(n+1)Po(n) =
d d
— 1= p®—P, 1)P, = 0, 7.60
= p)| + e+ DR (7.60)
die eine gewdhnliche lineare Differentialgleichung 2. Ordnung ist.
Mit 1 = cos 0 schreibt sich Gleichung (7.60) als

1 d (. dP, B
g0 (sm@) + n(n+1)P,=0. (7.61)

Ohne Beweis (Ubungsaufgabe) geben wir an, dass die zweimalige Anwendung des Binomi-
alsatzes

= m!
Gamr=3 ™ _m
— nl(m —n)!
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auf die erzeugende Funktion T'(u, s) die folgende Darstellung ergibt:

[n/2]
2n — 2k)!
(1) kZ:O( ) S 0 = B)in — 21" (7.62)
2 fu d
wobei HE] = (Qn_l) fj_r nogerade
2 5 fiir n ungerade
Ohne Beweis geben wir auch die Formel von Rodrigues an:
1 dav ., "
Mit disen Darstellungen ergibt sich sofort fiir n = 0, 1, dass
0!
o) = (1) (7.64)
i) = (1) gu= (7.65)
1= 2. 1.1t T ’

Aus der Rekursionsbeziehung (7.54) folgen daraus alle hoheren Legendre-Polynome fiir n > 2;
z.B. finden wir aus (7.54) mit n = 1:

2Py = 3uP,—Py=3u*>-1,
d.h. Py(p) = % (3u*—1) . (7.66)
Mit n = 2 ergibt diese Rekursionsbeziehung
3Py = 5uP,— 2P = 5?“ (3u* —1) —2u,

oder Py(p) = %(5u3—3u) . (7.67)

Orthogonalitit: Wir starten von der Legendreschen Differentialgleichung (7.60) fiir den In-
dex n,

i [(1 ) ;Lpn(u)} = n(n+ 1) Pa(p) =0,
und fiir den Index [ # n,
o |G R+ 1@ DG =0

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit P;(x) und die zweite Gleichung mit P,(u) und
bilden dann die Differenz der Ergebnisse:

[n(n+1) = I + D] Bi() Pu(pe)

= A | (1= 2) 5 Pa)] - Pa) 1| (1= 7))
_d APy, (1) AP, (1)
= 0= R - -2 P )
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Integrieren wir diese Gleichung iiber u, so folgt

1
o+ 1) =10+ 1)) [ duR(Pae)

~1
1
= /;wijﬂ—uﬂﬂmﬂifo—ﬁ—uﬂRMO

= [ [ ™28 W)

dP (1)
dp
du du

aufgrund des Faktors (1 — p?). Fiir [ # n folgt daher die Orthogonalititsrelation

1
/_ duP ) Pali) = 0. (7.68)

Ubungsaufgabe: Beweisen Sie die Orthonormalititsrelation

1
2
duP3(p) = : :
| anpi0 = 52 (7.69)
7.3.2 Assoziierte Legendre-Polynome
Wir untersuchen jetzt die DGL (7.48),
d 9\ AP m?
— (1 - — + [I(l+1)— =0
o =) 0 i = 72 pla = o,
die symmetrisch in m ist. Fiir die Losung setzen wir an
m m/2
P(p) = P"(u) = (1—p2)"" wn(n) (7.70)
dp™ m/2 dw, m/2)—
so dass rre (1—u?) /2;1}7—mu(1—u2)( /2) 1wm(,u,).
Das Einsetzen in die DGL ergibt
d (m/2)+1 dwp, 2\m/2
(1 = 2 Zome 1—
) )
m2 o\m/2
+Pa+m—1_ﬁ}@—u) W, = 0
oder nach Ausdifferenzieren
m+ 2 o\ /2 dwpy, o (m)2)+1 d*Wp,
- —2u)—" 4 (1 —
5 (1=17) " (=2p) i (1—p?) a2
2
m/2 m m/2)—1 m/2 dwp,
—m (1_,“2) / W — - (1 _M2)( /2) (=240 wnm — My (1_,“2) /2 0Wm
2 du
2
m 2\m/2 _
+l(l+1)_1*/l2 (1—p*)"" " wy,=0.
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Wir dividieren durch den Faktor
(1 _ M2)(m/2)*1

und erhalten

2 d*wp, dwm, dw,y,
(1-n) 02 _(m+2)ﬂ(1—ﬂ2)m—ﬂm(1—ﬂ2)ﬁ

+wm [-m (l—uz) +m2u® +1(1+1) (1 —uz) —mz] =0,

oder (1—p*) 02 —,u(l—,u)(m+2+m)ﬁ
—|—(1—,u2)wm [l(l—l—l)—mz—m] =0.
Nach Division durch (1 — u?) ergibt sich
d*w dw
2 m m .
O_M)dm —%m+DWE7+WHJ%ﬂMm+UMM—O. (7.71)

Fiir m = 0 reduziert sich diese Gleichung auf die Legendresche Differentialgleichung (7.60)
fir wo(p)

2 d
(1—?) S22 — 2= L1+ 1wy = 0,

dp? du
also wo(p) = Bi(p)
und Po(u) = Pp). (7.72)
Differenzieren wir Gleichung (7.71) nach pu, so erhalten wir mit der Notation w;n = dzl“—um,
wgl = dz;‘g” usw.,
(1—p?) Wy — 24wy, — 2(m + V) paw,y, — 2(m + Dwy, + [1(1+ 1) — m(m + )] w,, =
(1—p?) wy, —2u[1 +m+ 1w, + [ +1) —m(m+1) —2(m + D]w,, = 0,
oder (1 —u?) w,, — 2(m + 2)pw,, + [[(1+1) — (m+1)(m +2)]w,, = 0,
d.h. die Funktion w,, erfiillt die Differentialgleichung (7.71) fiir wy, 11 fiir m > 0:
(1= 1) wyyyy — 2(m + 2)pavn, g + (11 +1) — (m+1)(m + 2)] Wyg1 =0 .
Es ist also p
W1 = W, = dL/;n (7.73)
Mit Gleichung (7.72) finden wir dann
_ dwy _ dP(p)
wr = 5= )
du du
dwy _ d*Py(p)
Wy = —F = 5
du du
™ P
und allgemein Wy = 4" Pi(y) .
du™
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GemiB Gleichung (7.70) erhalten wir als Losung fiir m # 0 die assoziierten oder zugeord-

neten Legendre- Funktionen

() (= P7(w) = (1 — ) "2 S0
i
die sich aus den Legendre-Polynomen berechnen lassen.
Mit der Formel von Rodrigues (7.63) fiir P;(u),

1 d o, !
P(p) = Mt dl (n*=1)",
folgt die auch fiir negative Werte von —I < m < giiltige Beziehung
(1 _ M2)|m|/2 gt
ot d,um'H

P (i) = (2 -1)" .

Unter Ausnutzung der Leibnitz-Formel

s =3 (") [5an] [580] .
()=

B0 = (0" )

wobei

zeigt man (Ubungsaufgabe), dass

(7.74)

(7.75)

(7.76)

Weiterhin gilt die Orthonormalititsrelation (Ubungsaufgabe) fiir zugeordnete Legendre-Poly-

nome

Ly pm 2 (¢g+m)
/_'1de;0 (.%')Pq (Z’)— 2q+1m5p’q

Fiir den Normierungsfaktor der Kugelflachenfunktionen,
Yim = Ny P"(c0s 0) exp(um)

mit m und [ ganzzahlig und —l < m <, erhalten wir aus der Forderung

2T 1
Qo) = [ o [ du el =1,

_ |
so dass N;,, = 241 (1= m) )
’ 4 (I +m)!

Es gilt die Orthonormalitatsrelation fiir Kugelflichenfunktionen

27 1
/O 46 [ A Vi Y 0:8) = 08,1,
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7.4 Zentralfelder

Die Kugelflachenfunktionen Y}, (6, ¢) sind die normierten Eigenfunktionen der Operatoren
L2 und hatL, des Bahndrehimpulses in Ortsdarstellung. Wegen der Eindeutigkeit der Eigen-
funktionen sind dessen Drehimpulsquantenzahlen m und damit [ ganzzahlig im Unterschied
zu den erlaubten halbzahligen Quantenzahlen m und j fiir beliebige Drehimpuls-Operatoren,.
die sich aus der algebraischen Berechnung ergaben.

Die Natur hat entschieden, dass bei anderen (als dem Bahndrehimpuls) Drehimpulsen, wie
etwa dem Spin, halpzahlige Drehimpulsquantenzahlen auftreten. Jedes Elementarteiléchen

besitzt einen Spin S: einen intrinsischen Drehimpuls zusatzlich zum Bahndrehimpuls defi-
niert durch die Vertauschungsrelation (7.17),

{S Sj} = theijSk | (7.81)

die wie gezeigt auf die Eigenwertgleichungen

S2|s,m >= h%s(s +1)|s,m >, S.|s,m >= hm|s,m > (7.82)
fiihrt mit s = 0, %, 1, %,2, ...und m = —s.—s+1,...,5s —1,s. Pi-Mesonen besitzen den

Spin s = 0, Photonen den Spin s = 1, wihrend Protonen, Neutronen, Elektronen, Leptonen
und Quarks den Spin s = 1/2 besitzen.

7.4 Zentralfelder

Bei Zentralfeldern hangt die potentielle Energie V(7) = V(r) nur vom Abstand r =

V12 + y2 + 22 ab. Die zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung (7.3) lautet dann mit dem
Ausdruck (7.6) fiir den Hamilton-Operator

. <7~ i ) o B2 = (Ba — V() b (7.83)
In Ortsdarstellung ist
Y (7) = R(r)Yim (0, ¢) (7.84)
wobei nach Gleichung (7.33
LY (8,0) = WU1 4+ 1)Yim(8,0) ,  —1<m <l (7.85)

Eingesetzt in Gleichung (7.83) folgt die Gleichung fiir den Radialteil R(r) zu

RYjyy = (En — V(1)) R(r)Yim

Tomr?2 Moy or 2mr?

2 2
k v 0 <r28R(r)> R+ 1)
oder nach Division von Y,

m?”2
4 <r2‘fff> - W)~ EIR=1(+ DR (7.86)
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Zur Vereinfachung dieser Gleichung setzen wir

R(r) = u(:) : (7.87)
so dass @ = ru —u
dr r2
d 2dR d ’ " / / " d2u
und dr(Tdr> = %(ru—u>—ru +u —u =ru =T
Wir erhalten dann fiir Gleichung (7.86)
d?u  2mr U
K d?u K2 (l+1)
_ sz —_ = F . .
oder 5 02 + l:V(T’) + ST ] u(r) u(r) (7.88)
Fiihren wir das effektive Potential
B2 (1 +1)
e = — 7.
Vet (r) =V (r) + ST (7.89)
ein, so ist die radiale Gleichung
d?u  2m
2 T [E = Vest ()] u(r) =0 (7.90)

formal identisch zur eindimensionalen zeitunabhingigen Schrodinger-Gleichung (3.1). Der
zweite Term im effektiven Potential (7.89) wird Zentrifugalterm genannt in Anlehnung an
die Behandlung der Relativbewegung des Zwei-Korperproblems der klassischen Mechanik
(sieche Mechanik-Vorlesung Kap. 4.2).

Die Normierung des radialen Anteils lautet dann

/Ooo lu(r)|?dr =1, (7.91)

weil mit d3r = r?sin 0d¢ und Gleichungen (7.84) und (7.87)

00 T 27 o)
1:/d3r|1/)n|2:/ dr r2|R(r)\2/ desme/ d¢|lﬁm\2:/ fu(r) [2dr
0 0 0 0

unter Ausnutzung von Normierung (7.80).
Zur weiteren Losung der Radialgleichungen (7.88) oder (7.90) miissen wir die Abhangigkeit
V (r) spezifizieren.

7.5 Coulomb-Problem
Wir betrachten die Bewegung eines Elektrons im Coulomb-Feld eines Z-fach geladenen (Q =
Ze) Atomkerns, der zundchst im Ursprung ruht (siehe Abb. 7.3):

Vir) = _ze (7.92)

r
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Elektron (-g,)

Abbildung 7.3: Zum Coulomb-Problem

Im Fall des Wasserstoff-Atoms ist speziell Z = 1.
Fiir das Coulomb-Potential (7.92) lautet die Radialgleichung (7.88)

2 52 2 2
o [FEE ) = Bu). (7.93)
Es ist unsere Aufgabe, normierbare Losungen u(r) dieser Gleichung zu finden und dabei
die erlaubten Elektronenenergiewerte £ zu bestimmen. Wir werden feststellen, dass das
Coulomb-Potential kontinuierliche Zustinde mit positiven (E > 0) Werten der Energie als
auch diskrete Zustinde mit negativen (E < 0) Werten der Energie als normierbare Losun-
gen erlaubt. Die ersteren sind geeignet zur Beschreibung von Elektron-Kern-Streuung; die
zweiten werden interpretiert als gebundene Zustdnde des Elektrons im Feld des Atomkerns.
Die Analogie zum Kepler-Problem der klassischen Mechanik ist das Auftreten von gebun-
denen Ellipsenbahnen und ungebundenen Hyperbelbahnen von Planeten bzw. Kometen im
Gravitationspotential des Zentralsterns.

Wir beginnen mit gebundenen Zustinden, d.h. negativen Energiewerten £ < 0 und setzen
zur Vereinfachung der Notation

—2m.FE

k
h

(7.94)

Fiir E < 0 ist k rein reell. Nach Division von Gleichung (7.93) durch E erhalten wir

1 d? (1+1) 2m.Ze?
u +(—|—)_meu.

k2 dr? k22 k2h2r
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7 Dreidimensionale Quantensysteme

Mit den Definitionen

2m.Ze?
p = k?", PO = W (795)
d*u po  lLl+1)
7.5.1 Losung mit Kummer-Funktion
Durch die Substitution -
== 7.97
P=3 (7.97)
bringen wir Gleichung (7.96) in die Form
d*u 1 po II+1)
W - |:4 - % + .%'2 u(:n) . (7.98)
Der Vergleich mit Gleichung (4.16)
dZMu v 1 p V- %
) — — _ = M v ,
dz? [4 x + x2 o ()
zeigt, dass die Lésungen von Gleichung (7.98) Whittaker-Funktionen sind:
uw(x) =My (x) + oWy (x) (7.99)
mit 4 = po/2 und
1
2
—— = Il(l+1
2oy = ),
also v o= [+ 1
= 5
Wir erhalten also
u(z) = clM%oJJr%(ﬂz) + CQW%JJF%(QC) : (7.100)

Driicken wir wie in Kap. 4.1.3 die Whittaker-Funktionen durch die Kummer-Funktionen aus,
so folgt

— ol —x/2 _ Po _Po
u(z) =x""e [clM (l+1 5 ,2(l+1),x>+ U (l+1 2,2(l+1),x>]
und mit x = 2p = 2kr die Linearkombination

u(r) = ritlehr [alM (z t1- %,2(1 + 1),2kr) +oaU (z f1- %,2@ n 1),21@7«)}

(7.101)
mit neuen Konstanten a; und as.
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7.5 Coulomb-Problem

Mit den in Kap. 3.6.2 abgeleiteten asymptotischen Entwicklungen fiir groBe und kleine Ar-
gumente,

Eéig 20 Be% Ula,B,2>> 1)~ 27,

M(a,B,z<1) ~ 1, U(a75>1’z<<1)0<Z1—B’

M(a,B,2>1) =~

betrachten wir das Verhalten der Lésung (7.101) fiir » — 0 und 7 — oc.
Fiir r — 0 erhalten wir

ulr < 1) ~ Pt {al + a2037“17(2l+2)] = a1t + agesr™t .

Da der zweite Term divergiert und dadurch die Normierung (7.91) unmdoglich machen wiirde,
setzen wir ag = 0 und von der Lsung (7.101) verbleibt

ulr) = ar' e M (141 22 201+ 1), 200 ) (7.102)

Fir »r — oo erhalten wir das Verhalten

I+ —kr I'(20 +2)
L(l+1-12)
NGRS B
D(l+1-£2)

u(r>1) ~ ar (2kr)_(l+1+p70)62kr
(7.103)

Diese Funktion divergiert fiir r — oo, wenn nicht die Gamma-Funktion im Nenner gegen
Unendlich geht. Dies passiert fiir Argumente der Gamma-Funktion, derart dass

l+1—% - 1-n, mit ne=1,2,3,... (7.104)
also fiir po = 2(l+ny), (7.105)

wobei die radiale Quantenzahl n, eine beliebige natiirliche Zahl ist. Mit Gleichung (7.95)
folgt fiir die Bedingung (7.105)

2meZe?
fles= 9
2 I+ n.)
meZe?
d k = kp=———. 1
oder 20+ (7.106)

Fiir Werte von py gemaB der Bedingung (7.105) bricht die Kummer-Funktion erster Art ab
und wir erhalten die normierbaren Wellenfunktionen

U, (1) = e, 7T e T M(1 = n,, 200+ 1), 2k, 1), ny=1,2,3,.... (7.107)
Die erlaubten Werte (7.106) fiir k,, ergeben als erlaubte Energiewerte gemaB Definition (7.94)

_h2kT2L _ meZ%et
2me  2h2(1 +n,)?’

E, = n,=1,2,3,.... (7.108)
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7 Dreidimensionale Quantensysteme

Wir definieren die Hauptquantenzahl n als
n=n,+1 (7.109)
und erinnern uns an den Bohr-Radius (2.78)

h2
mee?

a =Ty —=

Damit erhalten wir fiir die Ergebnisse (7.106) und (7.108)

Z
kn = — (7.110)
nro
2
und E, = EZ°n? By =—5—=-136eV (7.111)
To
firn =1,2,.... Bei gegebener Hauptquantenzahl n sind die gebundenen Energieeigenwerte

(7.111) nicht mehr von der Drehimplusquantenzahl [ abhéngig. Der gesamte Entartungsgrad
eines Energieniveaus ist dann (ohne Elektronenspin)

gn=>_ > 1=n?, (7.112)

d.h. zu jedem Energieeigenwert gehdren n? verschiedene Wellenfunktionen, die sich in den

Drehimpulsquantenzahlen [ und m unterscheiden.
Mit Gleichungen (7.109) und (7.110) schreibt sich die radiale Wellenfunktion (7.107) als

_Zr 27
Uy (1) = cpr! e o M <l +1-—n,20+2, T) ; n=123,.... (7.113)
nro

Diese Losung wird haufig mit den Laguerre-Polynomen

!
i) = H)P}ﬁz\ﬂp* Gp+1,t) (7.114)

ausgedriickt. Mitp=2l+1undl+1—-—n=p—q=2l4+1—¢q folgt g =n+1 und

ol 2 g (247
Up(r) = dpr e "o L (nm) . (7.115)

Die Zustdnde sind gekennzeichnet durch die drei Separationskonstanten n,., [, m bzw. n, [, m,

die ihrerseits die Eigenwerte der drei Operatoren H, L? und L. bestimmen.

7.5.2 Mitbewegung des Atomkerns

Bisher wurde bei der Behandlung des Coulomb-Problems nur die Relativbewegung des Elek-
trons betrachtet, der Atomkern selbst aber ruht. Macht man die letztere Annahme nicht,
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7.5 Coulomb-Problem

so handelt es sich um das quantenmechanische Gegenstiick des klassischen Zweikdrperpro-
blems, namlich die Bewegung eines abgeschlossenen Systems von zwei Massenpunkten (Kern
und Elektron), deren Wechselwirkung nur vom Abstand abh&ngt. Die Zahl der Freiheitsgrade
des Systems betrdgt dann s = 6, und in der Ortsdarstellung werden seine Zustinde durch
eine Gesamtwellenfunktion beschrieben, die von den sechs Koordinaten (x1,y1, 21, T2, Y2, 22)
abhangt. Die stationdre Wellenfunktion erfiillt die zeitunabhidngige Schrodinger-Gleichung

B h2 82¢ N 82w N 82’(/1 B h2 821/1 N 821/1 N 621/J
2my \ 0z3 = Oy? = 022 2mg \ 023 Oy3 = 023

tV ([(xl —22)” + (1 —y2)* + (21 — z2)2]1/2) ¢ = Ei. (7.116)

Wie in der klassischen Mechanik Idsst sich das System durch die Transformation auf Schwerpunkts-
(R) und Relativkoordinaten () formal in zwei unabhéngige Teilsysteme zerlegen: mit

miT + maTy M + Moy

R ea— Vi , F=7 -7 (7.117)
— =4 m — — =g m —
folgt rn = R+ ﬁQr, o =R — er (7.118)

mit der Gesamtmasse M = mj -+ mo. Wir fiihren ebenfalls die reduzierte Masse

pt=mit 4+ myt (7.119)
gleichbedeutend mit
= M (7_120)
my1 + mg

ein. Die Hamiltonfunktion des Zweikorperproblems ist dann

my .o M2 .9

H = 77’1+7r2—|—V(\F1—F2|)
- i i v
= iTep mlmiﬂz;mml 2 1V (r)
= %R2+%f2+V(T> ;;\12}+§i+1/(r)

mit den kanor_1_isch konjugierten Impulsen Pr = MR und p, = ur. Mit dem korrespon-
denzmaBigen Ubergang

Pr= —1hVp, pr= — 1AV, (7.121)
erhalten wir fiir den Hamilton-Operator
-~ h? h?
H=—5fAr= g0+ V(). (7.122)
Die Schrodinger-Gleichung (7.116) reduziert sich dann auf
—Q’j\z&w (é, F) - ZAW (E,F) F V() (ﬁ:, F) = By (é, F) . (7.123)
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7 Dreidimensionale Quantensysteme

Der Separationsansatz

6 (71,73) = (R,7) = v (B) 0 (7) (7.124)
liefert
1 h? = S
(@ [—WARwa (%) - Ev. (R)] = -,
- - ARV ) (7.125)
- wb (7?‘) 2'“ r¥b b :
mit der Separationskonstanten — Fy. Wir erhalten die beiden Gleichungen
h? - ~
—oBrve (B) = (B— Eva () (7.126)
2
und ~ SA V() = B () (7.127)

Die erste Gleichung (7.126) beschreibt die freie Bewegung des Massenschwerpunkts mit der
kinetischen Energie (E — Ej); die zweite Gleichung (7.127) beschreibt die Bewegung eines
fiktiven Massenpunkts mit der reduzierten Masse p im Zentralfeld V(7). Beide Teilprobleme
haben wir schon frilher behandelt. Wie wir gesehen haben, ist das erste Teilproblem in
kartesischen Koordinaten separabel und das zweite in Kugelkoordinaten. Insgesamt erhalten
wir die sechs Bewegungsintegrale Pr,, Pr,, Pr,, Ep, L% L,.

Im Sonderfall der Coulomb-Wechselwirkung (7.92) folgt fiir die Eigenwerte der Energie bei
gebundenen Zusténden nach Gleichung (7.108)

uZ%e
2h2n2 "’

die sich von denen fiir Systeme mit unendlich schwerem Kern (7.111) nur um den Faktor

Ey=E, = (7.128)

B 1
me_l—i—n";—;

(7.129)

unterscheiden, was beim Vergleich von leichten zu schwerem Wasserstoff zur Isotopie-Verschiebung
der Spektrallinien fiihrt.

7.5.3 Das Spektrum des Wasserstoffatoms
Die in Gleichungen (7.111) und (7.128) berechneten Energieeigenwerte fiir Z = 1

2
es 1
E,=——, =1,2,3,...
" 2rg n2 "
geben die Energieniveaus der gebundenen Elektronen im Wasserstoffatom an. Beim Ubergang
vom Niveau E; zum Niveau E¢ wird vom Wasserstoffatom ein Lichtquant der Energie

211 1
hV:Ei—Ef:e[ —2], ne <. (7.130)

2
27 ny on;
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7.5 Coulomb-Problem

Mit h = 27th folgt mit dem Bohrradius (??) und p ~ m,

e? 1 1 meet | 1 1
V= ——— —_—— — fr —_—
4dmroh n?c n2 4mh3 n?c n?

3 7

Fiir die Wellenlange A = ¢/v des emittierten Photons erhalten wir dann die Rydberg-Formel

1 1 1 1 1
A ny on; ny n;
mit der Rydberg-Konstanten
_ e 9710 m! (7.132)
 dwehd ' '

In Abb. 7.4 sind die Energieniveaus und Spektralserien des Wsserstoffatoms (sog. Grotrian-
Diagramm) dargestellt. Die Ubergidnge zum niedrigsten Niveau ny = 1 liefert die Lyman-

E 4
/ S S s S S S
/ Kontinuum, Streuzustande /
o P S S S Ve
n=>5
‘L n=4
E
@1 ] n=3
Paschen-Serie
3,4eV ¢+ n=>2
_E, Balmer-Serie
7
-13,6eV n=1

Lyman-Serie

Abbildung 7.4: Energieniveaus und Spektralserien des Wasserstoffatoms

Serie mit

VL:Rc[l—T;lQ]

Die Balmer-Serie ist durch ny = 2 definiert, die Paschen-Serie durch ny = 3, die Brackett-
Serie durch ny = 4, die Pfund-Serie durch ny = 5 und die Humphreys-Serie durch ny = 6.
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7 Dreidimensionale Quantensysteme

7.5.4 Kontinuumszustiande E > 0 im Coulomb-Feld

Fiir positive Energiewerte E > 0 ist gemaB Notation (7.94)

[——— K= 2:E (7.133)

rein imaginar. Die radiale Wellenfunktion (7.103) hat dann das asymptotische Verhalten

B8] () o ()

u(r — 00, E > 0) o exp [j:

und ist oszillierend und insbesondere beschrankt. Aus der Bedingung der Normierbarkeit
(7.91) ergeben sich daher keine Einschrankungen hinsichtlich der erlaubten Werte von E > 0.
Neben den diskreten, negativen Energieeigenwerten existiert ein Kontinuum von Losungen
mit positiven Energiewerten. Die gebundenen und die ungebundenen Losungen bilden zusam-
men den vollstandigen Satz der Eigenfunktionen des Hamilton-Operator des Coulomb-Feldes
(siehe 7.93).

7.6 Darstellung des Spins

Das Stern-Gerlach-Experiment (1921) der Aufspaltung eines Atomstrahls in einem inhomo-
genen Magnetfeld, der Einstein-deHaas-Effekt (1915) und der Zeeman-Effekt (1898) sind
Schliisselexperimente fiir das Auftreten des Spins bei Protonen und Elektronen: diese Teil-
chen besitzen einen zusatzlichen (zum Bahndrehimpuls) Eigendrehimpuls (Spin).

Der Spin ist als Drehimpulsoperator iiber die Vertauschungsregel (7.81) definiert, d.h.

(508, = s, [5,8] = s [5.8] = s, . (7.134)

die auf die Eigenwertgleichungen (7.82) fiihrt:

S?|ls,m> = h2s(s+1)|s,m >, (7.135)
S.|s,m> = hm|s,m> . (7.136)
Die moglichen Eigenwerte sind s = 0, %, 1, %, 2, %, ...undm=—-s,—s+1,...,s.

Mit den Hilfsformeln A(7.35)Aund (7.36) von Kap. 7.2.2 zeigen wir fiir die Aufsteige- und
Absteige-Operatoren S4 = S, 1.5, dass

Sils,m >=h/s(s+1) —m(m+1)[s,m+1> . (7.137)
Beweis: Fiir den Aufsteige-Operator §+ gilt
Syls,m >= agm|s,m+1>
mit der Normierungskonstanten ag,,. In bra-Darstellung gilt dann

< s,m|S% =< s,m+ 1|k, .
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Unter Verwendung von S* = S_ folgt fiir das Skalarprodukt

<s,m‘§i§+‘s,m> = <s,m S S, s,m>
= (s,m+1la asm|s,m+1) = |asm|® . (7.138)
GemiB (7.35) gilt
S_Syls,m> = h*s—m)(s+m+1)|s,m >

= R [s(s+1) —m(m+1)]|s,m >
und wir erhalten fiir (7.138)
HasmH2 = <s,m ‘3_§+ 5,m>
(s,m {h2 [s(s +1) —m(m +1)]| s,m)

= W*[s(s+1)—m(m+1)],
so dass Sils,m> = hls(s+1) —m(m+ 1))V [s,m > .

Der Beweis fiir S_ verliuft analog. Q.E.D.

7.6.1 Spin s =3

Der Fall s = 1/2 ist der wichtigste Fall, da er fiir normale Materie zutrifft: alle Quarks,
Leptonen, Proton, Neutron und Elektron. In diesem Fall gibt es zwei Eigenzustande:

Spin-up-Zustand (1)

11\ i o L _1
§,§> m|t3—2undm—2,

Spin-down-Zustand (]) |3,—3) mit s =1 und m = —3.

D[

Wir benutzen diese beiden Eigenzustdnde als Basisvektoren. Dann stellen wir den allgemeinen

Zustand eines Spin—%—TeiIchens dar als 2-komponentige Spalten-Matrix (sog. Spinor)

X = (g) = ax4 +bx—, (7.139)

also als Uberlagerung des Spin-up-Zustands

o = ';;> _ <é> (7.140)

Y = ‘;_;> _ (g) (7.141)

mit den Entwicklungskoeffizienten a und b.

und des Spin-down-Zustands
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Die Spin-Operatoren S2, S, S1 kénnen wir durch 2 x 2-Matrizen darstellen, wie wir anhand
der Wirkung auf x4 und y_ sehen. Nach Gleichungen (7.135) und (7.136) gelten

N 3
Sxy = ZHQXJm Sax+ = shx+ (7.142)

N 3
und Sy_ = Zhgx_, S.x— = —=hx- . (7.143)
Aus den Gleichungen (7.137) folgt

- ~ |1 1 3 1 111 3 1

SX Sy 5’ 2> 1 < 2) 5 ‘2,2> \Vg T T X

A 5 |11 3 1 1|1 1 3 1

S = 2’2>_h\/4_<2>'(_2>‘27—2>—h\/4+4><——ﬁx_,
A ~ (11 3 1 311 3

Six+ = Sy 2,2>—h 4—<2>-2‘2,2>—0

)i (D)2

Sex+ = % (5’+X+ + SLX+> = gxf :
Sex- = % (S+X— + 5’—X—) = gx+ :
Syx+ = % (Sxs = 5xs) = —%x :
Syx— = % (S’+><— - 3—X—) = %m :

In Matrix-Schreibweise erhalten wir also
A 3 10 A 0 1 A 0 0
2 = — 2 = =
o= 0 <0 1)’ S+ h(o 0)’ S- <1 0) ’
A h (o 1 A h (0 — A h(1 0
und - S = 2(1 o>’ Sy_2<z 0)’ SZ_2<0 —1)'
Es ist iiblich, die letzte Gleichung mittels der Pauli-Spin-Matrizen & zu schreiben

A h. . (0 1 . (0 — . (1 0
5—50, 0;,;-(1 0), O'y—<Z O>’ O‘Z—(O _1>. (7.144)

Man erkennt, dass die Matrizen fiir S’x, S’y, S’Z und S2 in der Tat bermitesgh sind, was
auch sein muss, da es sich um Observablen handelt. Die Matrizen fiir S; und S_ sind nicht
hermitesch.
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Die Eigenvektoren zum Operator S, sind

().

(0
X_ - 1 9
mit dem Eigenwert —h/2.
Misst man S an einem allgemeinen Zustand (7.139), so erhalt man den Wert +£/2 mit der
Wahrscheinlichkeit |a|? und den Wert —h/2 mit der Wahrscheinlichkeit |b|?, wobei

mit dem Eigenwert +//2 und

la> + [b)* = 1

ist, d.h. die Spinoren miissen normalisiert sein.
Was passiert nun bei der Messung von S,.? Wir berechnen die Eigenwerte A und die Eigen-
spinoren 1) von S, aus

Sath = Mp

h(0 1 . 10
2(1 0)7’[’ - AQ'Z’ZM’Z’ZA(O 1)
h
HAR B

Als charakteristeristische Gleichung (vergl. mit (5.4.3)) erhalten wir

)\ b n\?2
det ( 2>:A2—<> =0
oA 2

h
M2 =E5 (7.145)

Sz hat also die gleichen Eigenwerte wie S,. Die dazu gehorigen Eigenspinoren folgen aus der

Gleichung
h (0 1 « h [«
s(10) () - =)
so dass (ﬁ> = =+ (a)
Sy B

und 6 = ta.

)

also mit Darstellung (7.144)

mit den Losungen

Die normierten Eigenspinoren von S, sind dann

@ -

S-Sl
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7 Dreidimensionale Quantensysteme

mit dem Eigenwert Eigenwert +5/2 und

mit dem Eigenwert —//2. Auch diese Eigenspinoren spannen den Hilbertraum auf und wir
konnen den allgemeinen Zustand (7.139) ebenfalls darstellen als

a+b (x) a—>b (z)
= + N
Die Wahrscheinlichkeit fiir S, den Wert %h zu messen ist dann %|a + b|?; die Wahrschein-
lichkeit fiir S, den Wert %ﬁ zu messen ist dann %|a — b[%.

7.6.2 Gedankenexperiment zu den Konzepten der Quantenmechanik

Wir nehmen an, dass sich ein Spin—%—TeiIchen im Spin-up-Zustand x4 befindet, d.h. fiir die

Frage, was ist die z-Komponente des Teilchenspinzustandes, so ist die Antwort eindeutig %ﬁ
Wird S, gemessen, so erhalten wir sicher diesen Wert.
F: Was ist die z-Komponente des Teilchenspinzustandes?

A: Das konnen wir nicht eindeutig beantworten. Mit 50 zu 50-prozentiger Wahrscheinlichkeit
werden wir bei dessen Messung die Werte —h/2 oder +//2 erhalten.

F: Das ist eine unbefriedigende Antwort. HeiBt das, dass wir den wahren Zustand des Teil-
chens nicht kennen?

A: Im Gegenteil: wir wissen genau, dass es im Spin-up-Zustand x ist.
F: Aber warum kann man dann nicht sagen, was der Wert von S, ist?

A: Das Teilchen hat keinen bestimmten Wert von S, in diesem Zustand. Sonst ware ja auch
die Unscharferelation verletzt. Das Teilchen kann nicht gleichzeitig einen wohldefinier-
ten Wert von S, und S, haben.

F nimmt das Versuchsexperiment her und misst den Wert von S;; sagen wir, er erhilt %h
F: Aha, du irrst dich: das Teilchen hat doch genau den Wert %h von Sj.
A: Klar, den hat es jetzt. Aber das beweist nicht, dass es den vor der Messung auch hatte.

F: Das ist doch Haarspalterei. Und {iberhaupt, was heiBt hier Unscharferelation? Ich kenne
jetzt beides: S, und S,.

A: Tut mir leid, du weiBt es nicht. Durch die Messung hast du den Teilchenzustand geandert:
es ist jetzt im Zustand Xf)- Du kennst jetzt genau den Wert von S, aber nicht mehr

den Wert von S,.
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F: Aber ich war extrem sorgfiltig, das Teilchen nicht zu stéren, als ich .S, gemessen habe.
A: Falls Du mir nicht glaubst, priife es doch nach und sieh, was du erhaltst.

F kann bei der Messung natiirlich wieder < S, > erhalten, aber wenn er diese Prozedur
oft genug wiederholt, wird er in der Halfte der Falle den Wert %h erhalten!

Dieses hypothetische Beispiel zeigt wunderbar das Denkkonzept der Qunatenmechanik auf!
Aber es ist schwer, dieses (“Teilchen hat keinen wohldefinierten Wert von S, etc.”) einem
Laien verstandlich zu machen.

_ th
— 2

7.6.3 Magnetisches Moment

Wir wissen aus der Elektrodynamik (siehe Elektrodynamik-Vorlesung Kap. 4.7), dass mit
dem Bahndrehimpuls L eines Elektrons das magnetische Moment

(& -

L

[ Bahn = —
2mec

verbunden ist.
Auch mit dem Spin ist ein magnetisches Moment assoziiert

e —

[ Spin = — 7.146
H Spin g2mec ( )
mit dem gyromagnetischen Faktor oder Lande-Faktor g. Der Zeeman-Effekt (vergl. Kap.
8.4) zeigt den Wert g = 2 an. Eine genaue Begriindung des von Gleichung (7.146) folgt
aus der Dirac-Gleichung, der relativistischen Wellengleichung fiir Spin—%—Fermionen, wie wir
spater zeigen werden. Fiir das gesamte magnetische Moment des Elektrons erhalten wir dann

mit Gleichung (7.144)

e

fi = i1 Bann + /i Spin = — (E n 2§) . (E n h&) . (7.147)
MeC 2mec

Die Wechselwirkungsenergie mit einem Magnetfeld B ist dann (sieche Kap. 8.4)

_ L ﬁ
Hipe = —fi- B = up <h+5> -B (7.148)
mit dem Bohrschen Magneton
eh
= . 7.149
HB 2mec ( )

Durch die Wechselwirkungsenergie (7.148) geht der Spin in die Schrodinger-Gleichung ein.
In der Wechselwirkungsenergie gehen L + 25 additiv ein; die relativistische Theorie liefert
allerdings eine gegenseitige Beeinflussung von Lund §geméB der sog. Spin-Bahn-Kopplung,
die wir zunachst heuristisch, also nicht streng, herleiten.
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7 Dreidimensionale Quantensysteme

7.6.4 Heuristische Herleitung der Spin-Bahn-Kopplung

Im Atom bewegt sich das Elektron relativ zum Kern, der das elektrische Feld E = —V§(7)
verursacht mit ¢(r) = —V(7) /e. Da sich das Elektron relativ zum Kern bewegt, sieht es in
seinem Ruhesystem die transformierten Felder E' und B ~ (¥ x E)/c2. Benutzen wir dieses
Feld fiir den Spin-Anteil in Gleichung (7.148), so erhalten wir

2up = = 2 . -
kl _ 2up _ 2up .
HSpin—Bahn_ hS'B—W<EXU)~S.
Mit dem Zentralpotential ¢(7) = ¢(r) gilt
o do 1dg¢
E(r) = - _Z
(r) dr ¢ rdr ’

Wir erhalten

2up (1do\ > &
HY = “9N L.
Spin—Bahn <T dr S

himc?

e ldo\ » =
- A A
m2c? <rdr>

- (1dv>i-§. (7.150)

m2e? \r dr

Bis auf einen Faktor 2 ist Gleichung (7.150) gleich dem exakten relativistischen Ergebnis. Den
Einfluss dieser zusatzlichen Wechselwirkungsenergie werden wir mittels der Stérungsrechnung
in Kapitel 8.2 untersuchen.

7.7 ldentische Teilchen, Pauli-Prinzip

In Anlehnung an die Diskussion in Kap. 7.5.2 erhdlt man die Wellenfunktion fiir ein 2-
Teilchen-System W (7,7, t) aus der Losung der Schrodinger-Gleichung

ov

hi— = HU 7.151
mit dem Hamilton-Operator
H= ——h2 V2 — —hz Vit V (71, 75) (7.152)
omy ! o2my T2 ’

Fiir zeitunabhangige Potentiale ist

U (7, 7, t) = o (71, 7) eI (7.153)
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7.7 Identische Teilchen, Pauli-Prinzip

wobei E die Gesamtenergie des Systems ist und

h2 —'2 h2 —‘2
— Vi) — —Vah+ V(7,7 =FEy. 154

Wir 16sen die zeitunabhidngige Schrodinger-Gleichung (7.154) mit dem Produktansatz

Y (71, 72) = Ya (1) Yy (72) (7.155)

wobei die Indizes a und b die Zustidnde a und b kennzeichnen.
Die Losung (7.155) geht von der Unterscheidbarkeit der Teilchen aus: Teilchen 1 ist im
Zustand a und Teilchen 2 ist im Zustand b. Klassisch ist die Unterscheidung moglich zum
Beispiel bei blauen und roten Billardkugeln. Aber quantenmechanisch sind Elektronen oder
andere Elementarteilchen nicht unterscheidbar, d.h. die Losung

T/J (7?17 7?2) = % (7?2) Py (Fl) (7.156)

durch Austausch von Teilchen 1 und Teilchen 2 beschreibt die véllig gleiche Situation. Als
Konsequenz muss der Lisungsansatz der quantenmechanischen Beschreibung zweier un-
unterscheidbarer Teilchen so abgedndert werden, dass alle physikalischen Gréfien, die mit
diesem Ansatz berechnet werden, durch den in Gedanken vorgenommenen Austausch der
beiden Teilchen unverdndert bleiben. Offensichtlich gibt es zwei Mdglichkeiten.

1. Méglichkeit: Symmetrische Kombination der beiden gleichberechtigten Produktansitze
(7.155) und (7.156):

¥ sym = Ala (71) Yo (72) + ¢ (71) Ya (72)] (7.157)

mit der Normierungskonstante A. Dieser Ansatz erinnert an die Argumentation beim Dop-
pelspaltexperiment (Kap. 1.6): wenn zwei Realisierungen des Experiments in verschiedener
Art nicht unterschieden werden kénnen, so tritt Interferenz auf, die als Uberlagerung der
Wellenfunktionen gedeutet werden kann. Die symmetrische Wellenfunktion (7.157) bleibt
bei einem Austausch der beiden Teilchen vollig ungedndert.

Die Wellenfunktion selbst kann aber nicht beobachtet werden, sondern nach Bornscher Deu-
tung das Betragsquadrat der Wellenfunktion [1/|?. Deshalb existiert als

2. Méglichkeit: antisymmetrische Kombination

Y antisym = A [V (1) Yy (T2) — by (71) Yo (72)] - (7.158)

Auch diese stellt einen Ansatz dar, der die Ununterscheidbarkeit der Elementarteilchen bertick-
sichtigt.
Die Theorie erlaubt also zwei Arten von identischen Teilchen:

Bosonen mit symmetrischer Wellenfunktion (7.157) wie etwa Photonen und Mesonen,

Fermionen mit antisymmetrischer Wellenfunktion (7.158) wie etwa Protonen und Elektro-
nen.
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7 Dreidimensionale Quantensysteme

Die relativistische Quantenmechanik zeigt, dass Bosonen einen ganzzahligen Spin oder Spin
Null haben und Fermionen haben halbzahligen Spin.

Aus der Antisymmetrie ihrer Wellenfunktionen folgt sofort als wichtige Eigenschaft der
Fermionen das Paulische Ausschlussprinzip: Zwei identische Fermionen (z.B. Elektronen)
kdnnen sich nicht im gleichen Zustand befinden.

Denn mit 1, = 1, wére die antisymmetrische Wellenfunktion (7.158)

77[) antisym — A [wa (Fl) wa (772) - @Z}a (7?1) ¢a (7?2)] =0.
Dies formulieren wir allgemeiner mit dem Austausch-Operator If’, der definiert ist durch
Pf(71,7%) = f (72, 71) - (7.159)

Daraus folgt sofort
P2f(F7) = P Pf (717) | = Pf (72, 7) = £ (7L7)

also P2 =1, so dass die Eigenwerte von P gleich £1 sind.
Sind zwei Teilchen identisch (m; = mg), so ist der Hamilton-Operator (7.152) wegen
V(71,72) = V (72, 71) identisch beziiglich Teilchen 1 und 2, so dass der Kommutator

{15, H] ~0. (7.160)

P und H sind gleichzeitig scharf messbare Observable und man kann ein gemeinsames System
von Eigenfunktionen finden: entweder symmetrische zum Eigenwert +1

Y (1, 72) =+ (P2, 1)
fiir Bosonen, oder antisymmetrische zum Eigenwert —1
Y (r1,70) = =1 (72, 71)

fiir Fermionen.
Startet ein System in einem dieser Zustdnde, so bleibt es in diesem Zustand. Sei etwa fiir
Bosonen P (ty) = v (to). Im Schrédinger-Bild folgt dann fiir spatere Zeiten mit (7.160)

Py(t) = Pe H0/ My (1)
_ e—zH(t—to)/hpwto)
= e A (o) = (1)
Und fiir Fermionen Pi)(ty) = —t(to) analog
Py(t) = Pe 010/ My (ty)
_ efzf{(tfto)/hpw(to)
= ey ) = —(t)
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7.8 Periodisches System

7.8 Periodisches System

Ein neutrales Atom mit der Ladungszahl Z besteht aus einem schweren Kern mit der Masse
M und der Ladung Ze und Z Elektronen mit der Masse m. und der Ladung —e. Nach der
Separation der Kernbewegung (siehe Kap. 7.5.2) lautet der Hamilton-Operator der Relativ-
bewegung der Elektronen in Ortsdarstellung

Z
~ - 72 1 e2
H = [—VQ - :| + a — — 9 (7161)
; 2me J Ty 2 ]; |7“j — ’I“k|

J

mit den Relativkoordinaten 7 in Bezug auf den Atomkern. Der erste Term beschreibt die
kinetische Energie der Elektronen, der zweite die potentielle Energie im Feld des Atomkerns
und der dritte die gegenseitige AbstoBung der Elektronen. Der Faktor (1/2) im dritten Term
tritt auf, weil bei der Summation jedes Paar zweimal gezdhlt wird. Der Hamilton-Operator
geht ein in die zeitunabhingige Schrédinger-Gleichung

Hep (7, ...,7g) = By (7, ... ,77) - (7.162)
Weil die Elektronen identische Fermionen sind, sind nur solche Lésungen (mit Ort und Spin)
1/](?17"'7FZ)X(§17"'7§Z) (7163)

akzeptabel, die antisymmetrisch beim Austausch zweier beliebiger Elektronen sind.

Die Schrodinger-Gleichung (7.162) ist nur fiir Z = 1 geschlossen |6sbar (oder fiir 1-Elektronen-
Atome (vergl. Coulomb-Problem Kap. 7.5). Fiir Z > 2 gibt es keine exakte Losung wegen
der Schwierigkeiten durch den AbstoBterm im Hamilton-Operator (7.161).

7.8.1 Helium (Z = 2)
Vernachlassigen wir den AbstoBterm, lautet der Hamilton-Operator (7.8.1) fiir Helium

h2 = 2 262 h2 = 2 262
+ |— .
2me 1

H~ [— (7.164)

Fiir diese Naherung separiert die Schrédinger-Gleichung und wir erhalten die Wellenfunktion
als Produkt zweier “Wasserstoff” -Wellenfunktionen

Y (71, 72) = Ynim (T1) U,y (T2) (7.165)
mit dem Bohrradius age = 79/2 und der Bohr-Energie Ey. = 4FE,, wegen des Faktors
Z? =4 in (7.108). Die Gesamtenergie wire Ey. = 4(E,, + E /) wobei E,, = —13.6/n? eV.
Nach (7.84), (7.87) und (7.113) ist

u\r
Ynim = Rn(r>1/lm (97 (b) - ;)YZm (97 ¢)
—2r/r 8 —2r/r
so dass 1/)100 = (1€ OPO(H) = 736 0
7T7'0

(7.166)
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7 Dreidimensionale Quantensysteme

Damit erhalten wir fiir den He-Grundzustand
8

Yo (71,72) = 10 (71) Y100 (T2) = ﬁed(”*”)/m (7.167)
0
mit der Energie Ey = 8(—13.6)eV =—-109eV. (7.168)

Da 1y nach Gleichung (7.167) symmetrisch ist, muss gemaB Gleichung (7.163) der Spin-
Zustand antisymmetrisch, d.h. Singlet-Zustand, sein. Der Grundzustand ist also in Singlet-
Konfiguration mit gegensatzlich (T |) ausgerichteten Spins. Experimentell bestétigte sich
der Singlet-Zustand des Grundzustands des Heliums, jedoch wurde der Grundzustandsener-
giewert zu Ey = —78.975 eV gemessen, in groBer Abweichung von (7.168). Mit einer
Stérungsrechnung unter Beriicksichtigung des AbstoBterms erhdlt man einen verbesserten
theoretischen Wert fiir £, (Ubungsaufgabe).

Betrachten wir jetzt die angeregten Zustdinde von Helium: wir haben ein Elektron im wasserstoff-
dhnlichen Grundzustand 199, das andere im angeregten Zustand 1,,;,,, so dass der Ortsanteil
der Gesamtwellenfuntion durch das Produkt ¥100%nim gegeben ist. Wir kdnnen dann

— symmetrische Ortswellenfunktionen mit antisymmetrischen Spinzustanden (sog. Singlet-
Zustinde) kombinieren und erhalten sog. Parahelium-Zustande, oder

— antisymmetrische Ortswellenfunktionen mit symmetrischen Spinzustanden (sog. Triplet-
Zustinde) kombinieren und erhalten sog. Orthohelium-Zustande.

In dieser Terminologie ist der Grundzustand natiirlich Parahelium, wihrend die angeregten
Zustdnde in beiden Formen, Orthohelium und Parahelium, vorkommen.

7.8.2 Metalle (Z > 2)

Die Konstruktion der Zustande fiir schwere Kerne (Z > 2) verlauft dhnlich wie bei Helium.
Vernachl3ssigen wir wieder den Elektronen-AbstoBungsterm, dann besetzen die einzelnen
Elektronen wasserstoffahnliche Zustinde (n,l,m) im Feld des Atomkerns, sog. Orbitale.
Wiren die Elektronen Bosonen oder unterscheidbare Teilchen, so wiirden sie alle den Grund-
zustand (1,0,0) einnehmen und Chemie ware langweilig!

Aber Elektronen sind identische Fermionen, so dass immer 2 das gleiche Orbital besetzen
kénnen, eins mit Spin 1 (+3), das andere mit Spin | (-%).

Es gibt n? wasserstoffahnliche Wellenfunktionen (alle mit der gleichen Energie E,,) fiir vor-
gegebenes n:

die n = 1 Schale bietet Platz fiir 2 Elektronen,

die n = 2 Schale bietet Platz fiir 8 Elektronen,

die n = 3 Schale bietet Platz fiir 18 Elektronen,

die nte Schale bietet Platz fiir 2n? Elektronen.

Jede horizontale Zeile des Periodensystems korrespondiert zum Ausfiillen einer Schale: ohne
AbstoBungsterm:

216



7.8 Periodisches System

1. Zeile hat Lange 2,

2. Zeile hat Lange 8,

3. Zeile hat Lange 18,
— 4. Zeile hat Lange 32,

5. Zeile hat Lange 50.

In Wirklichkeit sind die ersten fiinf Zeilen in Abweichung davon 2, 8, 8, 18 und 18 Elemente
lang, was am nichtberiicksichtigten AbstoBungsterm liegen muss.

Mit Helium ist die n = 1 Schale gefiillt. Das nachste Atom Lithium mit Z = 3 muss ein Elek-
tron in die n = 2 Schale platzieren. Fiir n = 2 kann [ = 0, 1 sein; welchen Wert von [ nimmt
das dritte Elektron an? Ohne AbstoBung durch die Elektron-Elektron-Wechselwirkung, haben
beide [-Zustande die gleiche Energie E,,. Aber der AbstoBungsterm bevorzugt den kleineren
[-Wert, da der durch den Drehimpuls verursachte Zentrifugalterm im effektiven Potential
(7.89) das dritte Elektron weiter vom Kern weg bewegt, so dass die inneren Elektronen das
Kernpotential besser abschirmt. Das 3. Elektron im Lithium besetzt also das Orbital (2,0, 0).
Beryllium (Z = 4) geht ins gleiche Orbital, aber mit “entgegengesetzten” Spin. Bor (Z = 5)
muss das [ = 1 Orbital ausnutzen usw. bis zum Neon (Z = 10), dann ist die n = 2 Schale
voll.

Fiir die nichste Zeile im Periodensystem fangen wir an, die n = 3 Schale zu fiillen: 2 Atome
(Natrium und Magnesium) mit [ = 0 und 6 Atome (Aluminium bis Argon) mit [ = 1. Danach
sollte es 10 Atome mit n = 3 und [ = 2 geben, aber die Abschirm-Effekte sind so stark, dass
man bereits Uberlappung mit der nichsten Schale hat.

AbschlieBend erwahnen wir die spektroskopische Notation fiir atomare Zustdande:

[ =0 heiBt "s" (“scharfer” Zustand),

[ =1 heiBt "p" (“prinzipal™),

[ =2 heiBt "d" ("diffus"),

[ =3 heiBt “f" (“fundamental”),

danach alphabetisch

-l=4 < g,
- 1=5 < h,
—1=6 < 1.

Der Zustand eines speziellen Elektrons wird reprasentiert durch das Paar (nl). Die Quan-
tenzahl m wird nicht aufgefiihrt, aber mit einem Exponent wird die Zahl der Elektronen in
einem bestimmten Zustand angedeutet.

Beispiel: (15)?(2s)%(2p)? zeigt an: 2 Elektronen im Orbital (1,0,0), 2 Elektronen im Orbital
(2,0,0) und 2 Elektronen in irgendeiner Kombination der Orbitale (2,1,1), (2,1,0) oder
(2,1,—1). Es handelt sich also um den Grundzustand von Kohlenstoff.
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8 Storungstheorie

Nur in wenigen Fillen ist die Schrodinger-Gleichung

o .
K~
ot

geschlossen I6sbar, weil der Hamilton-Operator H oft zu kompliziert ist.
In solchen Féllen versucht man die Zerlegung

H:H0+ Vv

in einen Stdroperator V und einen ungestoérten Hamilton-Operator Hy, der nicht explizit von
der Zeit abhangt, und fiir den die Schrodinger-Gleichung I6sbar ist:

ﬁ 0¢9L = E?ﬂ/’g

mit ungestdrten Energiewerten EY und ungestdrten Wellenfunktionen 0.
Fallunterscheidung:

1. Der Storoperator V ist nicht explizit von der Zeit ¢t abhdngig. Dann gelangt man
zur zeitunabhdngigen Storungstheorie und erhdlt eine Veranderung der stationdren
Zustinde und Energieniveaus.

2. Der Stoéroperator V st explizit von der Zeit ¢t abhidngig. Das System ist dann si-
cher nicht abgeschlossen. Es liegt oft die zeitweise Wechselwirkung mit einem duBeren
Feld, meist elektromagnetischer Strahlung, vor. Dann gelangt man zur zeitabhdngi-
gen Storungstheorie. In diesem Fall ist die Verdnderung der Zustdnde und Energie-
niveaus i.a. vernachlissigbar, allerdings erhilt man statt dessen Uberginge zwischen
stationdren ungestorten Niveaus.

8.1 Zeitunabhangige Stérungstheorie
Unter dem Einfluss der Stérung gehen die ungestdrten Energieniveaus EQ iiber in die gestdrten
FE,,. Dabei sind wieder zwei Falle zu unterscheiden. Wegen der Symmetrie des Systems kdnnen

einzelne oder alle ungestorte Energieniveaus entartet sein. Diese Entartung kann durch die
Storung ganz oder teilweise aufgehoben werden, so dass es zu einer Aufspaltung kommt.
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8 Storungstheorie

8.1.1 Nicht-entarteter Eigenwert

Gesucht sind die Lésungen 1, der exakten (gestorten) Schrodinger-Gleichung , die wir durch
den ket-Vektor |[n > mit einer Quantenzahl n kennzeichnen konnen, da der Zustand nicht-
entartet ist:

Hln >= (ﬁo + V) In >= E,|n> . (8.1)

Bekannt sind die Lésungen ¢0 = [n® > der ungestdrten Schrédinger-Gleichung
Hon® >= E%n°® > . (8.2)
Die Voraussetzung einer kleinen Stérung wird dadurch erfiillt, dass man
V=W (8.3)
setzt und den Fall A < 1 betrachtet. Die Eigenwertgleichung lautet dann
(FIO + )\VT/) n >= Epln > . (8.4)
Zu deren Loésung entwickeln wir |n > und E,, in Potenzreihen in A:

n> = 0>+ An! >+ N> 4., (8.5)
E, = E)+ AE}+ NE2+.... (8.6)

Durch Gleichung (8.5) sind die |[n? > noch nicht vollstindig festgelegt; daher fordern wir
noch zusatzlich
(n®n?) =0, p>1. (8.7)

Einsetzen von (8.5)—(8.6) in die Schrédinger-Gleichung (8.4) liefert dann
(1510 + /\W) (In° >+ Aln' >+ X2n? > +..)
= (EY+ AE,+ NE2+...) (In" >+ Aln! >+ M n? > +...)
und nach Ordnen nach Potenzen von A
Holn® > + A <ﬁ0|n1 > +Wn° >> + A2 (flo\n2 > +Wn! >) + ...
= B> A (B! > +ELa" )
+ A2 (Bn® > +E}n' > +E2n° >) + ... . (8.8)

Die niedrigste Ordnung \:
Hy|n® >= E%n° >

entspricht gerade dem ungestorten Fall (8.2).
Die erste Ordnung \! liefert

Holn' > +W|n® >= E%n' > +E}|n® > (8.9)
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und in 2. Ordnung A2 erhalten wir
Holn? > +Wn' >= E%|n? > +E}n' > +E2|n° > . (8.10)
Wir multiplizieren Gleichung (8.9) mit < n° mit dem Ergebnis

<nHoln! >+ <nWn® > = E° <nln! >+ EL < nn® >
= EY<n’nt>+E}, (8.11)

da die [n® > normiert (< n°n® >= 1) sind. Weil Hy hermitesch ist, gilt
< n’|Hy|n' >=< n"Hy|n' >= E® < nn! >
und wir erhalten aus Gleichung (8.11)

El = <a2W|n® > (8.12)
oder AEL = <nOVin® > . (8.13)

Die Potenzreihe (8.6) bis zur ersten Ordung im Storparameter \ ergibt dann
E,~ E%4 <n°|Vin® >, (8.14)

nach Fermi's Aussage, eine der wichtigsten Formeln der Quantenmechanik. Bemerkenswert
ist, dass zur Berechnung der 1. Korrektur des Eigenwerts E} nur die ungestorten Zustands-
vektoren [n? > nétig sind.

Die Korrektur 1. Ordnung des Zustandsvektors folgt ebenfalls aus Gleichung (8.9). Stellt
man diese um zu

(A1 — ES) In' >= — (W = BL) In® >, (8.15)

erhalten wir eine inhomogene Differentialgleichung zur Bestimmung von |[n! >, weil mit
(8.12) die rechte Seite bekannt ist.

Die ungestdrten Zustandsvektoren [n® > bilden ein vollstandiges Orthonormalsystem, d.h.
wir kdnnen entwickeln

In! >= Z em|m® > . (8.16)

m#n

Der Term m = n ist nicht ndtig, denn wennn |n! > (8.15) erfiillt, so erfiillt auch [n! >
+a|n® > diese Gleichung und wir kénnen mit o den m = n-Term subtrahieren. Setzen wir
die Entwicklung (8.16) ein, so folgt fiir (8.15)

Z (ﬁo — Eg) cm|m0 >= — (W - E%) |n0 >,

m#n

so dass nach Multiplikation mit < kY|

> em <K (ﬁO—E2> Im® >= — < kY| (W—E,ﬁ) n® > .

m#n
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Mit Ho|m® >= EO |m° > erhalten wir

S em <K (EY — B Im° > = e (B, — EY) 6t

= — <kWn® > +EL <K% >
= — <kWn® > +EL 6,

oder fiir alle kK #n X
ek (B — E)) = — <K\ W' > .

Mit k = m folgt
0117714, 0
<m’|W|n® >
Cm — —W, VYm # n.
Die Entwicklung (8.16) wird dann zu
< mO\W|n >
n' >=>" B Im® > . (8.17)

m#n
Die Potenzreihe (8.5) bis zur ersten Ordung im Stdrparameter \ ergibt dann

<m0V |n® >

0
. 8.18

In >~ |n® > +A|nt >=|n® > + Z

m#n

Die Summe erstreckt sich iiber alle von [n® > verschiedenen Zustinde und kann auch Inte-
grale liber kontinuierliche Bereiche enthalten. Dies kann zu Konvergenzproblemen fiihren und
macht eine Aufsummation in geschlossener Form in der Regel unmdoglich. Die Beitrage der
iibrigen Zustinde enthalten aber im Nenner den Energieabstand E° — EO und werden mit
groBem energetischen Abstand klein, so dass man sich hdufig auf benachbarte Energieniveaus
beschranken kann.

In der Stérungstheorie 2. Ordnung multipliziert man Gleichung (8.10) mit < n°| mit dem
Ergebnis

< n? (ﬁo - Eg) n? >+ <nO|Wn! > — B <n®nt >= E2 <n®n® >= E2 .
(8.19)
Der dritte Term verschwindet wegen Forderung (8.7). Auch der erste Term verschwindet
wegen der Hermitezitat Hy:

<nl| (ﬁo — Eg) n? > = < nl|Hyn?> —ES < nn? >

= <n%Hy|n? > —E% < nOn? >
= (E)—E)) <n’n*>=0.

Gleichung (8.19) ergibt dann )
E? =< n"[Wn! >
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und nach Einsetzen von Ergebnis (8.17)

<mWin > | < mO|W|n° > |
= 3 < S e oo 3o LTI
m#n m m#n n m

Es handelt sich also wieder um die gleiche Summation wie bei der Korrektur der Wellenfunk-
tion.

8.1.2 Entarteter Eigenwert

Die Eigenwerte von Hy sind jetzt durch n nicht mehr elndeutlg gekennzeichnet; wir brauchen
(mindestens) einen weiteren Operator L, der mit Hy kommutiert und dessen Eigenwerte
durch I bezeichnet werden. Die gemeinsamen Eigenfunktionen |n,1° > von Ho und L bilden
dann eine Basis des zu E? gehdrenden Unterraums

Ho|n,1° >= E%n, 1 >, 1=1,2,...,N .

Die Eigenfunktionen |n, k > des gestorten Hamilton-Operator H erfiillen die zeitunabhéangige
Schrédinger-Gleichung

Hln k >= (ﬁo + )\VT/) In,k >= Eppln, k > (8.21)

und gehen fiir verschwindende Stérung A — 0 iiber in die Eigenfunktionen |n, k® > von Hy
zum Eigenwert EC. Diese lassen sich daher darstellen als

N

n, k0 >= "epln, 10> . (8.22)
=1

Durch Reihenentwicklung nach dem Stérparameter A:

n k> = |n,k® >4+ A\n, k' >+ N2 n, k% >+ ...,
E.. = E°4+ MEY + NE2% +

und Einsetzen in die Eigenwertgleichung (8.21) ergibt sich
(Ho - /\W) (Jn, &% > 4+ An, k' > + N |n, k* > + ...)

= (EY+ A\EL, + NEL + ..)
x (In, k" > + An, k' > + Xn,k* > + ...) .

Die niedrigste Ordnung \:
Ho|n, k° >= E%|n, k° >

entspricht gerade wieder dem ungestorten Fall.
Die erste Ordnung A! liefert

(Fo = ES) In k' > + (W = Bl ) In, K >=0. (8.23)
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8 Storungstheorie
Die Multiplikation mit < n,[°| liefert
<<n,l0‘f[g‘n,k1> B (n,1%n, k >> + <n,10 T n,k0> — EY (n, 1", k°)

(<n, 1I°H, > - Eg <n, lo‘ n k1>>

(Eg—EO) <n lo‘n k >

+ {n, %W n,k0> — E71Lk <n,l0|n,k0>
+

<n, ‘W n,k:0> — E%k <n, lo‘n, k0> =

<n, 1°\w n,k0> - Bl <n, l0|n,k0>

Das Einsetzen der Entwicklung (8.22) liefert das lineare, homogene Gleichungssystem

N
Z CuT <n, 1° ‘W‘ n, lT)> =cuEl (8.24)

=1

fir die Koeffizienten ci;. Nichttriviale Losungen existieren nur, wenn die dazugehdrende
Sakulardeterminate verschwindet:

1
wll_Enk w12 ... WIN
1
w1 woy — B, ... wan
=0, (8.25)
1
WN1 WN2 coe .. wyy — By

wobei wir die Abkiirzung
wy = <nl0 ’W’ n,l_0>

verwenden. Die Gleichung (8.25) vom Grade N hat N Lésungen El fiir k = 1,2,... N.
Da W hermitesch ist, sind sie alle reell, aber nicht notwendig verschieden. Die Entartung
wird durch die Stérung in der Regel nur teilweise aufgehoben.

Zu jeder Losung Elk gehort ein Satz von N Koeffizienten ¢y fiir l = 1,..., N, wobei wegen

der Normierung gilt
ZC%Z =1.

l

Durch geeignete Auswahl der Basisvektoren kann man erreichen, dass |n, k° >= |n,1° >. In
dieser speziellen Basis wird Gleichung (8.24) einfach zu

El, = <nk0 ’W‘ n,k0> .
Multiplizieren wir Gleichung (8.23) von links mit < m, k°|, m # n, liefert dann

n,k:1>+ <ml;:0‘(VAVfE1 )‘n k‘0>

_ <m,E0‘ﬁ0’n,kl> — B2 (m, Kn, k') + <mk0’W’n k0> B bm -

0 = <m, ;0 ‘ (ffo - EQ)
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8.2 Anwendung: Feinstruktur von Wasserstoff

Lisst man hier Hy nach links wirken, so folgt wegen seiner Hermitezitit und m # n
(Eg1 - Eg) <m, KO|n, k‘1> + <mE0 ‘W‘ n, k‘0> = 0,
<m150 ’W‘ n,k0>
EY — EY

so dass <m, E%n, k:1> =

Das Einsetzen in die Reihenentwicklung von |n, k > nach |n, k® > ergibt dann bis auf Terme
2. Ordung in A

In, k) =~ Zz<m,lz:0\n,k:>|m,k0>
m R

<m,l§:0 ‘f/‘n, k:0> B
n B9+ > > 50 F0 Im, k) . (8.26)

m#n k

Im Vergleich zu Gleichung (8.18) im nicht-entarteten Fall erhalten wir die zus3tzliche Sum-
mation iiber k.

8.2 Anwendung: Feinstruktur von Wasserstoff

Bisher haben wir das Wasserstoffatom (siehe Kap. 7.5) mit dem ungestorten Hamilton-Ope-
rator ) )
R B2
Hy=——v2- & (8.27)
T

berechnet. Die Feinstruktur wird jetzt durch die drei Korrekturen:
1. relativistische Korrektur
2. Spin-Bahn-Kopplung (vergl. Kap. 7.6.4)
3. Darwin-Term

hervorgerufen, von denen wir hier die ersten beiden genauer betrachten.

8.2.1 Relativistische Korrektur des Hamilton-Operators

Der erste Term des Hamilton-Operators (8.27) reprasentiert die kinetische Energie (1 = me)
T="e2= L (8.28)

nach dem korrespondenzmiBigen Ubergang p — —hV in der Ortsdarstellung. Gleichung
(8.28) ist aber der klassische nichtrelativistische Ausdruck fiir die kinetische Energie. Der
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8 Storungstheorie

korrekte speziell-relativistische Ausdruck lautet

1
T = (y—1)mec = mec? [1

-1,
(v/c)?
oder mit T = E—mec?

und E = P22 +m2ct
D 2
1= pEEmd - =me |\ (L) 1] s

MeC

Fiir kleine Werte von x = (p/mcc)? < 1 benutzen wir die Entwicklung

x 2
Vito~ 142
2 8
und erhalten
1/ p\* 1/ p\ P’ p
T~mee? |14 = — - —1| = - 8.30
M 115 (mec> 8 <mec> 2me  8m2c? (8:30)

In niedrigster Ordnung erhalten wir als relativistische Korrektur zum klassischen Ausdruck

(8.28)

p4

" T 8mBe2
8mzc

und damit nach dem korrespondenzmiBigen Ubergang als Korrektur des Hamilton-Operators

H, =— P : (8.31)
8m32c?

Nach Gleichung (8.14) ergibt sich fiir die Storung der Energieeigenwerte dann aufgrund der

Hermitezitit von p?
()= ()

1 R
= T 8m3c2 (n” |p4 n’)

A~

a,

E)=E, - E,

1 TR
= g <n0p2|p2n0> . (8.32)
€

Die Schrodinger-Gleichung fiir das ungestérte Problem lautet
]32 ‘n0> = 2m, (Eg — V) ’ n0> ,
so dass fiir Gleichung (8.32) folgt

1 2
e
1
=~ (B’ 2B () + ()] .
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8.2 Anwendung: Feinstruktur von Wasserstoff

Mit V(r) = —e?/r erhalten wir
1 2 1 1
1 1 0 0 0,2 4
E}=E}! - E° = e [(En) +2Epe <r> +e <T2>] : (8.33)

wobei die Erwartungswerte < 1/r > und < 1/r% > mithilfe der ungestorten Ortswellenfunk-
tionen < 7n® >= ¥, (r, 0, @) berechnet werden.

Fiir die ungestorten Wellenfunktionen gilt die Kramers-Relation (Beweis als Ubungsaufgabe)
fiir die Erwartungswerte (mit Bohrradius (2.78) a = ro = h2%/(m.e?))

s+1
n2

(%) = s +1)a(r ) + 7 [@&+1) = 2] @ () = 0. (8.34)
Fir s = 0 erhalt man daraus sofort

— = a r*1>

1 1
oder <> = —.
r an

Fiir < 1/r2 > ergibt sich (ohne Beweis)

<1>_1
2/ (14 L)nda2

Fiir die Energiekorrektur (8.33) finden wir dann

plopgl_p - ! (E0)2+2E0L2+L
" " " 2mec? " "n2a  (I+3)na2|’
1 2F 2En?
so dass mit - - _ 21 _ gn
a T0 e e
wir nach Gleichung (7.111) erhalten
Bl= BB = ()4 () ()
r T n n 2m602 n n l—l—% n
(E2)2 4n
= - -3 . 8.35
2mec? |1+ 1 (8.35)

Die relative Korrektur E}/E9 ist von der GréBenordnung EY/(m.c?) ~ a?.

8.2.2 Spin-Bahn-Kopplung

Mit dem Potential V' (r) = —e?/r erhalten wir fiir den Spin-Bahn-Kopplungs-Wechselwirkungs-
Hamilton-Operator (7.150)

. 1 1dV\ > = 2
fs 1 ( )L-S:eL 5

©2m2e? \r dr 2m2cr3

1>

(8.36)
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8 Storungstheorie

Mit diesem Beitrag kommutiert der Gesamt Hamilton- Operator Ho—i-Hspm Bahn hicht mehr
mit dem Bahndrehimpuls-Operator L und dem Spin S so dass Spin und Bahndrehimpuls

getrennt nicht mehr ErhaltungsgréBen sind. Aber: HSpm—Bahn kommutiert mit L2, S? und
dem Gesamtdrehimpuls

-

J

CQp

L+

(8.37)

so dass diese GroBen erhalten bleiben.
Oder anders ausgedriickt: Die Eigenzustidnde von L, und S, sind keine “guten” ungestor-
ten Zustande fiir die zeitunabh&ngige Storungstheorie. Gute Zustande sind die Eigenzustinde

von L2 5’2 J_2 und J I Mit

~

L.

—

+§) (f+S>:ﬁ2+§2+2f-§

N

N —
S

folgt 1:'; . § =
so dass die Eigenwerte von LS gleich sind zu
2

5 GG +1) —11+1) —s(s+1)]

mit s = 1/2. Mit dem Erwartungswert (aus der Kramers-Beziehung (8.34))

(=) - e

folgt mit Gleichung (8.36) nach Gleichung (8.14) fiir die Storung der Energieeigenwerte durch
Spin-Bahn-Kopplung

2 Rj(i+1)-10+1)—3
om2c2 2 | (I+3) (+1)n3a?
e ) -+ -
dndadmZc®  L(1+3)(L+1)

B p=Ep—E)=(Hsg) =

Mit
B = meea
0, 2
und 1 _QEZTL
a e
EOn[i(G+1)—1(l+1)—3
ergibt sich  Ei p=FE!_E' = ( ”)2 n iU+ )1 (+1) -] (8.38)
meC l(l+§)(l+1)

als Energiekorrektur durch Spin-Bahn-Kopplung. Die relative Korrektur E!/E9 ist wieder

von der GréBenordnung EO/(mec?) ~ a?.
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8.2 Anwendung: Feinstruktur von Wasserstoff

8.2.3 Feinstrukturformel

Die Summe der Korrekturen (8.35) und (8.38) ergibt die Feinstrukturformel

2
Eé::f¢+EéB=§g22B+an (8.39)
_ L G+ -0+ -3]  4n
mit xXU) = LI+ +1) : e

Fiir die moglichen j-Werte j = [ + (1/2) berechnen wir

. 3 1 fir j =1+ 1
+1)—I(l+1)—-= 2
G+~ i+~ {—1—1 fir j=1-1
so dass in beiden Fillen
<l+1> B 2n B dn 2n [ 1 _2]
* 2)  (+Ha+n 1+1 i+ dli+1
_ 241 o 4An o 4
(+Ha+  1+1 7 541
1 2n 4n 2n 1
d I-2) = — - = - 42
nl X( 2) Ll+3) 1+3 l+§[l }
B 2n(2l—|—1)i_47n*_ in
(+H1 T i

Damit erhalten wir fiir die Feinstrukturformel (8.39) von Heisenberg und Jordan

(BD)°

2Mmec2

4dn
it3

By = (8.40)

Mit den Bohrradius (2.78), der Feinstrukturkonstante (2.79) und Gleichungen (7.111) gilt

EY = —Ei/n?
By e? et 1 5
und —_— = _ - _ =——af.
2mec? dmec2a 4h2c? 4

Wir erhalten damit

13.6 eV oy 4dn 13.6 eV % n 3
E — _ P 3 — = — _— — = . 8.41
fs n2 4n2] [ j +% n2 n2 j+% 4] ( )
Fiir den korrigierten Energieeigenwert gilt dann
13.6 eV of ((n 3
_ 0 1 _ f

Wir bemerken:
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o]

I

s
11
(N1
11
(N1
(N1
1
I
w
— =
RSN

Abbildung 8.1: Energie-Niveaus von Wasserstoff mit Feinstruktur (schematisch)

8.3

. Die Feinstruktur bricht die Entartung in [ des Wasserstoffatoms. Die korrigierten Ener-

giewerte (8.42) werden durch die Hauptquantenzahl n und die Gesamtdrehimpulsquan-
tenzahl j bestimmt. Schematisch ist die Feinstrukturaufspaltung der Energieniveaus
von Wasserstoff fiir n < 4 in Abb. 8.1 gezeigt.

. Die Quantenzahlen m; und m fiir Bahndrehimpuls bzw. Spin sind nicht langer gute

Quantenzahlen.

. Gute Quantenzahlen sind 7,1, s, j und m;.

2

. GréBenordnungsmiBig ist die ungestérte Bohr-Energie (7.111) EY ~ ameCQ und

die Feinstrukturkorrektur von der Ordnung a;lcmec2. Von kleinerer Ordnung sind die
sog. “Lamb-Shift” O(a?mecz) von der Quantisierung des Coulomb-Feldes und die

sog. "Hyperfeinstruktur” (’)((me/mp)ajﬁmecQ) durch die Wechselwirkung der Dipol-
momente von Elektron und Proton.

Anwendung: Stark-Effekt

Der Stark-Effekt bezeichnet die Aufspaltung der Spektrallinien des Wasserstoffatoms im
duBeren elektrischen Feld. O. B. d. A. wahlen wir die z-Achse parallel zur Richtung des
5uBeren elektrischen Felds E = F&, und erhalten dann fiir die potentielle Energie des Elek-
trons in diesem Feld

230

U, —¢FE - 7=eFz=eFrcosf = eFrp



8.3 Anwendung: Stark-Effekt

mit z = rcosf = ru in Kugelkoordinaten. Der Gesamt-Hamilton-Operator lautet dann in
Ortsdarstellung

R ﬁ2 62
H = — —+eFrp (8.43)
2me T
mit dem Stor-Operator
V=cFru. (8.44)

8.3.1 Nicht-entarteter Grundzustand |n, [, m) =| 1, 0, 0)

Als erstes betrachten wir den ungestdrten nicht-entarteten Grundzustand
‘n0> =In, I, m)=|1, 0, 0) .
In Ortsdarstellung ist dessen ungestorte Eigenfunktion mit Gleichung (7.113)

1

- e—r/a
vV TTa

(11, 0, 0) = 100 (7) = Yooum(:) =

mit dem Bohrradius a = rg = h?/(m.e?).
Gleichung (8.14) ergibt dann fiir die Energieverschiebung 1. Ordnung

el

0 r/a
By = (1,0, 0leFrul1, 0,0) = [ e/
2eF [ 1
= % dr ,,,,362’!“/(1/ d/,l,/j,:o
a’ J, .

Bei nicht-entarteten Zustdnden existiert kein Stark-Effekt 1. Ordnung.
Fiir die Energiekorrektur 2. Ordnung erhalten wir mit Gleichungen (8.6) und (8.20)

(¥ oy
EO — EO

2
E§02} =

m#n

QFQZ ‘< TM‘E'”OM , (8.45)

m#n

d.h. hier brauchen wir die Matrixelemente < n, I, m|ru|1, 0, 0 >. Im Ortsraum ist ¥, =
Yimtni /7, Y100 = Yoou1o/r, so dass mit p = (47?/3)1/2}/10 folgt

ool 1,0,0) = [ 21y (6.0 TSV (0.0) MO
5"3;” /0 S Py (r)uro(r) - (8.46)
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8 Storungstheorie

Da wegen der Orthonormalitdt (7.80) der Kugelflichenfunktionen nur die Zustinde | = 1

und m = 0 beitragen, erhalten wir fiir die Energiekorrektur 2. Ordnung

> [(n, 1, 0\?"#\1 0, 0)*
Eio%) = 2F22 Iy

|<2, 1, 0|m|1, 0, 0)[?
E) — EY

~ e2F?
Nach Gleichung (8.46) ist

1 o
< 2,1, Olrp|l, 0, 0 >= / dr rugy (r)uio(r
i 7 |t

Aus Gleichung (7.113)

r 2
Uy (1) = er!Tle na M (l +1—n,21+42, r)
na

bestimmen wir

uio(r) = crore"e, ug1 (1) = earrle —r/2a
Die Normierungsbedingung (7.91) liefert
(e.) (0.0
C%O/ dr r2e /e =1, cgl/ drrte /v =1,
0 0
Mit dem Integral (Gradshteyn & Ryzhik 1965)
o
r
/ de v~ te e = [5], fiir Ru > 0,Rv >0
0 K
berechnen wir
10 = 2(173/2, Cco1 = (24)71/2a75/2 .

Fiir Gleichung (?7) erhalten wir nach Verwendung des Integrals (8.48)

—3r/2a

(2, 1, Olru|1, 0, 0) = dr rte

1
—=C10C21
V3 0

C10C21 2a 5 215/2
= 24 —) ="+a,
V3 \ 3 35

so dass fiir die Energiekorrektur (8.47) gilt

915 2F2 2

(2)
ElOU 310 EO EO :
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8.3 Anwendung: Stark-Effekt

Mit
EY = E

E
und EY = Zl

3E,; 3e? 3e?
und wir finden

(2) 218 32 3| 2|2
Efh = 5ra*F? = —198a ‘E’ . (8.49)

Dieser quadratischer Stark-Effekt fiihrt zur Absenkung der Energieniveaus, da Gleichung
(8.49) ein negatives Vorzeichen aufweist. Die exakte nicht-stérungstheoretische Berechnung
des quadratischen Stark-Efekts durch Separation der Schrédinger-Gleichung mit dem gesam-
ten Hamilton-Operator (8.43) in parabolischen Koordinaten bestatigt das Ergebnis (8.49)
mit dem exakten Vorfaktor 2.25 statt 1.98.

8.3.2 Entarteter Zustand n = 2

Ohne Spin ist der Entartungsgrad (7.5.21) go = N = 4 und die vier ungestdrten Zustande
sind
n, 010> =2, 1, m>=12,0,0>,12, 1, —1>,|2, 1, 0>,2, 1, 1 > .
GemiB Kap. 8.1.2 miissen wir mit dem Stér-Operator V = eFru die GréBen (8.24)
wyp = <n,l0 ’f/‘ n, l0>
in der diesem Fall 4 x 4-Determinante (8.25) in dieser Basis berechnen:

1. wie in Kap. 8.3.1 gezeigt, verschwinden die Diagonalelemente wy;,

2. weil der Stér-Operator V mit ﬁz kommutiert, ]V,f)z] = 0, verschwinden die Matrix-
Elemente zwischen Zustinden mit verschiedenen Quantenzahlen m. m ist auch mit
Stérung eine gute Quantenzahl,

3. weil die Stérmatrix mit V hermitesch ist, muss nur ein Matrix-Element wg; nach
Gleichung (8.24) berechnet werden.
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In Ortsdarstellung erhalten wir

wop = <2, 0, o(ff’z, 1, 0>

Es war

und

eF (2,0, 0|rul2, 1, 0)
eF/dST 00T 210

1 00
27reF/1d,u,/0 drr2u2i(r)%3ruu2;(T)Ylo

1 00 1 3
2melF d d —
e /1 1w /0 7 ug0(r) \/Eruum(r)\/ o

eF\V3 (! 0
5 / dp i / dr rugo(r)uz (r)
-1 0

eF [°°
— dr rusgo(r)us (r) .
V3 Jo (ryun(r)

2 —r/2a __ 1

co1re r2e"/2a

V24aP
cogre” "2 M (—1, 2, C)
a

o0

—r/2a (_1)71 (T/a)n
care 3= I

weil (—1)2 = (—1)(—141) = 0. Die Normierungsbedingung (7.91) liefert inter Ausnutzung

des Integrals (8.48)
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8.3 Anwendung: Stark-Effekt

so dass cog = (2a3) /2. Wir erhalten damit

F o0
wor = 6621620/ drrt [1 - L] e~/a
v3 Jo 2a
F 5o ¢
s <1 - > et
V3 0 2

. €F621620a5 1
= <r(5) - 2F(6)>

_ 36eFa’ 1 36
V3 V2445V 243 V144

Fiir die Sékulardeterminante (8.25) folgt

eFa=—3eFa . (8.50)

_E1 —
E 0 X 3eFa 0 _gt 0 _3Fa
0 -F 0 0 1 1
—3eFa 0 —-F 0 _3cFa 0 _pl

0 0 0 —F1

= —B'[-(B")’ + B'eFa)?| = (B')* [(E")” - (3eaF)?] (8.51)

mit den vier Losungen
El = +3¢Fa, E) = —3¢Fa, E} =0, Ej =0, (8.52)

so dass eine Teilentartung der Zustinde mit m = +1 bleibt. Wie in Abb. 8.2 skizziert, wird

4]

E2 El
4]
E,=E=FE;
E2
= =
ohne E-Feld mit E-Feld

Abbildung 8.2: Aufspaltung des n = 2-Niveaus des Wasserstoffatoms im elektrischen
Feld (schematisch)

das urspriinglich 4-fach entartete n = 2 Niveau in drei verschiedene Niveaus aufgespalten.
Durch Einsetzen der Eigenwerte (8.52) in das Gleichungssystem (8.24) bestimmen wir die
Amplituden c;, normieren diese und erhalten als neue Basisvektoren |n, k¥ >= |2, k0 >:

1
k= 1—=la>=—[1]2,0,0>+|2, 1, 0>
a>= 5|1 | )
1
k= 2—=b>=—7[2,0,0>—12,1, 0>
p>= =1 | |
k= 3—=lc>=(2,1,1>, k=4—1]d>=12,1, -1 > . (8.53)
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3 F
n=2 — — — — — — — — ——— — — — — — Zo c.d
-3e4aF
0= b
n=] ——— === - -
F=0 F#0

Abbildung 8.3: Energieaufspaltung des n = 2-Niveaus des Wasserstoffatoms durch den
linearen Stark-Effekt nur fiir m =0

Diese Zustidnde stimmen mit den exakten Losungen |n, k, m > der Schrodinger-Gleichung
in parabolischen Koordinaten iiberein. Ihre Energieaufspaltung ist in Abb. 8.3 dargestellt. Die
gestorten Zustande (8.53) mit m = 0 sind Linearkombinationen aus 2s und 2p; fiir diese ist
| keine gute Quantenzahl mehr, weil der Stark-Stéroperator (8.44) zwar mit L. aber nicht
mit L2 vertauscht:

[V,ﬁ] £ 0, [V,ﬁz} —0,

d.h. bei Vorliegen eines duBeren elektrischen Felds sind gleichzeitig mit der Energieaufspaltung
nur die z-Komponente, aber nicht das Betragsquadrat des Bahndrehimpulses scharf meBbar.
Die parabolischen Quantenzahl k& hingegen sind gute Quantenzahlen mit und ohne duBeres
elektrisches Feld.

8.4 Anwendung: Zeeman-Effekt
Der Zeeman-Effekt bezeichnet die Aufspaltung der Spektrallinien des Wasserstoffatoms im

externen magnetischen Feld éex = rotA. Fiir das Vektorpotential des externen Magnetfelds
wahlen wir die Coulomb-Eichung divA = 0.

8.4.1 Zeeman-Sto6roperator

Mit der Hamilton-Funktion des Elektrons (¢ = —e) im externen Magnetfeld (siehe Elektrodynamik-

Vorlesung Kap. 5.8)

1
H =
2me

<ﬁ+ E/T)Q V()

folgt nach korrespondenzmiBigen Ubergang p= — WiV fiir den Hamilton-Operator

N 1 h - e - 2
Hy = 5 <V+A> v+ V(Z)y
Me \ 1 c

_ ! [<—h2A+izA’2>w+7z(T(A’w)jtffﬁqp)]+V¢. (8.54)

2me
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8.4 Anwendung: Zeeman-Effekt

Mit den Regeln zur Divergenzbildung und aufgrund der Coulomb-Eichung ist
v (Ezp) YAV =V A+ A+ AV =24 Vi)

und wir erhalten fiir den Hamilton-Operator (8.54)

H=Hy+H +Vy (8.55)
mit dem ungestorten Hamilton-Operator
. K2
Hy = - A+ V(& 8.56
0 = oA V@, (5.56)
g ¢ p (8.57)
C 2mec? ’
und dem Zeeman-Storoperator
. He - -
Vy=- 101, (8.58)
MeC

Wir beweisen zunichst, dass das konstante externe Magnetfeld gex — B = const. durch das
Vektorpotential

L1

A= §B " (8.59)
dargestellt wird, wobei 7 den Ortsvektor bezeichnet.
Beweis: Die Darstellung (8.59) lautet komponentenweise

1
A = iekstBsxt )
so dass mit By = const.
- 1
(rotA)A = eijkajAk = ieijkekstaj (Bsxt)

(2

1 1 1
= S€ijkehst (Bsdjt) = §Bs€ijk€ksj = 535 (205i) = B;

Q.E.D.
Setzen wir die Darstellung (8.59) in den Zeeman-Storoperator (8.58) ein, so erhalten wir mit
der Rechenregel der zyklischen Vertauschbarkeit des Spatprodukts und p= — 1AV:

. he /- . I o\ =
Vv, = —2% (Bxf)-vz— e (FXV)-B
2mec 2mec
© (Fx V) B= S (7xp) B = o LB (8.60)
= — T X1 -B = T -B = . .
2mec 2mec p 2mec o

mit dem Bahndrehimpuls-Operator L =ix ]%’ Mit dem magnetischen Dipolmoment des
Elektrons durch die Bahnbewegung (siehe Kap. 7.6.3)

(& -

T 61
pL 2mec (8.61)

schreibt sich der Zeeman-Stéroperator (8.61) als
Vz = —jir - Bex . (8.62)
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8 Storungstheorie

8.4.2 Ohne Spin-Beriicksichtigung

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit legen wir das externe Feld in Richtung der z-Achse
Bex = Bé. und betrachten die Coulomb-Wechselwirkung mit V() = —Ze?/r. Unter Ver-
nachldssigung des Operators H (Begriindung in Kap. 8.4.3) erhalten wir fiir den Hamilton-

Operator (8.55) mit Gleichung (8.61)
eB

e

Hy, L? und L. haben das vollstindige System gemeinsamer Eigenfunktionen ¢ = |n, [, m >
(siche Kap. 7.5). Die Energie-Eigenwerte E}' des ungestdrten Hamilton-Operator Hy sind
von m unabhangig und (2{ + 1)-fach entartet; die Quantenzahl m lduft von m = —I, - +
1,...,1L

Nach Gleichung (8.63) ist der Gesamt-Hamilton-Operator H die Summe von Hy und L.. Er
besitzt also dieselben Eigenfunktionen ). Mit ﬁqu = mha sind die Energie-Eigenwerte des
Gesamt-Hamilton-Operators zum Vektor v dann

. . B . B
Hy = Hop+ ——L.p = (Egl + o mh) W = Enimy
2mec e
also EMm — B 4 mupB, m e [-1,1] (8.64)
mit dem Bohrschen Magneton
eh
U = e (8.65)

Die Energieniveaus werden also nur verschoben. Weil m alle ganzzahhligen Werte von —I
bis 4+1 durchlaufen kann, wird unter dem Einfluss des externen Magnetfelds Bex jedes Ener-
gieniveau E{)Ll in (21 4+ 1)-aquidistante Niveaus aufgespalten, wie wir in Abb. 8.4 fiir das
I = 2-Niveau illustrieren. Als Ergebnisse notieren wir:

m
(+2)
/
/ ;u'BBex
[ (+1)
/-
1=2 s
¢zl 0
— N
Bex_o \“«._\
. (-1)
by
N
(-2)
B.,#0

Abbildung 8.4: Zeeman-Effekt ohne Spin-Beriicksichtigung beim [ = 2-Energieniveau

(1) Jedes ungestorte Niveau EJ! spaltet sich in ein Multiplett aus (21 + 1) dquidistanten
Niveaus auf.
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8.4 Anwendung: Zeeman-Effekt

(2) Diese verteilen sich zu beiden Seiten von E so, dass der Mittelwert ihrer Abstinde
zu Egl Null ist.

(3) Der Abstand zweier benachbarter Niveaus 115 Bey ist von der Art des Atoms unabhingig
und proportional zu Bey.

Diese Ergebnisse werden vom Experiment bestatigt, aber mit zwei wichtigen Abweichungen:

(a) bei Atomen mit ungeradem Z sind die Multipletts alle gradzahlig, so als wenn [ halb-
zahlig ware.

(b) Der Abstand benachbarter Niveaus eines Multipletts ist gupBex, wobei der Lande-
Faktor g (siehe Kap. 7.6.3) von einem Multiplett zum anderen starkt schwankt.

Wie wir gleich zeigen werden, sind diese Abweichungen starke Hinweise auf die Existenz des
Spins!

8.4.3 Begriindung: Vernachlissigung des Operators I’
Wir berechnen den Operator (8.57) fiir homogene Magnetfelder mir der Darstellung (8.59):

A (Bxr) v <[22 (B:-7) | v
- ) r = e — T .
2mec? 812 812
Mit Bex = Bé, in z-Richtung folgt
2 2
gy~ © 2, .2, .2\ p2 991, € 5 oy o
B = o [0 492 4+ 22) B2 = B2 0 = 0 (a2 40?) B (8.66)

Wir erhalten dann fiir das Verhiltnis des Operators (8.66) zum Zeeman-Stéroperator Vy in
Gleichung (8.63)

] @@ e
Vz (e/2mec) <f/z> B 4c <j;z>

Mit < L, >~ ki und dem Bohrradius < z2 + y? >~ a? finden wir

mgiaQB _ a’a
4e R 4e

Solange die externen Magnetfeldstirken viel kleiner als 10'° Gauss sind (Ausnahme Pulsare
in der Astrophysik) und < L, ># 0, diirfen wir den Operator H' vernachlissigen.
Als zweites berechnen wir das Verhaltnis des Zeeman-Stdroperators zur Coulomb-Wechselwirkung

LB =1.06-10"'°B(Gauss) . (8.67)

. Vz (e/2mec) <Lz>B _(eh/2mec) B ahB
S R = R I R T
2
= Y p_ 9y =213 1071°B(Gauss) , (8.68)

2e
das fiir Labor-Magnetfelder ebenfalls sehr klein ist und damit die stérunstheoretische Rech-
nung rechtfertigt.
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8 Storungstheorie

8.4.4 Mit Spin-Beriicksichtigung

Bei Beriicksichtigung des Spins ergibt nach Gleichung (7.146) sich das zusatzliche magneti-

sche Dipolmoment
e —

S . (8.69)

fls = —
MeC

Fiir den Zeeman-Storoperator (8.61) erhalten wir dann

jou ]l

x = o (£+25) B (8.70)

Vz=— (ﬁLJrﬁs) :

MmeC
Der Effekt durch diesen Zeeman-Storoperator konkurriert mit der Feinstruktur-Korrektur
durch Spin-Bahn-Kopplung durch das “interne” Magnetfeld Bi, des Atoms, hervorgerufen
durch die Bewegung des atomaren Elektrons. Nach Gleichung (8.36) ist

. ez o a

Wir unterscheiden drei Falle:

(1) Schwacher Zeeman-Effekt: Fiir Bex < Bint dominieArt bei der Korrektur die Feinstruk-
tur und wir behandeln den Zeeman-Stdroperator V als kleine zusitzliche Storung
dazu.

(2) Starker Zeeman-Effekt = Paschen-Back-Effekt. Fiir Bex > Biy, dominiert die Kor-
rektur durch das externen Magnetfeld und die Feinstruktur ist kleine zusatzliche Storung
dazu. Wir starten dann von der im Kap. 8.4.2 behandelten Zeeman-Korrektur ohne
Spin.

(3) Intermedidrer Fall: Bex ~ Bint

Die Starke des internen Magnetfelds schitzen wir mit < r >~ a und < L>=< §S>~h
in den Gleichungen (8.70) und (8.71) ab:

3eh e2h?

Vy| ~ Bey, Hg_ ‘ ~ 8.72
217 2mee © 5B 2m2c2a? (8:72)
Fiir deren Verhaltnis erhalten wir dann
Vi = HS—B) _ 22 2mec _ eh _ Bint
8= Vy 2m2c2a3 3ehBex ~ 3meca’Bex  Bex |
eh 4
also Bint e 4.32 - 10* Gauss . (8.73)
e
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8.4 Anwendung: Zeeman-Effekt

8.4.5 Paschen-Back-Effekt

Fiir Bex > Bint dominiert der Zeeman-Effekt. Wir legen wieder éex”ég. Gute Quantenzahlen
sind hier n, [, m; und mg. nach Gleichung (8.4.17) ist dann

. B /. .
V=~ (LZ +2Sz)
2mec
und mit H = Hy + V5 folgt sofort
IA{‘”? la mp, m8> = FIO ’na l7 mp, ms> + (iz|na la mp, ms> +2SZ |’I’L, la mi, m8>)
2mec

_ nl eB
= <EO + Srmc [mlh—l—Qmsh]) In, 1, my, ms) .
Wir erhalten also mit Gleichung (8.65) die Aufspaltung

Ertmims — gul g Be(my + 2my) (8.74)

Wie in Kap. 8.2 kdnnen wir darauf die Feinstruktur als Stérungsrechnung anwenden und
erhalten als Korrektur (siehe Gleichung (8.41))
) . (8.75)

13.6eV , ([ 3
B = <4n -

Der Fall [ = 0 ist ein Sonderfall: in diesem Fall ist die eckige Klammer in Gleichung (8.75)
gleich 1.

I(T+1) —myms
Hl+3)0+1)

8.4.6 Schwacher Zeeman-Effekt

Fiir Bex < Bint dominiert die Feinstruktur. Die guten Quantenzahlen sind jetzt n, [, j = [+s
und m;.
In 1. Ordnung ist nach Gleichung (8.14) die Zeeman-Korrektir zur Energie

Eé = <n7 la j7 m]|VZ|7’L, la ja m]) . (876)

Wir legen wieder Bey || €., so dass wir mit J = L + § fiir den Operator (8.70) erhalten:

N B /. A B
V=~ (Lz—|—2SZ> _
2mec 2mec

(J; + S) . (8.77)

Fiir das gesamte oder effektive magnetischen Dipolmoment (7.147)

- = — _ € r ~
fi=jir+ jfis = e <J+S> (8.78)

fordern wir die Giiltigkeit der Beziehung

gi=gJ. (8.79)
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8 Storungstheorie

Das Skalarprodukt mit J liefert

- . 2 _ - 7F_ e 9 -
gJ T = gl=ji-J= 2mec< + 3 J),
so dass g = _27"260 <1+SJ.2J>. (8.80)
Mit
L = J-§
gilt L2 = J245%2-2J.5

und somit fiir die entsprechenden Operatoren

L N . h?
§-T=3 [J2+52—L2] = S LG+ D +s(s+1) =+ 1) -
Eingesetzt in Gleichung (8.80) folgt

e JU+1) =1l +1)+s(s+1)
= — 1 . 8.81
g 2mec ( - 2j(j+1) (8:81)
Fiir die z-Komponente gilt nach Gleichungen (8.78) und (8.79)
e
2 = Jz = - Jz SZ ’
pe =g ez T 92)
.. 2mec -
so dass J.+S; = _mcgz'
e
Wir erhalten damit fiir den Operator (8.77)
. B 2me.c - .
V=2 el g — _Bgl. (8.82)
2mec e
so dass fiir die Energiekorrektur (8.76) gilt
Eé = <TL, la jv m; ‘_ngz n, l7 ja m]>
eBhm; JU+1) =1l +1)+s(s+1)
= —Bghm; = 21 8.83
I = e < " 2j( + 1) B
wobei wir Gleichung (8.81) eingesetzt haben.
Wir definieren den Landefaktor
(j+1)—1(l+1 1
g=14 20D HHD bslsH]) (8.84)

2j(j+1)

Damit und dem Bohschen Magneton (7.149) schreibt sich die Energiekorrektur (8.83) kurz

als
eBh
E} = 2mechj = upBm,G . (8.85)
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8.5 Zeitabhéngige Storungstheorie

Der Vergleich mit dem friiheren Ergebnis (8.86) ohne Spin-Beriicksichtigung,
E} = ugpBm , (8.86)

zeigt eine deutlich andere Abhangigkeit von den Quantenzahlen und erklart die in Kap. 8.4.2
beschriebenen experimentellen Abweichungen (a) und (b).

Ergebnis (8.85) zeigt, dass die (2j + 1)-fache Entartung im Fall der Feinstruktur véllig
aufgehoben wird. Dieser Fall G # 1 wird auch als anomaler Zeeman-Effekt bezeichnet.
Der Fall ohne Spin (8.64 und 8.86) wird als normaler Zeeman-Effekt G = 1 bezeichnet und
man erhilt ihn streng genommen nur fiir Spin Null.

8.5 Zeitabhangige Storungstheorie
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