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Vorbemerkung:

Dieses Skript basiert auf der Vorlesung ,Grundlagen der Mechanik und Elek-
trodynamik“ aus dem Wintersemester 2005/2006 und den Sommersemestern
2006, 2008, 2009 und 2010 an der Ruhr-Universitdt Bochum, gehalten von
PD Dr. Horst Fichtner und Dr. Udo Arendt. Es wurde in der vorliegenden
LaTeX-Version von Alexander Aab, Caroline Fink, Steffen Meyer und David
L. Pohl erstellt.

Das vorliegende Skript kann (und soll ®) kein Lehrbuch ersetzen. Insbeson-
dere ist es nicht so griindlich Korrektur gelesen wie manches Buch. Daher
sind wir dankbar fiir jeden Hinweis auf Fehler!
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1 Historische Einfiihrung

e Die Mechanik nimmt ihren Anfang mit Aristoteles (384 - 322 v. Chr.).
e Die erste Entwicklung der Mechanik erfolgte aufgrund und in Ubereinstimmung mit
der Alltagserfahrung; die wesentlichen Aussagen des Aristoteles waren:

(1) Zur Aufrechterhaltung einer Bewegung wird eine Kraft benotigt.
(2) Die Geschwindigkeit ist proportional zur Kraft.
(3) Bewegung ist ein Prozess (kein Zustand)

Diese Feststellungen sind zwar anschaulich bzw. der Alltagserfahrung geméf ,plausibel”,
aber falsch und eignen sich nicht als Axiome oder Grundgesetze der Mechanik.

Bemerkung: Schon Aristoteles schloss, dass es im Vakuum keinen Grund fiir die Anderung
der Bewegung eines Korpers gibt: ,, ... entweder stindige Ruhe oder aber ... un-
endlich fortgehende Bewegung®. Er betrachtete das aber als absurd und glaubte
so die Unmoglichkeit des Vakuums begriinden zu kénnen - nicht ahnend, dass
er das erste Newtonsche Axiom (s.u.) fast 2000 Jahre vor diesem formuliert
hatte!

Die ,Friihgeschichte“ der Mechanik l&sst sich fortsetzen mit:

(1) Archimedes (3. Jhdt. v. Chr.), Syrakus (Sizilien)

dltestes noch ungeéndert gel-

— Statik, Hebelgesetze, archimedisches Prinzip = { tendes physikalisches Gesetz

(2) Hipparch (2. Jhdt. v. Chr.), Rhodos (Agiisinsel)

— astronomische Beobachtungen, Helligkeitsskala

(3) Ptolem&us (2. Jhdt. n. Chr.), Alexandria (Agypten)
— Beschreibung des Weltsystems im ,Almagest*

(4) Heron (2. Jhdt. n. Chr.), Alexandria (Agypten)

— ,einfache* Maschinen: Hebel, Schraube, Flaschenzug

(5) Pappus (3./4. Jhdt.), Alexandria (Agypten)
— schiefe Ebene: Bewegung, Gleichgewicht

(6) Johannes Philoponus (6./7. Jhdt.), Byzanz (Tiirkei)
— Zweifel an Aristotelischer Mechanik (am Bsp. des freien Falls)
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(7) Jordamus Nemorarius (13. Jhdt.), (Deutschland)

— erste Ansitze zum Energieerhaltungssatz
Lst irgendeine Wirkung fahig eine Last um eine gegebene Strecke zu heben, dann
kann sie die n-fache Last auf die 1/n-fache Hohe heben.” (sinngeméfes Zitat)

Bemerkung:  Erster selbststéndiger Schritt der europiischen Wissenschaft nach der Antike
und nach den von den Arabern verfeinerten Erkenntnissen

(8) Nikolaus Kopernikus (1473 - 1543), Frauenburg (Polen)
— heliozentrisches Weltbild

(9) Simon Stevin (1548 - 1620), Leiden (Niederlande)

— Einfithrung des Krifteparallelogramms

(10) Johannes Kepler (1571 - 1630), Graz/Linz (Osterreich) und Prag (Tschechoslowakei)

— Gesetze der Planetenbewegung

(11) Galileo Galilei (1564 - 1642), Florenz (Italien)
— Fallgesetze

(12) Christian Huygens (1629 - 1695), Den Haag (Niederlande)
— Tragheitsprinzip, Relativitdtsprinzip, Zykloidenpendel

(13) Isaac Newton (1643 - 1727), Cambridge (England)

— Axiome der modernen Mechanik
— Gravitationsgesetz

Beginn der ,,modernen* Mechanik mit Isaac Newton bzw. der Veroffentlichung seiner ,Prin-
cipia“ (1687), in der die Grundgesetze der Mechanik als Axiome formuliert sind:

(1) Jeder Korper verharrt in einem Zustand der Ruhe oder der gleichférmig geradlinigen
Bewegung, wenn er nicht durch einwirkende Kréfte gezwungen wird, seinen Bewegungs-
zustand zu &ndern.

(2) Die Anderung der Bewegung ist der Einwirkung der bewegten Kraft proportional und
geschieht nach der Richtung derjenigen geraden Linie, nach welcher jene Kraft wirkt.

(3) Die Wirkung ist stets der Gegenwirkung gleich;
oder: die Wirkungen zweier Korper aufeinander sind stets gleich und von entgegengesetz-
ter Richtung.

Bemerkung:  Teile der ,Principia® online: http://members.tripod.com /~gravitee/



| Klassische Mechanikl

- l/ Thermo-
@@ dynamik

‘ Hydrostatik‘ ‘ Hydrodynami#

V

chaotische Relativitats—+ Feldtheorie
Dynamik theorie (z.B. QED)

Abbildung 1.1: Der Aufbau der Theoretischen Physik

Quanten
mechanik

Bemerkung:  Zitat aus Leonardo da Vinci’s (1452-1519) Tagebuch: ,Die Mechanik ist das
Prinzip der mathematischen Wissenschaften, weil man mit ihr zur Frucht des

mathematischen Wissens gelangt.
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2 Newton’sche Mechanik

2.1 Moderne Formulierung der Newton’schen Axiome

Die Theorie der Mechanik beruht auf den drei Newton’schen Axiomen und einem Zusatz (Ko-
rollar). In moderner Formulierung lauten diese Grundgesetze:

Axiom 1 (= lex prima = Galilei’sches Tragheitsgesetz)
Es gibt Bezugs- oder Koordinatensysteme, in denen ein kréftefreie Korper (Mas-
senpunkt) im Zustand der Ruhe oder der geradlinig gleichférmigen Bewegung ver-
harrt.

Axiom 2 (= lex secunda = Bewegungsgesetz)
Die Anderung des Impulses ist der Einwirkung der bewegenden Kraft proportional
und geschieht in Richtung der Kraft:

a d—ﬁ = i(m ) = m@
dt — dt N dt
wenn

m # m(t)

= mv = ma

Axiom 3 (= lex tertia = Reaktionsprinzip)
Sei Fiy (Fhy) die Kraft des Korpers 1 (2) auf den Korper 2 (1), dann gilt:

Fig = —Fy

Korollar (= lex quarta = Superpositionsprinzip)
Wirken auf einen Korper (Massenpunkt) mehrere Krifte Fy, Fo, ..., Fiy, so addieren
sich diese vektoriell zu einer resultierenden Kraft F' geméf:

N
F=F+FE+.+Fy=YF
=1
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Zum vollen Verstandnis dieser Axiome sind folgende Definitionen erforderlich:

(1) Kraft bzw. Kraftvektor F = diejenige ,,Anstrengung®, die erforderlich ist,

den Bewegungszustand oder die Gestalt eines
Korpers zu dndern

(2) Masse m = skalare Materialeigenschaft eines Korpers,
die seinen Tragheitswiderstand gegeniiber
Bewegungsénderungen bestimmt

(3) Massenpunkt (MP) = physikalischer Kérper der Masse m mit

(4) kraftefreier MP

(5) Geschwindigkeit bzw.

allseitig vernachlissighbarer Ausdehnung

IR

ein MP, der keiner duferen Einwirkung
unterliegt

I

zeitliche Anderung des Ortsvektors (t)

Geschwindigkeitsvektor o eines Kdorpers:
_oodr
V=—=7
dt
(6) Beschleunigung bzw. = gzeitliche Anderung des Geschwindigkeits-
Beschleunigungsvektor a vektors eines Korpers:
Lodv ., . dAF
Q= —==0==r=——
dt dt?
(7)  (linearer) Impuls bzw. = Produkt aus Masse und Geschwindigkeits-
Impulsvektor p vektor eines Koérpers:

Bemerkung:

Bemerkung:

Bemerkung:

Bemerkung:

p=miv=mrw

Die Giiltigkeit der Newton-Axiome erfordert die Existenz einer absoluten Zeit
und eines absoluten Raumes (beide existieren aber geméft der Relativitats-
theorie (s.u.) nicht!)

F=ma ist die dynamische Grundgleichung der Newton’schen Mechanik
und setzt m # m(t) voraus (Allgemein: m = m(t) fiir viele Anwendungen wie
z.B. Auto, Rakete oder Relativitdtstheorie)

Axiom I ist ein Spezialfall von Axiom II, denn es gilt:

= dv
F=0 = ma=0 = &’:d—::O = U = const.

Das Korollar beschreibt das Krafteparallelogramm. In Newtons Worten: ,Ein
Korper, auf den zwei Krifte gleichzeitig wirken, bewegt sich entlang der Diago-
nalen eines Parallelogramms in derselben Zeit, in der er sich entlang der Seiten
des Parallelogramms unter Einwirkung jeweils nur einer der beiden Kriften
bewegen wiirde.“
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Also:

Bewegungs
richtung

Abbildung 2.1: Krifteparallelogramm

2.2 Inertialsysteme und Galilei-Transformation

Definition: Gelten in einem Bezugs- oder Koordinaten-System die Newton’schen Axiome,
dann bezeichnet man dieses als Inertialsystem.

Bemerkung;: Nicht alle Bezugssysteme sind Inertialsysteme (z.B. rotierende Systeme).

Damit ist die Frage nach der Gesamtheit aller Inertialsysteme sinnvoll: Seien X, ¥/ zwei
Bezugssysteme mit X = X' bei ¢t = 0. Mit den Annahmen ¢ = t’ (absolute Zeit) und m = m/’
(absolute Masse) gilt F'=m 7 =m 7' = F'. Weiter ergibt sich:

P T
= rF=7' & F—7" =0 \/...dt
= F—7' = ¥ = const |/...dt
= F—7 = ﬁt—FAT_‘b
e 7 = F-Tt-AR
? ’F’ = 7F—4t : t = t‘ Galilei-Transformation

A7y = 0 wegen
S=Y"beit=0

Sie ist die allgemeinste Transformation, die in der Newtonschen Mechanik von einem Inertial-
system X in ein anderes Inertialsystem Y/ {iberfiihrt. Es gilt also: Wenn ¥ ein Inertialsystem

ist, dann ist X/ genau dann ebenfalls ein Inertialsystem, wenn 7/ = 7 — ¥t gilt.
Bemerkung:  Es gibt unendlich viele Inertialsysteme.
Bemerkung;: Prinzipiell ist bei der Galilei-Transformation auch eine Drehung um einen zeit-

unabhingigen Winkel méoglich (siehe z.B. FlieRbach: Mechanik), d.h. die Ach-

sen zweier Inertialsysteme miissen nicht paarweise orthogonal sein.
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2.3 Wechselwirkungen und Krafte

... sollten begrifflich unterschieden werden, da Folgendes gilt:

2.3.1 Wechselwirkungen

Die scheinbar zahlreichen in der Natur beobachtbaren Wechselwirkungen lassen sich auf vier
fundamentale Wechselwirkungen zuriickfiihren:

1) Gravitative Wechselwirkung
2) Elektromagnetische Wechselwirkung
)

3) Schwache Wechselwirkung

(
(
(
(4) Starke Wechselwirkung

Es besteht die begriindete Hoffnung, diese fundamentalen Wechselwirkungen auf eine Wech-
selwirkung zuriickzufiihren.

2.3.2 Kriafte

(A) Die den zwei ,makroskopischen” (Alltagserfahrung!) fundamentalen Wechselwirkungen
zugeordneten Kréifte:

Gravitationskraft (Newton): F=_g™ ;ng e,
”
3
(mit der Gravitationskonstante G = 6,672 - 1071 km 2)
gs

= 1
Coulomb-Kraft (Coulomb): F' = (e ér
dmeg 12

A
(mit der Dielektrizitdtskonstante [des Vakuums| eg = 8,8542 - 10_12\/—8)
m
Lorentz-Kraft (Lorentz): F' = q(E + U x B)
(wobei U die Geschwindigkeit der Ladung ¢ bezeichnet)
Bemerkung:  Fiir Bewegungen nahe der Erdoberfliche gilt fiir die Gravitationskraft:
» GMy | GMp m
Fl=F= ~ =: ; ~ 9,81
|F| MR h? "R mg; g~98l5

GM
Messung von g = 2 E erlaubt die Bestimmung der Erdmasse!
E

(B) Beispiele fiir weitere Kréfte:

Reibung zwischen Festkérpern:
Haftreibung:  |F| = ps|N]| (statische Reibungskraft)
Gleitreibung:  |F| = g | N| (kinematische Reibungskraft)

mit N als die die reibenden Flichen zusammenhaltende Normalkraft. s und pp sind
Materialkonstanten.



2.4 Einfache Anwendung der Newton’schen Mechanik 11

Reibung in Gasen oder Fliissigkeiten:
Es gilt: F = —uv)v mit v = |9 und

pu(v) = const. Stokes’sche Reibung
(v

) = al] =av Newton’sche Reibung

11

Bemerkung:  Reibungskréfte sind bis heute nicht vollsténdig verstanden, d. h. die Ansétze
zu ihrer Beschreibung sind oft empirisch.

lineare Riickstellkraft:
In vielen physikalischen Systemen (z.B. Feder, Bogensehne) erfahrt ein Korper bei einer
Auslenkung A7 aus seiner Gleichgewichtslage (7= 0) eine Kraft (Hooke’sches Gesetz):

F= kA7 ; k=-const. >0

Bemerkung: ~ Wegen der dann oft resultierenden harmonischen Schwingung wird ein so be-
schriebenes System harmonischer Oszillator genannt. Dieser ist wichtig we-
gen

e seiner mathematisch strengen Behandelbarkeit

e seiner Funktion als gute Approximation fiir viele Situationen (z.B. kleine
Storungen)

e seines entsprechend hiufigen Auftretens in der Mechanik, Elektrodynamik
und Quantenmechanik

2.4 Einfache Anwendung der Newton’schen Mechanik

2.4.1 Senkrechter Wurf im Erdschwerefeld

Ein Stein der Masse m werde mit der Anfangsgeschwindigkeit vg > 0 aus einer Héhe hg > 0
tiber dem Boden senkrecht nach oben geworfen. Wie lautet die Bahnkurve h(¢) und wann
schliagt der Stein mit welcher Geschwindigkeit auf den Boden auf?

Unter Vernachldssigung der Luftreibung gilt:

Dynamische Grundgleichung

Betrachtung nur der
z-Koordinate:
r=nhe.

mr = F & mh= —mg & h=—g Bewegungsgleichung

= h = —gt+vg = h(t) = —1 gt + vt + hg Bahnkurve




12 2 Newton’sche Mechanik

Aufschlagzeitpunkt:
! 1,
h(t) =0 = —igt +vot+ho=0
2 2h
o - () - () _o
g g
v v3  2h
= lig= 2y % + 22
9 g 9
> 2h
= LAufschlag = % + v% + 22 Aufschlagzeitpunkt
| g g g
t>0

Aufschlaggeschwindigkeit:

VAufschlag = h(ta) = —gta+ o

= —vg— \/vg +2ghg+vy = —14/ v% + 2 ghg Aufschlaggeschwindigkeit

2.4.2 Fallender Regentropfen

Ein Regentropfen der Masse m 16se sich zum Zeitpunkt tg in der Hohe hg > 0 mit der Fallge-
schwindigkeit vg < 0 aus (s)einer Wolke. Auf den Tropfen wirke eine Newton‘sche Reibungs-
kraft Fr = —a|0] 7 ; a = const > 0. Zu bestimmen sind die Funktionen h(t), v(t) = h(t), die
asymptotische Fallgeschwindigkeit v, sowie die typische Zeitdauer bis letztere erreicht ist.

Dynamische Grundgleichung:

mh=—-mg+av Bewegungsgleichung

i3

mr=F & mf=mg—ald

Asymptotische Fallgeschwindigkeit:

v = const & h=const = h=0 < —mg+avi=0

m
= Voo = — 9 (< 0, da ¥ nach unten gerichtet ist!)
e
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Geschwindigkeitsverlauf:

. m m dv
mh=—m av? & —o=0v>—2 & — — =? =2
9+ «a & a dt &
t
1 dv o
:> ﬁizf /...dt
vi—vi dt  m

v(t)

to
dv’ / " 1 1 1
v e e
= _— = — dt/ = — d /:7 t*t
/U’Z—vgo m/ /22100 <v’—voo U’—I—UOO> Y m( 0)
0 Vo

Vo

{(ln|v—voo|—ln \v—l—voo\) — (ln]vo—voo|—ln]v0+voo|)}:

- 1 ln{(_voo—v> (_vo+voo>}:
2 Voo U+ Voo Voo — V0

1 - Uoco [e’e)
- IH{A(U v )}:g@_m); Ao 0tV g

Vo — Vo

(t —to)

3.

N U(l—iexp{...})—’Uoo(l—l-AeXp{...}) ‘-(voﬂoo)

(w0 +vse) + (V0 — Vo) exp{...} vo(1+exp{...}) +veo (Il —exp{...})
= v(t) = Voo = Voo
(Vo + Voo) — (Vg — Vo) exp{...} vo(1—exp{...}) + v (L +exp{...})
. 2vg
Grenzfille: t =tg = v(t)) = Vo S = Vo
Voo
V0 + Voo
t = t = =
— 00 v(t — 00) UOOUO—FUOO Voo
Zeitdauer, nach der v, erreicht wird:
m | Voo 1 [/m
At = t—tyg > = = —,/—
= 24 |Voo | 2¢g 2V ag

Grenzfille: a — 0 = At — o0
a — oo = At — 0

Bahnkurve:
B+Cexp{...} 2C exp{ ...} B = v+ v
= Vo = U9 1 ;
olt) = v B—Cexp{...} v +B—Cexp{...} C = vy — Uo
Damit:
=Dy & @ = wvdt
dt
t t 00 (o
B B expq ...
= h(t) — ho = /v(t)dt—/{l B—Cexp{...}}dt
to to
m t
= voo[t—l— 1n|B—Cexp{...}]
Q Voo to



14 2 Newton’sche Mechanik

= h(t):ho—i—voo{t—ir i 1n[cexp{...} —B}—to— UL [C—B}}
O Voo Q@ Voo
2V
m CeXp{ O:: (t—to)} - B
h(t) = h o & t—t 1
= ®) 0+v 0+avoo t C—-B
. m
Grenzfille: h(tg) = ho+vs0? 0+ e In 1} = hg
> B
t>to+ At = h(t) = ho+ vt —to+ In ()} = lineare Funktion
Q Voo C-B
Vergleich mit freiem Fall (siehe [2.4.1)):
h(t) = —=gt>+ vt + ho

h(t)

Scheitelpunkt

¢ g

3 Parabg / lineare Fkt.

| NG

| ‘ - A

| ! RS
_ t
TTTa

At
Abbildung 2.2: Der freie Fall
2.4.3 Schwingendes Spinnennetz
Y4
<--@-—>
AN
S
X
(a) Skizze (b) Koordinatenwahl

Abbildung 2.3: System einer schwingenden Spinne
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Das Spinnennetz schwingt nach dem Windstof: ,Netzform“ bewirkt Riickstellkraft proportional
zur Auslenkung (Hooke’sches Gesetz):

F=—kzé, ; k>0

Masse des Systems ,Netz + Spinne‘ sei m, betrachtet werde die Bewegung des Schwerpunktes
S ohne Luftreibung :

Dynamische Grundgleichung:

mr=F = mi=—kx & mi+kz=0 (%)

Losungsansatz:
Da & bis auf Konstante gleich z:  x(t) = A sin(wt)+ B cos(wt)

Aw cos(wt) — Bw sin(wt)
#(t) = —Aw?sin(wt) — Bw?cos(wt)

K.
~—~
~~
SN—
I

In () eingesetzt:

= —mAw?sin(wt) —mBw? cos(wt) + k A sin(wt) + kB cos(wt) =0
& (—mw?+k)Asin(wt) + (—mw? +k) B cos(wt) =0
ko

= —mw+k=0 = w=1/— = ,Schwingungsfrequenz*
m

Die Amplituden A und B folgen aus den
Anfangsbedingungen:

Fiir t = 0 gilt: z(0) =B = B =2x(0)

2(0)=Aw= A= %x(O)

(0)

w

=|z(t) = sin(wt) + z(0) cos(wt) Bahnkurve

Also: Netz (+Spinne) schwingt harmonisch, ist also ein ,,harmonischer Oszillator*

2.5 Schwingungen

Die grundlegenden Schwingungsformen (harmonische, geddmpfte bzw. erzwungene Schwin-
gung) ergeben sich aus folgender dynamischer Grundgleichung:

m F = ﬁ H+ ﬁ R+ ﬁ E
mit:  F H = Riickstellkraft
Fr = Reibungskraft

Frp = externe (periodische) Kraft
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Um die Notation im Folgenden iibersichtlich zu halten, sei der 1-dim. Fall betrachtet, fiir den
x = 0 die Ruhelage sei. Aufterdem:

Fy —kxéy ; k>0 (Hooke’sches Gesetz)
Fr = —pvgép=—-pié, ; pu>0 (Stokes’sche Reibung)
Fr Fycos(wt) €y ; Fo >0 (harmonisch variierende Kraft)
Bemerkung;: Diese Wahl der Krifte fiihrt auf eine lineare Differentialgleichung zweiter Ord-
nung mit konstanten Koeffizienten.
Eine weitgehende analytische Behandlung ist moglich.
Bemerkung: Im Fall der Newton’sche Reibung (s.0.) ergibt sich eine nichtlineare Dgl.

Fiir den 1-dim. Fall reduziert sich die obige allgemeine Form der dynamischen Grundgleichung
mit ¥ = ¥ &, auf:

mi = —kx —pi+ Fy cos(wt)

& ’mjf—k,u:i:—i-kx = Fy Cos(wt)‘

Man unterscheidet fiir k& # 0:

u=0 ;3 Fy=0 = freie, harmonische Schwingung
p#0 ;3 Fy=0
w0 ;3 Fyp#0 = erzwungene, gedampfte Schwingung

I

freie, geddmpfte Schwingung

die im Folgenden diskutiert werden.

2.5.1 Freie, harmonische Schwingung (1 =0, Fy = 0)

Die dynamische Grundgleichung nimmt folgende Form an:

k
mi+kr=0 & i+—1=0 & Ft+wizr=0
m

| k
mit der Eigenfrequenz wg =1/ — .

m

Losungsansatz (a,b € C) :

z(t) = a exp{bt}
z(t) = ab exp{bt}
i(t) = ab® exp{bt}

Bemerkung:  Diese Form des Losungsansatzes heifst . Fuler’scher Ansatz“.
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Einsetzen ergibt:

k k
b*a exp{bt} + —aexp{bt}=0 = b +— =0
m m

[k [k
:>6172 = +4/—— = £14/— = j:in
m m

Form der allgemeinen Lésung:

x(t) = 21(t) + 22(t) = a1 exp{iwgt} + ag exp{—iwyt}
Da die physikalische Lésung reell sein muss, verwende die Euler’sche Formel exp{ia} =
cosa—+1sina :

=z(t) = a [cos(wgt) + isin(wot)] + as [COS(—wot) + i sin(—wot)

:‘ (a1 + az) cos(wot) + i (a1 — ag) sin(wot)
cos(—a) = cosa
sin(—a) = —sina

Da a1 2 € C und a; # ag, folgt wegen x(t) = reell: z(t) = z(t)

= (a1 + CLQ) COS(wot) +1 (a1 — CLQ) Sin(th) ; (C_Ll + (_12) COS(Q)Ot) —1 (C_Ll — C_LQ) sin(wot)

=a;+ay = aj+a » @50 2a1 = 20 ag=ay; = a1=a
ay —az = _(al _d2) » O 2&2 = 26’1 ' ’ ' ’
— ai, = B .
= a1+ ag ai + @ . } x(t) = Asin(wot) + B cos(wpt) mit A, B € R
ar—az = ay—a = —iA

Mit Hilfe von Anfangsbedingungen bei ¢t = 0 folgt wieder (s.o.)

A= 30), B=20)
wo
und
(t) = ”Lg) sin(wot) + 2(0) cos(wot)
Skizze:

x(t)

Abbildung 2.4: Freie, harmonische Schwingung
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2.5.2 Freie, geddmpfte Schwingung (u # 0, Fy = 0)

Hier gilt: mi+pi+kr=0 = |i+(L)i+wiz=0

Lésungsansatz (a,b € C):
z(t) = a exp{bt} = @(t)=abexp{bt} = #(t) = ab® exp{bt}

Einsetzen:

2
b2+<ﬂ>b+w'8:0 = blzz_ii (ﬁ) —wgz—iﬂ:*/D
m ' | 2m

D::( B )27w(2)

2m

Form der allgemeinen Losung: z(t) = a1 exp{b1t} + as exp{bat}

Es lassen sich drei Fille unterscheiden:

<0
D { =0
>0

(1) Schwache Ddmpfung D <0 :

schwache
kritische } Démpfung
starke

11

[ S chwmgungsfrequenz

#m) =V-D
2
= bio = —ﬁiz wg (2m> l —ﬁiiw
= z(t) = exp{— %t} [al exp{iwt} +as exp{—zwt}}
= {—%t} [ (a1 + ag) cos( wt)+z(a1—a2)sm(wt)}
Aus
z(0) =a1+az; @(0)=— %(m +a2) +iw(a; —ag) = — %x(O) +iw(a; — az)
folgt: |x(t) = exp { - ﬁ t} [( (0) + ﬁx(O)) é sin(wt) + z(0) cos(w t)]
x(t)
>~ exp+f%1}

Abbildung 2.5: Schwach geddmpfte Schwingung
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(2) kritische Dampfung D = 0:

= b =by= —2L ; dh. w = V=D = 0 und man findet nur eine spezielle Lisung:
m

T1 = a1 exp {— %t} . Die zweite Losung folgt aus einer Grenzwertbetrachtung der

Losung fiir D < 0 :

w—0 = cos(wt) — 1; Lsin(wt) —¢
= |z@t) = eXp{ - Lt} (9‘0(0) + Lx(@)) t + 2(0)
2m 2m
Bemerkung;: - da keine Schwingung: ,aperiodischer Grenzfall*

- praktische Anwendung: Zeigermessinstrumente, Tiirschliefung

x(t)

(max. eine Nullstelle)

Abbildung 2.6: kritische Dampfung, aperiodischer Grenzfall

(3) Starke Ddmpfung D > 0 :

= bip = —%i (%)2—w0 <0
= z(t) = exp {— ﬁt} [al exp { \/Bt} + as exp{ —\/Et} }
Aus: z(0) = a1+a2 ; z(0) = — ﬁ(aq + ap) + VD(a1 — ay)
folgt:  ars = ;[x(O) + \/15 (9‘5(0) + ;:nx(()))}

Damit:

xz(t) = % exp{ — %t} <m(0) + \/IE |::L‘(O) + %x(())]) exp { \/Et}

_|_

(x(()) _ \/15 [:&:(O) + 2’;‘nx(0)D exp { — @t}]

Bemerkung:  ,Aperiodische Kriechbewegung® ahnlich zu (2) aber mit kleinerer ;Amplitude*
und ldngerer Riickkehr zur Ruhelage.
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2.5.3 Erzwungene, geddmpfte Schwingung

F
Man hat: m@é+pt+kx = Fycos(wt) & &?—i—ﬂuﬁ—kwgm:—ocos(wt)
m m

Also: inhomogene Dgl. = allgemeine Losung = allgemeine Losung der homogenen
Dgl. + spezielle (= partikulare)
Loésung der inhomogenen Dgl.

homogene Losung: siehe
inhomogene Lésung: nach ,Finschwingzeit“ schwingt das System mit der Frequenz w, daher

Ansatz fiir partikuldre Losung (a € C,w € R):

z(t) =aexp{iwt} = i(t)=iwaexpliwt} = i=—w’aexp{iwt}
cos(wt) — exp(iwt)

Einsetzen: —aw’m+tiwpa+ak = F
2 k
“o = 2 oy M
B £ T Fo/m R (wg —w?) zmw
Oy o T L = |a|exp{i o}
—w'm+tiwp (wQ—wQ)—i—z w m (w2_w2)2+uw
m2
2 2
Hrw
F() \/<w8_w2)2+ m?2 F() 1
= |a] = Vaa = — 55— = — —
meoe 2y B m prw
(wg —w?)? + ) (wE —w?)2+ -

I
o = arctan{ RTZ((Z))} = arctan{—%} = arctan{m(w/;(iwg)}
Fy exp{'[wt-l—qb]}
m\/ +M 2 2

Physikalisch relevant ist der Realteil, daher lautet die allgemeine Losung:

= Tinhomog (t) = partikuldre Losung der inhom. Dgl.

x(t) = Re (%‘nhomag(t)) + $homogen(t)

cos(wt +
| m \/ 2) u w?
™ (Wi —w
t> 2
Bemerkung:
112
e max. Amplitude fiir wg = wg ) = Resonanzfrequenz
o u=0 = wp=wy = |a|=00 = Resonanzkatastrophe

2
° % > wg =  keine Resonanz mehr
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Skizze:

Abbildung 2.7: Grenzfille bei erzwungener, geddmpfter Schwingung

2.6 Erhaltungssitze

Idee: alternative Problemlésung nicht {iber die dynamische Grundgleichung

2.6.1 Impulserhaltung

Die Motivation zur Suche nach Erhaltungssitzen ergibt sich fiir den kréftefreien Fall aus dem
2. Newton’schen Axiom:

L dp dp ~
F=2 P _y= p=const. = ,Impulserhaltung®
dt F=0 dt

Folgerung: Fiir den kréftefreien Massenpunkt gilt der Impulserhaltungssatz.

Somit erscheint die Frage nach weiteren Erhaltungsgréfen bzw. -sétzen sinnvoll.

2.6.2 Energieerhaltung
Aus der dynamischen Grundgleichung folgt:

mr=F ‘ 7
dF dF d dF 7
. o . r . N r m . N r
—"‘":F__’ 7_‘:F.7 77"2:F.7 ’ dt
= mr-r Toe meoT o T g i /
t1
to d" P
m .o -9 = oar 2 1
= Pz [ B %a = [ Fod
5 (ry —77) / dt / r
t1 Py
Mit den Definitionen
; Py
T =im#? =1imov?| kinetische Energie W = [ F-dr| Arbeit
P

folgt
%ﬁ—%ﬁzw & T-Ti=W
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Folgerung: Die Anderung der kinetischen Energie eines Massenpunktes entspricht der an
ihm (von aufen) geleisteten Arbeit.

Offenbar ist die kinetische Energie keine Erhaltungsgrofe. Wir definieren daher "konservati-
ve" Krifte durch die Wegunabhéngigkeit des Integrals:

P
V() =— f F(7)-dr| Potentielle Energie oder Potential
Py
Dann gilt
P> Py Py Py )
W o= /F df:/ﬁ.dﬂ/ﬁ-df:—/ﬁ.dﬂ/ﬁ.df
Py Py Py Po P

Damit folgt

L-Ty=W=W-V, & Th+Vh=~T+W

= T+V =FE = const. swEnergieerhaltung*

Folgerung: Fiir einen Massenpunkt in einem konservativen Kraftfeld gilt der Energieerhal-
tungssatz.

Bemerkung:  Fiir F= F"(F, U,t) ist F i.A. zeitabhéngig, also keine Erhaltungsgrofe.

Bemerkung:  Die Leistung P = 9 ist allgemein, also auch fiir nicht konservative Krifte,

= dt
definiert.

Berechnung von F(7) aus dem Potential V (7):

P t .
- T
P = F.-di=— | F-—dt
V(7) / T / g
PO to
N dv (7) B ov(r) dr . o dr
dt or t dt
= F= _8‘({;&?‘) = —gradV | ,konservatives Kraftfeld“
T
Beispiel: In kartesischen Koordinaten gilt mit V =V (z,y, 2):

= - ovy . ov | ov\ .
F-—gradV-—VV-—(ax)ex—(ay>ey—<az>ez

Damit die Definition des Potentials V' (7) als Wegintegral sinnvoll ist, muss das Integral weg-
unabhéngig sein.
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R

C1 02
R
Abbildung 2.8: Wegunabhingigkeit
Wihle kartesische Koordinaten:
y
1 @
Fy(z,y)de + | Fy(x +dx,y)dy
YNNG ® (1 2)
1 T < /F(a:y)dy+ Fo(z,y+dy)d
. ‘ ®3) 4)
I dx [ X

Abbildung 2.9: Beispielweg

;»/{Fwdxy) < }dy J{Fu(oy+ dy) = Bl da =0

N jf x—i—dwy dxdy fj xy+dy (’y)dyda;:O

Ha‘"dd—ﬂaF SR T

Oz y

Giiltigkeit fiir alle Komponenten liefert allgemein:
OF, 0F, 0F, OF, 0F, 0F;\ _ 0 =
oy 0z Oz ox’ Ox oy |

‘rotﬁzﬁxﬁzo

skonservatives Kraftfeld*

2.6.3 Drehimpulserhaltung

Ausgehend von der dynamischen Grundgleichung:

mr=F 7x(...)
= m(Fx 7)) =Fx F
= d{ (FxiN}y=FxF & d(*x*) P x F
—{m([P@xr)}=r —(7 =7
| dt at <P
[ @x®) = ixirax]
und mit den Definitionen:
L=+x p| Drehimpuls M =7x F| Drehmoment
folgt:
ar. - L - .
— =M — =0 = L=const. = ,Drehimpulserhaltung“

}d dy=0 = OFy 0k 1
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=
X
&Sl
I
=
I
o

Folgerung;: Fiir einen Massenpunkt im Zentralfeld mit F = F(7)é, =
gilt der Drehimpulserhaltungssatz.

2.7 Bewegung im konservativen Zentralkraftfeld

F sei Zentralkraftfeld (vgl. [2.6.3): F(¥) = F(P)é,
F' sei konservative Kraft (vgl. - F

7) = —grad V(7)
Wahl aufgrund der Symmetrie des Problems!) gilt:

—_

In sphérischen Polarkoordinaten (r,9,¢)

(
v = (5 )+ () i (35

ey +
=  F() =F@)eé = —grad V(7 <8V> <g§;> & — ﬁ (g‘;) &,
—o:»v;éw ) 0= VAV(9)
= F(r)e =— (?:) é- und V() =V(r)
= P = F0)
Also:
F(7) = F(r)é, »konservatives Zentralkraftfeld

Damit lauten dann der Energie- und Drehimpulserhaltungssatz:

E = 72 + V(r) = const.

-

L =

SN =

X p'= const.
Es gilt in sphérischen Polarkoordinaten:

F=ré =r=ré +ré =ré, +m§‘é}9 +rsind e,
Damit:

ré. Xxmr=mré X (ré +rdeéy+rsindpey,)

il
I
=
X

Sy
1

2 4 = 2 . |
= mr-de, —mr® sinv ey = const.

-

Da L konstant ist, erfolgt die Bewegung wegen 7+ L = 7 (m 7 x 77) = 0 in einer Ebene. Wahl
dieser Ebene als ¢ = § (= 9 = 0), so dass gilt

L=-mr?¢éy = L=|L

| =mr?y
und auch ' ‘
F=ré +rsindpe, = =i+ r’?
Fiir den Erhaltungssatz gilt dann:
E= 1m(f?Jrfr? )+ V(r) = Lo 4 L +V(r)
T2 4 "2 2mr?

Man schreibt dieses Ergebnis gerne als

1
E = §m7'“2 + Vesp(r)
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mit

Vert(r) =V (r) + L2 ,.JEffektives Potential*

Statt die dynamische Grundgleichung zu l6sen, kann man die Bahnkurve (durch r(t), ¢(t)
bestimmt) aus dem Energiesatz berechnen. Aus letzterem folgt:

. dr
7n\/mE Vet( )) dt

= dt = = |t—ty=

dr
\/mE Vest (1)) /\/i(E—Véff(T))

Integration liefert ¢(r), die Umkehrung dann r(¢). Aus dem Drehimpulserhaltungssatz folgt:

de
L=mr’y = L=
mre dt  mr?

= ©— o= / erg <3:) dr = / r2\/2m fEdr— Verr(r))

Integration liefert (r), und mit r(¢) folgt o(t).

dt

= dp= 2

Folgerung: (1) E < Veg = Diskriminante < 0 = keine reelle Losung, = klassisch nicht

mogliche Bahnen
(2) E = Veg = 7 = 0 (aber nicht ¢!), = (klassische) ,Umkehrpunkte* der

Bewegung
(3) E > Veg = nicht triviale reelle Losung existiert, = klassisch erlaubte
Bewegungen
Bemerkung;: In der Quantenmechanik ist ein ,Eindringen* in die klassisch nicht erlaubten

Bereiche moglich, man spricht vom Tunneleffekt. Man beachte aber, dass in
der QM der Bahnbegriff seine Bedeutung verliert, so dass das ,,Findringen“ bes-
ser als ,nicht verschwindende Aufenthaltswahrscheinlichkeit bezeichnet wird.
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Als konkrete Anwendung untersuchen wir die Planetenbewegung;:
Hier ist die konservative Zentralkraft = Gravitationskraft:

B, M
F=-G—le = V@)=-G

r2 | r

Dann findet man

/ L dr / / L dr
\/ \/Er2 GMmr — L2

E+GMm m

2m7“2

/ ) GMmr — L2/m
arcsm + const.
ry/G2 M2 m? 4 282
po = <p0‘—|— const. GMm B L
=@ —(pp = arcsin
\/QmE—l— G2M2m4
GMm? _ L 1- (G]STQWF) ;
= sin(e = o) = GM 2 2BL2__ 2EL2
- JH A 1+ s
Mit den Definitionen
L? - 2FE L2
= — N e = —_—
P= G mm? ’ G2 M2 m3
und der Wahl
. 3
Yo = §7T
erhélt man
P_, B P e
—=14ecosp = |r(p)=-———| Kegelschnittgleichung
r 1+ecosyp
e=0 = Kreis (Planeten)
. ) e<1 = Ellpse (Planeten)
Daraus folgert man fiir die Bahnkurve: e=1 = Parabel (Kometen)
e>1 = Hyperbel (Kometen)
Aus diesen Uberlegungen folgen die Kepler’schen Gesetze:
1. Gesetz (1609): Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren einem Brennpunkt die

Sonne steht.
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Offenbar gilt fiir unser obiges Ergebnis:

Veff > E 1

Verr ("min)

Abbildung 2.10: Effektives Potenzial

Die Kurvenform ist klar wegen:

v L? GMm 0= L?
= — — rn— — ——
eff 2mr? r 079G M m?
L? GMm L?
/ _ - R _
Vveﬂ = 7m7“3+ 2 —0:>T‘mln—GMm2 =27y
1G22 M?m?
:>Vreff(7amin) = _5 12

= gebundene Bewegung fiir Veg < F <0
= 0<e<1 = Ellipsen (Kreise fiir e = 0) mit Sonne im Ursprung (=Brennpunkt)

Es gilt auch:

GM
a = 1%? = 3] E7|n grofte Halbachse
P L L a )
b = —— = — = — kleine Halbachse
V1—e? V2|E|lm m/GM
Fiir B = Vog(rmin) = —3 €M oilg 5 B
L2
e=0; a="> = Kreisbahn
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2. Gesetz (1609): Der Fahrstrahl von der Sonne zum Planeten {iberstreicht in gleichen
Zeiten gleiche Flachen.

Betrachte:
dr
r"
dA
Abbildung 2.11: {iberstrichene Flache
1 1 dr 1 1 L
Azf_, rl == | o = _ |y U tzi_’ D tzit
= d 2|7‘><al7‘| 2|r dt|dt 2|r><v\d 5 |7 x pld de
dA
= — = A= — = const. Flachensatz
dt 2m
A heikt Flichengeschwindigkeit.
3. Gesetz (1619) Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie die

Kuben der grofen Halbachsen der Ellipsen.

Es gilt:

. L . T
A= & omA=1 ‘/ dt
2m 0

= 2m[A(T) - A0)]=L-T

[ Ellipsenfliche = w abj

\ L 1

| 3/2
& 2mmab=L-T < 2mm— a’’*=L-T
m G M
= a :T = T — a
vG M GM

Da die Konstante % fiir alle Planeten gleich ist, folgt:
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Veranschaulichung:

E, Vet

|

|

|

|

| |

| |

| |

| |

—Wi % W//////W & ?

"Umkehrpunkte”

oz 2 Klassisch nicht erlaubte Bereiche

dVert 02Vt

A . . . . . —_
O = instabile Gleichgewichtslagen: dr =0; dr2 <0
® £ stabile Gleichgewichtslage: d(;/e“ =@V 5
r dr?
Abbildung 2.12: Potential und Teilchenenergie
Bemerkung:  Hier wird wieder die Bedeutung des harmonischen Oszillators offenbar. Die

Taylor-Entwicklung des Potentials liefert:

V(r)=V(re) + V/(v“o)(r —rg) + %VN (r0)(r — 1r0)*

so dass in einer Gleichgewichtslage 7o (mit V' (1) = 0) fiir kleine Auslenkungen
T =71 —rg gilt:

1. .»
V(rog+z) = V(rg) + §V (ro) z?

Damit gilt fiir die Kraft an der Stelle r = rg 4 2

F=—gradV=-V"(ro) zé

Wenn: V' (1) <0 = F in Richtung der Auslenkung
= Instabilitét
V' (rg) >0 = F der Auslenkung entgegen gerichtet

Stabilitét
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3 Das Zweikorperproblem

Bisher: Behandlung eines einzelnen Teilchens (Kérper, Massenpunkt)

Notig:  Erweiterung auf Teilchensysteme

3.1 Allgemeines zu Mehrteilchensystemen

Ausgangspunkt: Newton-Axiome miissen fiir jeden einzelnen Massenpunkt giiltig sein
Also:

Dynamische Grundgleichung(en) (= Axiom 2):

]5; T m; Fz = Feact,i + Z Fij = Fges,i
J

mit den Bezeichnungen:

m; = Masse des i-ten Teilchen
7 = Ortsvektor des i-ten Teilchen
Fepti = externe Kraft auf das i-te Teilchen
F;j = (interne) Kraft des j-ten auf das i-te Teilchen
Fyess = auf das i-te Teilchen wirkende Gesamtkraft

Bemerkung;: Axiom 1 als Spezialfall von Axiom 2 erfiillt (vgl.

Bemerkung: Wenn keine externen Krifte auf ein Teilchensystem wirken, also ﬁext’i = 0 gilt,
dann heifst das System abgeschlossen.

Bemerkung: Die internen Kréfte F’ij sind zumeist ,,Zweikorperkrifte”, d.h. sie hingen
lediglich von der Lage (und evtl. den Geschwindigkeiten) zweier Teilchen ab.
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3.2 Erhaltungssitze fiir Mehrteilchensystem

Zusétzliche Schwierigkeit bei Mehrteilchensystemen: die Zahl der Bewegungsgleichungen kann
sehr grofs sein

= explizite Losung aller Bewegungsgleichungen ist nicht nétig
= Idee: Berechnung von Bahnkurven aus Erhaltungssétzen (vgl.

3.2.1 Impulserhaltung

Idee: Summation aller dynamischen Grundgleichungen

N
= Zﬁl = Zmzﬁ = Z ﬁext,i"’ZEj = Zﬁeajt,i“‘zzf’ij
=1 % 7 7 % % J

= Zﬁemtﬂ_‘_%ZZ(EJ_‘_F‘ﬂ) :Zﬁemt,i
i g ‘—/—‘_0 @

Mit den Definitionen:

M = >.m = Gesamtmasse
R = & > = Ortsvektor des ,Schwerpunktes®
P = o mi¥, = ME = Gesamtimpuls
Fext = > Feati = (externe) Gesamtkraft
folgt

MR = Zmzﬁ = ME:ZmZﬁ = P = Foy Impuls- oder Schwerpunktsatz
i

)

Schwerpunktsatz:

Der Schwerpunkt eines Teilchensystem bewegt sich so, als ob die Gesamtmasse des Systems in
ihm vereinigt ist und die Summe der externen Kréfte auf ihn einwirkt.

Impulserhaltungssatz:
Fiir ein abgeschlossenes System (ﬁewt = 0) bleibt der Impuls des Schwerpunktes erhalten:

—

Mﬁi:ﬁ:o = P = const.

Bemerkung:  Die Bewegung eines gesamten Teilchensystems kann also durch die Bewegung
eines Massenpunktes, ndmlich des Schwerpunktes beschrieben werden.

Bemerkung;: Mit Hilfe des Schwerpunktsatzes konnen sogenannte ,Relativkoordinaten® de-
finiert werden: 7; = R+ 5;
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Abbildung 3.1: Relativkoordinaten

Wenn fiir ein gegebenes System ﬁ(t) bekannt ist, geniigt also zur Angabe der
Lage 7i(t) aller Teilchen des Systems die Kenntnis ihrer relativen Lage §;(¢) in
Bezug auf den Schwerpunkt R.

3.2.2 Energieerhaltung

Voriiberlegung:

Fiir konservative Kréfte E = Fem + Z Ej gilt:
J

—

xF‘i:Vix ;=0

1

rot; 15; =

=

9
or;
also

(a) ﬁext,i = _ﬁivve:vt,i

(b) Wenn Fy; = —Fj; Zentralkraft (7; = 7 — ) :

Vij (75, 75) = Vig (I7s = 75) = Vij(rig) = Vi(rja)

. , ovi;, Vi, OV = q

FL“ _ Z‘/z _ 1] _ 1) — Jt — Vz — _F'i
= J \% J 87?1 af,‘] 87:‘] v] J J

Insgesamt demnach:

— =

Fi=-ViVi==Vi | Veati + > _ Vi
J

Analog zum vorherigen Abschnitt kann daraus hergeleitet werden:

1 - 1
T+V = Z §mzﬁ 24 Z Vewt,i + 3 Z Vij | = const. Energie(erhaltungs)satz
% 7 J

mit

T o= Y n=Y g
Vo= V=Y Vet s 2V
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Energieerhaltungssatz:

Fiir ein Teilchensystem in einem (externen) konservativen Kraftfeld (und konservativen Zen-
tralkréften untereinander) ist die Summe der kinetischen und potentiellen Teilchenenergien
zeitlich konstant.

Bemerkung;: Es gilt auch ein Drehimpulssatz in der Form L= Z Memt,i = Memt und
i

die Aussage 2(T) = <Z (ViVi) - i)

(2
(= ,Virialsatz*), wobei < ... > ein zeitlicher Mittelwert bedeutet.

3.3 Das Zweiteilchensystem

... ist ein wichtiger Spezialfall eines Mehrteilchensystems. Hier gilt fiir den Schwerpunkt:

2 . -

— 1 R mir1 + mary

R=— E m;ry —m ———
M < - mi + mo

1=

Es ist zweckmifig den Relativvektor (Differenzvektor) ¥ = 7 — 7 einzufithren, um das

—

System statt mit 7 (¢), 7(t) dquivalent mit E(t), 7(t) zu beschreiben:

M = R+ %F:ﬁ+ 5
7 o= é—%ﬁ:éﬂa
Abbildung 3.2: Schwerpunktsystem
Die dynamischen Grundgleichungen lauten dann:
[M =m +m2,ﬁ21 = _ﬁ127ﬁewt = ﬁewt,l + F’ea:tﬂ}
. _ ~ ———— Dynamische
I = F F ’ S
(II) ml? B F;em’l + ﬁlQ } y®“=> | MR = Feyy Grundgleichung
() maiy = Fetp+Fn des Schwerpunktes
sowie:
= = = = Dynamische
1 1 w e . F E E E
— () ——1AI) = 7F=r—r= cerbl 212 Zent2 221 Grundgleichung
mq mo mq mi ma ma

der Relativbewegung

ﬁextﬂ B Fextﬂ i (1 I 1> = ﬁext,l . ﬁextﬂ + @
) my m2 2

B.o— _F 1_ 1 1 — Mmima = ; “
Fyy = —Fio [ p T s T TR T s preduzierte Masse }
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Fiir ein abgeschlossenes Zweiteilchensystem (= Zweikorperproblem)

=

gilt dann (Fege; = 0):

M ﬁ = 0 ~ kriftefreie Bewegung des Schwerpunktes
Bewegung einer Masse p im Zentralfeld Fis

/1,7;' = ﬁ 12 ~ 7
Da die erste Gleichung trivial (®) gelost wird, spricht man hier auch vom ,effektiven Ein-

korperproblem*.

Im Zweiteilchensystem gelten folgende niitzliche Zerlegungen:

Impuls:
5 LS 2 2 = ma my - =
P = pi+p2 = muri+maery = (ml—l—mg)R—l—mlﬁr—mQﬁr = MR
" . 5, mimg -, = 2
o= marn = miR+ ]1\427’ = miR+ur
Pa = maR—pi
kinetische Energie:
T = Ti+1Ty, = §m1 o+ §m2 (8
1 = 1 2. 1 -
= R gmi (7)o gmi2 TR
1 2 1 2. 1 2
+ gmaf® o+ gma (1) 77 - gma2 R
1 = 1 mlmg(ml + m2) . 1
= -MR?+= P2 S MR2 4 2
TR M2 AR T
Bemerkung:  Es treten keine Mischterme R-7 auf, was diese Koordinatenwahl vorteilhaft
macht.
Potential:
2 1 2.2
V() = Y Vearit5 D> Vi(r) = Veata + Veara + Viz(r)
=1 =1 j=1
{ Vir = Vag = 0; Va1 = Vio ]
Gesamtenergie:
Ly 52, 1 - 5 = 5 =
E = T+V = §MR + 5”7‘ + Ve;rt,l (R,T’) + Vewt,Q(R,T) +V12(7’)
=0, wenn Systg;n abgeschlossen
Drehimpuls:
N N o, 2 . _ N 2 . 2 . N N .
L= M(Rx R) —&-;mi(@- X&) = M(Rx R)+my (52) #xiemy (T1) 7x = MEx R+ pix
Bemerkung: Es lassen sich also alle wesentliche ,Systemgroken® in einen Schwerpunktan-

teil (R, R) und einen Relativbewegungsanteil (7,7) separieren (in einem
abgeschlossenen Zweiteilchensystem ist diese Separation vollstandig).
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3.4 Planetenbewegung als Zweikorperproblem

der Ortsvektor eines Planeten mit Masse m,,

L= Tp
7o = 7  der Ortsvektor der Sonne mit Masse mg
und 7 =7 -7y =7, — 7, dann gilt:

Veati =0 (abgeschlossenes System!)

Lo S msm M msm
Via (7, 7) = Via(7) = —G22 — gl = M o ap— i om,
r r Mg + My
1. 1 - Mp 1 . L? L? Mp
E=-MR?*+ -pir? - G—F = M R? R_ 4 ~ 02 T _ @
2 Tanr r2 Tonre TN T o r

[vgl.undmit I_::ER—i—Er:M(R'Xﬁ)—i—u(FX?)]

Im Schwerpunktsystem mit R= 0,R=0 gilt also

Nach entspricht das gerade der Bewegung einer Masse p im gravitativen Zentralfeld der
(ruhenden) Masse M. Also:

. p . ~ o
r(¢) = 1T ecosd (hier e < 1 = Ellipsenbahn)

Damit folgt:

Planet und Sonne bewegen sich also

L - S
=7, = R+4+IT&rf = DT ~ . . .
1= "p M M =  auf Ellipsen um ihren gemeinsamen
Wahi R =0 Schwerpunkt.
=7, = R-"7 L —2F
Veranschaulichung:
D A
s = = P
Lo M
Planetenbahn
Sonnenbahn

Abbildung 3.3: Planetenbewegung als Zweikérperproblem

Bemerkung: ~ Wegen mgs > m,, gilt natiirlich in sehr guter Ndherung 7, ~ 7; 75 ~ 0 und
damit der in [2.7] betrachtete Fall der Keplerbewegung.



4 Lagrange-Mechanik

Neben der bisher behandelten Newton’schen Beschreibung der klassischen Mechanik gibt es
noch weitere (vgl. Schema Ende Kapitel . Von den beiden Alternativen, der Lagrange-
und der Hamilton-Mechanik, behandeln wir hier das Wesentliche der ersten. Basierend auf
den bisherigen Verlauf der Vorlesung kann die Lagrange’sche Formulierung der Mechanik wie
folgt motiviert werden:

Wir haben gesehen, dass zur Beschrelbung eines physikalischen Systems die vektorielle dy-
namische Grundgleichung m+ = F mitunter durch eine (oder mehrere entkoppelte) skalare
Gleichung(en) ersetzt werden kann, siehe die Beispiele in u ﬂ 2.5| und [2.7] - Man kann also fra-
gen, ob sich die dynamische Grundgleichung direkt in eine (oder mehrere) skalare Gleichungen
tiberfithren l4sst.

Bemerkung:  Die folgende Herleitung der Lagrangegleichungen 2. Art vermeidet die
Formulierung der Lagrangegleichungen 1. Art, die Verwendung des sog.
d’Alembert’schen Prinzip und damit den Begriff der Zwangskraft und (weitest-
gehend) der Zwangsbedingung. Diese werden im Rahmen der Hauptvorlesung
zur Theoretischen Mechanik behandelt. Hier geht es lediglich um die Vorstel-
lung einer ,hoheren Methode der analytischen Mechanik, die zur Newton’schen
Formulierung alternative Losungen in oft eleganter Weise ermdglicht.

4.1 Generalisierte Koordinaten und Geschwindigkeiten

.. formalisieren den ersten Schritt zur Lagrange-Formulierung.Daher machen wir folgende

Definition: Wenn die Gesamtheit irgendwelcher skalarer Groken q1,qo, ..., gs die momen-
tane Lage eines Systems mit s Freiheitsgraden in einem n-dimensionalen Kon-
figurationsraum eindeutig bestimmt, so nennt man sie generalisierte oder
verallgemeinerte Koordinaten und ihre Ableitungen ¢i, ¢o, . . ., s genera-
lisierte oder verallgemeinerte Geschwindigkeiten.

Bemerkung:  Im Allgemeinen hat ein Teilchen im n-dimensionalen Konfigurationsraum n
Freiheitsgrade; ein System aus N Teilchen hat dann n/N Freiheitsgrade. Gibt
es 0 < k < nN ,Zwangsbedingungen®, die die Bewegung(en) des Systems
einschrénken, reduziert sich die Zahl der Freiheitsgrade auf nN — k.

Beispiel: Ebenes Pendel: Die Bewegung ist zunfichst auf eine Ebene eingeschrinkt, so
dass statt sphérischer ebene Polarkoordinaten benutzt werden. Im Falle des
mathematischen Pendels mit masselosem Pendelarm konstanter Linge erfolgt
die Bewegung der Pendelmasse entlang eines Kreises, so dass das System nur
einen Freiheitsgrad hat. Also:
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n = 3, (r, ¥, p)-Koordinaten
s = 1: betrachte nur ¢ als Koordinate, da r, ¢ = const.

Bemerkung: Generalisierte Koordinaten miissen weder die Dimension einer Linge haben
noch geometrisch interpretierbar sein. Damit sind auch die zugehorigen Ge-
schwindigkeiten verallgemeinert. So gilt im Falle des ebenen, mathematischen
Pendels z.B.:
generalisierte Koordinate ¢ = generalisierte Geschwindigkeit ¢ und kinetische

Energie: T—er2 m (72 —|—r<,0)|lmrg0

=0

4.2 Die Lagrange-Gleichungen 2. Art

Die Ausgangsfrage ist also: Wie gelingt die Herleitung von s < n/N skalaren Gleichungen aus
den 3N dynamischen Grundgleichungen mr; = F, ; ¢ = 1,...,N?7 Der Einfachheit halber
betrachten wir den Fall N = 1, also ein Einteilchensystem. Sei gj eine der s unabhingigen
verallgemeinerten Koordinaten, dann gilt (mit %/ =0):

- - oV or
_’:F:— = —— - —_—
mr V= %8 ‘aqk
o g O _ OV or OV
0qy; or  Oqy Iqx
d( . oF Ld(oF) oV
N AU S 2 Frd it
Da gilt:
L OF oF _ or  oF
=T ) 7"'a57t = 7= a4 + = = =7
(q1, 2 Gsst) ;{aql QI} ot din  Oqn
sowie:
q und q werden als
unabhdingige Grifien
aufgefasst!
-5 2@ 2@ S Bl 8-
dqe § ~ & Pa\oa) M T ot \og) " 0g & \0a NS T 01| T o
—_—— ————

) A

df i o\ e ooV
dt Ik g Oqk
o4
dr

_m ot _ oV
(9% 2 Oqy Oqr

folgt aus (¥):

Wegen T = 2 m-r ﬁndet man:

a(ary oo
dt \ Oq, Oqi Oqr
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und wenn V' # V(¢x) gilt, schlieRlich:
d(ory AoV (OT OV _
dt \ Oqy, dt Oqy, oqx  Oqr)
———
»geschickte Null“
d (oI -Vv)\ oT-V) _0
dt ol oq
Mit der Definition der Lagrangefunktion L := T — V folgen die

d L L
— a— — a— = 0| Lagrangegleichungen 2. Art fiir konservative Krifte
dt \ Oy dqy,

Bemerkung: Im Unterschied zur vektoriellen Newton’schen Bewegungsgleichung (mit i.A.
n = 3 Komponentengleichungen) handelt es sich bei den Lagrangegleichungen
2. Art um ein System von s = n—k Gleichungen, in denen die die Freiheitsgrade
einschrinkenden Zwangskrifte bereits implizit beriicksichtigt sind.

Bemerkung: Zur Formulierung der Lagrangegleichungen 2. Art ist die Kenntnis der Krifte
nicht explizit erforderlich, sondern lediglich die des Potentials.

Bemerkung:  Die Lagrangefunktionen L und L; = AL,A € R und Ly = L + W

liefern dieselben Bewegungsgleichungen. L; ist trivial; fiir Lo gilt:
d(OLa 0Ly _d[OL 0 (dF\\ 0L 0 (dF
dt \ Oq Oqs, Cdt ¢, O0qi \ dt Oqr,  Oqi \ dt
_d(OLY _on a0 [x~(or or) o (dF
T At \oq) " g T dtog | & \da W)T 58 (~ og \dt
_ A (LN _OL d (OF\ 0 (dF
Cdt O Oqi,  dt \ Oqi Oqi, \ dt
_ d(oLy_oL
o dt O Oqx,
Das letzte Gleichheitszeichen gilt, weil:
d (OF 0*F \ . 0’F
i (7) = 3 (ouaw) i+ ovo
o (dF O*F \ .  O°F
g, (dt> a Zl: <3qk 8qz> U Dar ot

fiir zweimal stetig differenzierbare F'(q1,...,qs,t).
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4.3 Anwendungsbeispiele

. zur IMlustration der Methode:

4.3.1 Das freie Teilchen (s=3)

Koordinatenwahl: ¢4 =z, ¢ =y, g3 = 2

1 1 1
= Tzimﬁzzimf’zz§m(i:2+y2+z‘2); V:const.LO
OL 0T . d (0L OL OL 0 = “_ 0
8q1 ot dt 8q 7(9(]1 ox

Fiir die anderen Komponenten analog = mr =0

4.3.2 Der schiefe Wurf (s=3)

Koordinatenwahl: ¢ =, g2 =y, g3 = 2

1
= T:§m(fb2+92+22); V=mgz

= freies Teilchen in Bezug auf z- und y- Koordinate: mi=mg =0

dt \9g; ) — at \ 9z 2 Y ) =M 5g T, - M

Also: mZ+mg=0 = |Z=—g

4.3.3 Atwood’sche Fallmaschine (s=1)

Koordinatenwahl: ¢t = 21 =2, 21+ 20+ 7R =1

V % = ZQZI—ﬂ'R—Z = 21:2;2.2:—7;’
1 1 1
i = T=§m12?+§m2z'§=§m122+§m222:§(m1+m2)732
V=—-migzn —magz=-migz—mag(l—7R— 2)
z=0------

1
= L:T—V:i(ml+m2)2’2—|—mlgz—|—mgg(l—7rR—z)

1 .
:§(m1—|—m2)22+(m1—mg)gz—l—mgg(l—ﬁR)

A = @:(m1+m2)2:>iaj:(mfl‘sz)é'f:(ml—mQ)g
0z dt 9% "9z
B
Zp{------- - m ] dt 9z 9z mitme) 2= (M —me) g =
. mi — ma
s F=—27
V4 m1+m2
1 mip — my 2
o = (Y g
Abb. 4.1: Fallmaschine 2 \my1+me
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4.4 Erhaltungssitze und Symmetrien

In der Newton’schen Mechanik haben wir den Impuls-, Energie- und Drehimpulserhaltungssatz
kennen und schétzen gelernt. Diese Sdtze konnen natiirlich auch im Rahmen der Lagrange-
Mechanik hergeleitet werden. Sie bietet aber dariiber hinaus einen tieferen FEinblick in die
Begriindung fiir die Existenz von Erhaltungsgrofen. Betrachten wir zunéchst die

4.4.1 Anzahl der Erhaltungsgroéfien

Seien ¢, qo, . . ., qs die generalisierten Koordinaten, die zusammen mit den generalisierten Ge-
schwindigkeiten ¢y, go, . . . , s den Zustand eines Systems zum Zeitpunkt ¢ bestimmen. Die Inte-
gration der Lagrangegleichungen 2. Art erfordert 2s Anfangswerte, also 2s freie Konstanten, die
(geschrieben als Funktionen der ¢; und ¢;) die Erhaltungsgréfsen bzw. Bewegungsintegrale sind.

In einem abgeschlossenen System, fiir das die ¢; und ¢; nicht explizit von der Zeit abhéngen,
kann eine der 2s Konstanten als der (beliebige) Zeitnullpunkt gewéhlt werden, so dass 2s — 1
Konstanten, also 2s — 1 unabhéngige Erhaltungsgrofien existieren.

Beispiele: Freies Teilchen Zweikoérperproblem
Freiheitsgrade: s=3 5s=06
unabh. Erhaltungsgréfen: 2-3—1=5 2:6—-1=11

Energieerhaltung: 1 1 Konstante

Impulserhaltung: 3 3 (Schwerpunkt) Konstanten
Drehimpulserhaltung: 3 3 Konstanten
Lenz-Runge-Vektor: - 3 Konstanten

Summe: 7 10

= nicht alle Erhaltungsgrofen sind unabhéngig oder gleich bedeutsam!

4.4.2 Zyklische Koordinaten
Der einfachste Fall zu einer Erhaltungsgréfie zu gelangen liegt vor, wenn % = 0, denn dann

gilt:

Generalisierter oder verall-

d 9L 9L _d OL _0 N 0L — const gemeinerter oder kanoni-
dt 0m  Oqm  dt O¢m Pm = Om | scher oder konjugierter Im-
puls

¢m ist dann eine zyklische Koordinate.

Bemerkung:  Man wahlt also am geschicktesten die verallgemeinerten Koordinaten so, dass
moglichst viele zyklisch sind.

Beispiel: Zweikorperproblem:

1. Wahl:  (q1,92,93) = (z1,y1,21) 5 (q4,¢5,96) = (22,92, 22)

1 . . . 1 . . .
= T:§m1(x%+y%+z%)+§m2(a:§+y§+z§)
Gm1m2
V:—T; 7"=\/(w1—x2)2+(y1—y2)2+(21—Z2)2
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oL
= L=T-V ; —#0 fiirallel
Oq

= keine zyklischen Koordinaten

2. Wahl:  (q1,q2,q3) = (Rs, Ry, R.) 5 (q4,65,96) = (1,7, 9)
1 . . ) 1
= TzénﬂR§+R§+R@+§u@2+#¢%
GMp

r

V=-—

oL oL oL
= =TV SR = om, " or,
MR, =MR,=MR, =0
= = kriftefreie Bewegung des Schwerpunktes
gi:o = %gL Z(,urcp) 0
= ’ prio = const‘ = (Relativ-)Drehimpulserhaltung
oL =0 = 4 a—L =
v dt 99

4

oL
da aber bereits % = 0 ergibt sich keine weitere Erhaltungsgrofe

= Insgesamt erhilt man also:

5 zyklische Koordinaten und 4 Erhaltungsgroéfien

Neben dem zu einer zyklischen Koordinate gehérenden (erhaltenen) generalisierten Impuls las-
sen sich in der Lagrange-Mechanik natiirlich auch die ,jiiblichen* Erhaltungssitze fiir Energie,
Impuls und Drehimpuls formulieren. Mehr noch: die Lagrange-Beschreibung erlaubt einen ein-
fachen Weg einen tiefer liegenden Zusammenhang zwischen Erhaltungsgréfsen und Symmetrien
zu erkennen. So sind die ,Haupt-“Erhaltungssitze mit der Homogenitit und Isotropie von Raum
und Zeit verkniipft. Um das einzusehen betrachten wir zunéchst die

4.4.3 Energieerhaltung

Die Homogenitédt der Zeit fiihrt auf die Energieerhaltung: Wenn die Lagrange-Funktion
eines abgeschlossenen Systems invariant unter zeitlichen Translationen ¢ = ¢ + « ist, folgt:

. . . . oL
L:L(Qla"'uQSana"'uqsvt):L(ql)'"aQSuqla"'aqsat+a) = — =0

ot
dL oL\ .
7= {(5)

G (o) o =2 (5o () o = 32 (5 )

d oL\ . dH
= dtlzl:{<aql)ql}—L]—0 & E—O = H = const.

=: H = Hamiltonfunktion
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In konservativen Systemen mit V' =V (q,...,qs) gilt

L = 1 "7q57q17"'?q.5)_V(q17"‘7qs)

=H = {( ) } L:ZI:{@;)@}—(T—V)T2T—T+V=T+V:E

T 1ist homogen, quadmtzsch i g, d.h.:
T(aq.17 . a/q's) - a T(q17 M qS)
=3 (82)q=2r

Damit lésst sich also die Hamilton-Funktion eines abgeschlossenen Systems als die Gesamt-
energie I =T 4 V interpretieren und es gilt die Energieerhaltung.

Bemerkung;: Die Hamilton-Funktion ist nicht immer gleich der Gesamtenergie und nicht
immer eine Erhaltungsgrofe.

4.4.4 Impulserhaltung

Wihlt man fiir die generalisierten Koordinaten eines abgeschlossenen Systems die Ortsvektoren,
dann konnen die Lagrange-Gleichungen 2. Art geschrieben werden als

d OL 0L

dt 0v;  Or;
Zur Untersuchung der Folgerung aus der Homogenitit des Raumes betrachten wir eine
raumliche Translation 7/ = 7+ €, mit der gilt:

=0

or; = €=
5 Tmnslation’ 5
L L 1
sL=S"22. -
o7, Z o, Z 87“@ 0
-s.o.
:|> ZiaL Z = ZaL = const
3 dt 81_); N dt 8111 P 8171 B '

Das ist aber gerade der Gesamtimpuls P= Z des Systems.

Bemerkung:  Aus der Additivitdt der Lagrange-Funktion (die besagt, dass die Lagrange-
Funktion eines Systems, welches aus zwei abgeschlossenen nicht miteinan-
der wechselwirkenden Teilsystemen A und B besteht, durch die Summe der
Lagrange-Funktionen L = L4 + Lp der Teilsysteme gegeben ist) folgt die Ad-
ditivitdt von Energie und Impuls.

Bemerkung;: Auch der Drehimpulserhaltungssatz ldsst sich mit einer Symmetrie verkniip-
fen, ndmlich der Isotropie des Raumes. Das heift die Lagrange-Funktion ist
invariant gegeniiber (infinitesimalen) Drehungen.
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4 Lagrange-Mechanik

4.5 Das Hamilton-Prinzip

Bisher haben wir ,differentielle“ Formulierungen der Mechanik behandelt. Die Mechanik kann
aber auch ,integral® formuliert werden, was in der Vorlesung Theoretische Mechanik ver-
tieft wird. Hier sei daher das grundlegende Integralprinzip der Mechanik erwihnt, ndmlich das
Hamilton-Prinzip:

Die Bewegung eines mechanischen Systems erfolgt in der Zeitspanne zwischen ¢; und 3 so,
dass das (Linien-)Integral

stationdr ist, also W = 0 gilt.

to

W:/L(ql,'"aQSa(217"'aQSat)dt

t1

Bemerkung:

Bemerkung:

Bemerkung:

Bemerkung:

Bemerkung:

Aus der Mathematik ist bekannt, dass die Bedingung W = 0 auf die Bedin-
gungen

doL o
dt oG Oq

fiir den Integranden fiihrt, also auf die Lagrangegleichungen 2. Art.

Das Hamilton-Prinzip ist unabhéngig von dem Koordinatensystem, in dem die
Lagrangefunktion L formuliert ist.

Da die Dimension der Lagrangefunktion L = T — V die einer Energie ist, hat
W die Dimension [W|= Energie x Zeit = Wirkung.

Da die Bewegung eines Systems oft (meistens?) so ablduft, dass W minimiert
wird, spricht man auch vom Prinzip der kleinsten Wirkung.
(urspriinglich von Pierre Louis Moreau de Maupertius im Jahre 1744 formu-
liert)

Das Hamilton-Prinzip enthilt keine neue bzw. weitergehende Physik. Es ist
aber formal wichtig, z.B. fiir die Aufstellung der Quantenmechanik (Stichwort:
Schrodinger-Gleichung!).

Auch die Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik kénnen aus einem Inte-
gralprinzip hergeleitet werden.

Anwendungsbeispiel: Ableitung des Fallgesetzes aus dem Hamilton-Prinzip

Ein anfénglich (9 = 0) ruhender Korper falle aus einer Hohe h(0) = 20m und erreiche den
Erdboden nach ¢t = 2s.
Alle Fallgesetze der Form

A(t) = h(0) —20"Mgt" s g=10=; neN

sind mit dem Messergebnis vertraglich. Welches ist das richtige Fallgesetz?
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Es gilt:

ho = h0)—=20""gm = h=—20"pgern-D

1. 1
=>L=T-V = imh2 —mgh= §m22_2”n292t2"_2 —mg {h(O) - 21_”gt”}
— mg? {21—2nn2t2n—2 o @h(O) 21—ntn}
g
Damit gilt:
2 2
W(n) = /L(t) dt = mg?/ (212" 2202 — T p(0) 4 21on t”) dt
g
0

— mg? ot n’ 92n—1 _ 9 m h(0) + ol-n 1 gn+1
2n —1 g

n+1
i

2
9 n m 4
e {Qn—l g ()+n+

dW 5 [2n(2n — 1) — 2n? L g

R — = m — =

dn g 2n—1)? (n+1)2

= = 22 =20)(n+1)2—42n—-1%=0 < nr4nP-om?+Tm-2=0

Lésungen sind Faktoren des konstanten Terms. Wenn ganzzahlig, dann n € {£1,+2}.
Test durch Einsetzen bzw. Polynomdivision:

(n*+n—9n?+m—-2):(n—2)=n3+3n>—3n+1

Also n = 2 extremiert W(n)!
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5 Der starre Korper

Bisher: Bewegung von einzelnen (unter Umsténden miteinander wechselwirkenden)
punktformigen Korpern (Teilchen, Massenpunkte) ohne Ausdehnung

Jetzt: Beschreibung ausgedehnter Korper

Unter allen denkbaren ausgedehnten Korpern nimmt die Klasse der starren Kérper eine beson-
dere Stellung ein, da sie haufig sind und vergleichsweise einfach behandelbar bleiben. Daher
zunéchst folgende

Definition: FEin starrer Korper ist ein System aus N Massenpunkten, die feste Abstiande
zueinander haben, d.h. es gilt: |75 — 7j| = ¢;; = const.; i,j€{1,...,N}

Bemerkung:  Ausgedehnte Korper mit beweglichen Teilchen sind also keine starren Kérper
(Auto, Koffer ...)

Bemerkung:  Das Konzept des starren Korpers ist eine Idealisierung (Atomkerne z.B. ruhen
nicht), die aber in sehr vielen Fillen keine wesentlichen Einschrinkung fiir die
Beschreibung makroskopischer Kérper nach sich zieht.

Um die einfache Behandelbarkeit eines starren Korpers einzusehen betrachten wir die

5.1 Freiheitsgrade und Bewegung eines starren Korpers

Die Lage eines starren Kérpers ist durch die Ortsvektoren 7, 7, 73 von drei korperfesten Punk-
ten, die nicht auf einer Geraden liegen, eindeutig bestimmt, da dann die Ortsvektoren aller
anderen Punkte des Korpers iiber die Abstandsbedingungen (siche obige Def.) festgelegt sind.
Die Zahl der Freiheitsgrade ergibt sich dann wie folgt: die verbleibenden 3-3 Freiheitsgrade der
drei ausgewahlten Punkte reduzieren sich um weiterer drei wegen deren Abstédnden zueinander:

|Tn — T2 =cig; |Fo—173| =co3; |3 —71|=c31; ci2,c23,C31 = const.

Also hat ein starrer Kérper sechs Freiheitsgrade, die einer Translations- und einer Ro-
tationsbewegung zugeordnet werden konnen (Theorem von Chasles). Zur Beschreibung der
Rotationsbewegung bendtigen wir den Begriff der Winkelgeschwindigkeit: betrachten wir
die Rotationsbewegung eines einzelnen Punktes:
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€l

S

dr do Es gilt:
dr L 7
. dr L il

T ~<-Rotationsachse

!
I
S
X
=
=y
AS)

d

|d7| = Rdp = rsind dy

n
0

Abbildung 5.1: Schwerpunktsystem

Fir die Rotationsgeschwindigkeit gilt demnach:
dr

_ dy
dt )3t

= (MxT g

&1
Il
€
3t

Urot = = (MX7MNw = widx7 = JdXT

Damit gilt allgemein (im nichtrotierenden System):

6:6tra+6rot:ﬁtra+ﬁ X T

v Geschwindigkeit im Inertialsystem
Urq ¢ Translationsgeschwindigkeit
Urot : Rotationsgeschwindigkeit

Daraus folgt

<d> 7 (d) F’—I—wxf’ Operator— <d> <d> —I—(,_JX( )
_ — _ - — = — R
dt D dt Z/ schreibweise dt D dt Zl

mit 7 im Inertialsystem ¥ und 7’ im rotierenden System X’.
5.2 Kinetische Energie und Trigheitstensor eines starren
Korpers

5.2.1 Kinetische Energie

In einem Inertialsystem gilt:

[ 77i:77t7‘a,+(;}><7:‘77 ]

1 ‘ N
mi 0=y 5 mi (Thra + & x 75)°
1=1

~
Il
DO |

s
I
—

N 1 N
My ipa” + )5 mi (@ X 75)* 4y miira - (@ X 7)
=1 =1

I
DO

s
I
—
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Mit:
.
M = Z mg ; Ttrq - (w X Tz) = (Utra X C‘_j) . 'F 5 Z m; 7y Schwerpunkt)
1=1 i=1
folgt:
N ms
T = Mvtm + > 7 (@ x )2+ (Tyra X &) - MR
‘ —_———
A/—’ =1
Translations- Z ,wechselseitige“ Energie Ty, bestimmt
energie T Rotationsenergie Tr durch Translation (¥;r,) und Rotation (&)

—

Im Schwerpunktsystem (R = 0) gilt dann:

N
1 .
T=Tr+Tgr= iMﬁtraQ + E % (& % Fi)Q kinetische Energie des starren Koérpers
i=1

Bemerkung;: Wird ein starrer Kérper in mindestens einem Punkt festgehalten, so reduziert
sich seine kinetische Energie auf die Rotationsenergie (Euler Theorem).

5.2.2 Trigheitstensor

Die Rotationsenergie lisst sich schreiben als:

3 3
Z [Z (rimrimékl — TikTil wkwl}
3 3 1 N 3
- Z Z 9 { Z m; [ Z (TimTimOk1) m;m] } WEWwi

3
I

[ Summenkonvention ]

N13

Bemerkung;: 1 ist der Teilchenindex nicht der Komponentenindex.
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Bemerkung: Beachte, dass hier wg,w; die Komponenten von & in einem kdrperfesten KS
sind.

Der (diskrete) Trigheitstensor lautet explizit:

2 2
o N (rio® +1iz”) (=1 riz) (=ri17Ti3)
2 2
I = E m; (=riorin)  (ra®+rs®)  (—riers)
; e g s L2 2
( 73 Tzl) ( 73 7'112) (Tzl + 72 )
.2 .2 . e e T I I
Tiy” + Tiz Tixz Tiy Tixz Tiz 11 12 13
_ 2 2 _
= g m; —TiyTiz  Tiz” + Tiz —Tiy Tiz = | In1 Ix I3
T T —TipTiy  Tige 4 iy’ Iy Iy I
1z Tix iz Ty T 1y 31 32 33
Definition: Die Diagonalelemente des Tragheitstensors heiflen Trigheitsmomente, die

Nichtdiagonalelemente Deviationsmomente

In der Praxis besteht ein starrer Korper aus sehr(!) vielen Massenpunkten, und es ist daher
zweckmafig von einer diskreten auf eine kontinuierliche Darstellung iiberzugehen d.h. von einer
Summation {iber die einzelnen Massenpunkte auf eine Integration iiber das Volumen V des
starren Korpers:

N 3
Iy = Y m [ (Z 7“z‘m7“z‘m> Okt — 7"1;1@7“1'1]
i=1

i=1

=7;2

N
= > mi (1% — rinrar)

=1

Der Ubergang zur kontinuierlichen Darstellung gelingt mit der Einfiihrung der Massendichte
p(7) mit M = [ p(7)dV als (Gesamt-) Masse des starren Koérpers:

I, = /p(F) (F25kl — rkrl) av

N jffﬂ 1, T2, T3) ( Z TmTmOkl — :L‘k:cl> dzy dxg dxs

[ 2.B. kartesische Koordinaten J

Bemerkung:  Im (oft vorliegenden) Fall einer konstanten Massendichte gilt natiirlich:
. . M
It Zﬂ/(T25kz —rpr)dV ;s p= v
\%
Bemerkung;: Wie die Bezeichnung ,Trigheitstensor andeutet, beschreibt der Tensor die

Trégheit eines starren Kérpers bei seiner Bewegung. Damit kommt I diejenige
Rolle zu, die die Masse bei der Beschreibung der Bewegung einer Punktmasse
hat. Offensichtlich ist der Trégheitstensor durch die Massenverteilung in einem
starren Korper bestimmt.
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Anwendungsbeispiele:

(A) Bewegung eines geworfenen Buches (Steins, Pakets):
Translationsbewegung ( = Wurfparabel) und Rotationsbewegung. Letztere ist durch den
Tragheitstensor bestimmt. In Bezug auf den Schwerpunkt gilt mit p = const.:

3
( Z CUm(Skl - xkxl) dv

m=1

Ikzzp/
v
+

=p < Z xfnékl — l‘kl’l> dxq dxo dxs

m=1

Abb. 5.2: Buchschwerpunkt

Trigheitsmomente:

Ihw=1,, = pjff { (ac% + x% + .ZC%) 011 — mlxl] dxr1 dxo dzs

= pfff x% + x% dzl dro drs = pfjf y2 + 22) dxdydz
2 4L+l

= /dx//y—l—z dydz = pa
%

T2
[ Y2+ 2 y} dz

3
b) g b]
2 3

w\m-

\+

U

N

|

A

S
I—I
/_\

Analog: | I = Iy = —

Deviationsmomente:
Iio = Ixy = pJ:[f [ (l‘% + SC% + :L‘%) 512 — $1$2i| d:l?l de'Q dCL‘g

= _ pfff x1 29 dxry dradrs = —p fﬂxy dx dy dz
+2 "
= —pc/2[2x2]+2dy:—pc/0dy=0

Analog verschwinden alle anderen Deviationsmomente.
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= Die Achsen eines kantenparallelen Koordinatensystems (hier mit Ursprung im
Schwerpunkt des starren Korpers) sind Haupttrigheitsachsen (s.u.) des Bu-

ches: ) )
o M b +c 20 ) 0
15212 0 a“+c 0
0 0 a’+b?

(B) Anders ist die Situation, wenn die Drehung des Buches z.B. um eine Achse durch einen
Eckpunkt erfolgt (p = const.):

Abbildung 5.3: Eckpunktauthdngung

Trigheitsmomente:
c b a c
1
I, = p///<y2+z2)dxdydz = pa/{gby’—kzzb} dz
00 0 0
1 1 M
= pa [3b30+3bc3] T ?(b2+02)
P=ahe
Analog ergibt sich:
M M
Iy = 3 (CL2 + 62) i Is3 = ? (a2 + b2)
Deviationsmomente:
b
1 1 M
Iip = —pffjwydmdydz = —pc/zazydy = —p02a2§b2 T —Zab
0
P = b
(andere analog)
Insgesamt also:
%(b2+02) }lab fiac
ITgep = M —ab  L(a*+F) —1be
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Bemerkung;:

Bemerkung:

Statt beide Trégheitstensoren direkt zu berechnen kann man auch den Stei-
ner’schen Satz ausnutzen, der einen Zusammenhang zwischen Trégheitsten-
soren eines starren Korpers, die in achsenparallelen Koordinatensystemen be-
rechnet werden, herstellt. Sei @ ein Verschiebungsvektor mit

T1=x1+a1; To=wx2+ay; ITz=2x3+az; d=(a1,az,a3)= const.

dann gilt:
2 2
- - a3 +az —aiaz —aiag
lorg = 1o+ M —ag aq a%—l—a% —ag as
—aza; —azaz a% + a%
bzw:

3
(IO+&’> = <IO> +M(Z a%lékl—akal>
kl kl m=1

Der Tragheitstensor ist symmetrisch, d.h. es gilt Iy; = Ij. Diese Symmetrie im-
pliziert, dass er stets auf Diagonalform gebracht werden kann (im Prinzip durch
Einfiihrung eines neuen, gedrehten Koordinatensystems, siehe aber auch den
folgenden Abschnitt), also I;; = Ij,0;. Die neuen Koordinatenachsen heifen
Haupttrigheitsachsen und die Elemente in

= Ihn 0 O I, 0 O
I = 0 I O = 0 I, O
0 0 I33 0 0 I3

heifsen Haupttrigheitsmomente

Um Ordnung in die Fiille der moglichen Bewegungen starrer Korper zu bringen, sind folgende
Begriffsbildungen hilfreich:

Definition:

Ein rotierender starrer Korper heifit Kreisel. Sind zwei Haupttrigheitsmo-
mente gleich (z.B. I} = I # I3 ), spricht man von einem symmetrischen
Kreisel (z.B. Zylinder, Scheibe). Gilt sogar I; = Iy = I3 handelt es sich
um einen Kugelkreisel (z.B. Wiirfel, Kugel). Wirken dufsere Krifte liegt ein
schwerer Kreisel vor, sonst ein freier Kreisel.

Zur weiteren Beschreibung eines starren Koérpers sind wichtig der ...
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5.3 Drehimpuls und Drehimpulssatz

Fiir einen starren Korper, der nur rotiert, gilt:

N N N N
Lp=) mifyx ¥ =y mif; x (3x7) =&Y my ()" =) miff (7 - &)
=1 =1 =1 =1

In kartesischen Koordinaten hat man

2, .2
Lg, N y; T2 XY —TiZ w1 w1
_ 2, .2 _

Lg, | = E m; —YiTi T+ Yz wy | =1k | we

. 2, .2
Lg, i=1 —zix; =z T+ Y w3 w3

Bemerkung: Der Gesamtdrehimpuls ist L=Lp+Lg , mit Lp= Bahndrehimpuls

Der Eigendrehimpuls kann also mit dem Tragheitstensor in Verbindung gebracht werden:

Lp = I3 Eigendrehimpuls des starren Koérpers

Bemerkung:  Der Eigendrehimpuls ist im Allgemeinen nicht parallel zur Winkelgeschwindig-
keit = mathematisch schwierige Behandlung.

Bemerkung:  Im Unterschied zu einem einzelnen MP verschwindet die Wirkung der auf einen
Korper einwirkenden Krafte nicht notwendigerweise dann, wenn die Summe der
Krifte verschwindet, sondern es kann zu einem resultierenden Drehmoment
kommen:

—

M:_EXF)—F_‘QX(—F):(?ZE—FQ)XF’ #0, wenn 71 # 7o

Ein starrer Korper ist also nur dann im Gleichgewicht, wenn

ZE:O und Zﬁxﬁi:Q
i=1 i=1

Natiirlich gilt auch der Drehimpulssatz:

dL = - -
dt ¢

Insbesondere gilt (bezogen auf den Schwerpunkt):

— =

EE = M| Schwerer Kreisel |Lp =0| Freier Kreisel
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Der Zusammenhang zwischen Eigendrehimpuls und Winkelgeschwindigkeit bietet einen einfa-
chen Weg, die Haupttrégheitsmomente eines starren Kérpers zu bestimmen. Es gilt ndmlich:

- 1 00 w1
LE' =1d= 0 I O w2
| \o o 1)\ w
luenn
Lgl||&
und damit fiir diesen Spezialfall
Lp= ?& — I3 Eigenwertgleichung fiir den Tensor 1

und seine (skalaren) Eigenwerte I,

Das heiftt weiter:

Il
o

Io1 w1 + Ipowo + 3wz = Two Iy wi + (I22 — I) wo + 23 w3

LHiwi + Liows + 13wy = Twy (Ill—I)W1+112w2+113W3 = 0
=
I3i w1 + I3 wo + I33w3 = 1 ws I31 w1 + I3 wo + (133 — I) wg = 0

Die Haupttragheitsmomente I; 2 3 folgen dann aus der Losbarkeitsbedingung

also als LoOsungen einer kubischen

Il}_ I I Ili 7 ?3 _ 0 Gleichung. Man kann dann zeigen, dass
21 2 23 a die zugehdérigen Drehachsen orthogonal
I3 Iz I33—1

zueinander sind (Hauptachsen).

Als ein Beispiel fiir eine typische Kreiselbewegung betrachten wir den gyroskopischen
Effekt (= ,Priizession® ): offenbar erfolgt die Anderung des Eigendrehimpulses in Richtung
des einwirkenden Drehmoments, d.h.:

5 dE - - -
LE:d—tE:M = dLp = Madt

dle || M mg

Abbildung 5.4: Gyroskopischer Effekt
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Fiir ein drehendes Rad auf einem Hebelarm der Linge a gilt dann:

M = Fxﬁ:aé’xx(—mg)gz:amgé'y
= |M| = M=amg = dI_;E:Mdté'y
dL M d M
Mit dp = T}f = Is dt folgt: wp = d—f = Is ,Prizessionsfrequenz®

—

und es gilt vektoriell: &, x Lp=M.
Ahnlich gilt fiir die Priizession der Erde:

Solare Gravitation
> Zentrifugal kraft

(2

Solare Gravitation
< Zentrifugalkraft

Abbildung 5.5: Prizession der Erde

Gesamtdrehmoment fiihrt zur Rotation von Drehimpulsvektor Ly mit wp ~ 26000 Jahren
(,Platonisches Jahr*)

Zur systematischen Untersuchung der Kreiselbewegung betrachtet man ...

5.4 Die Eulerschen Gleichungen

Der Drehimpulssatz fiir den starren Korper EE = M in einem Inertialsystem X lautet im
rotierenden System X7 :

Mit Ly = I& folgt

Insbesondere gilt im Hauptachsensystem:

ILun w1 Ly M,y
Iowy |+ w2 | x| Lwe | =1 M
13 d)g w3 Ig w3 M3
Lo+ (I3 —L)waws = M
= Iy wy + (Il — I3) wiwy = Mo Euler’sche Gleichungen
13(,213—1-(]2—]1)&)1(,02 = Ms;
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Bemerkung:  Die Euler’schen Gleichungen sind nichtlinear. Einfach analytische Losungen
lassen sich lediglich fiir den Fall des freien Kreisels (M = 0) angeben

Beispiel: Symmetrischer freier Kreisel

Lo+ (I3 - h)wws = 0 4.
= Ildjz-l-(fl—fg)wlwg = 0
I3 w3 =0 = wsg = const.

11&}1+(13—11)CJQW3 = 0 (I)
IQCZJQ—I-(Il—Ig)wlw;; = 0 (H)

(IT) in (T):
I3 —I1)?
= C&1+|:(31121) wg]W1:0
I3 — T
= @14‘&18&)1:0 = wp = 3[ lw:;
1

Folglich fiihrt die Rotationsachse in den Komponenten w; und wo harmonische Schwingungen
mit der Eigenfrequenz wg aus.

Bemerkung:  Fiir einen Kugelkreisel I} = Iy = I3 folgt wg = 0, d.h. es ergibt sich keine
Schwingung.

Anwendung: Polbewegung der Erde

Wegen der Abplattung des Erdkorpers ist die Erde kein Kugelkreisel, sondern ein symmetrischer
Kreisel, der als Rotationsellipsoid gendhert werden kann. Die Haupttrédgheitsmomente eines
Rotationsellipsoids sind: Iy = I, = (6% + 2); I3 = ¥ (a® + b?)

_I3-1 _a2+b2—62—02 a? — 2

= wo Il w3 = b2 T 2 w3 = 71)2 n 2 w3

Mit wg = 27/24 Stunden und a = b = 6378 km (Aquator) und ¢ = 6357 km (Pol) folgt
die sogenannte Chandler’sche Periode zu:

2
T = =" ~ 304 Tage
wo

Die Abweichung von der tatséchlich beobachteten Periode ~ 433 Tagen beruht auf dem Um-
stand, dass die Erde nicht wirklich ein starrer Korper ist.
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5.5 Lagrangefunktion des Starren Korpers

Geeignete generalisierte Koordinaten ¢4 (s.0.) sind die sogenannten Eulerschen Winkel, die
(bei Beschrénkung auf Rotation) die Orientierung eines korperfesten Koordinatensystems re-
lativ zu einem (ruhenden) Inertialsystem angeben. Haben beide Koordinatensysteme ihren
Ursprung im festen Punkt eines starren Koérpers, so gilt

= AT e

x" costp siny 0 1 0 0 cosg sing 0 x

y” | = —siny cosy 0 0 cos?d sind —singp cosp 0 Y

2" 0 0 1 0 —sind cosd 0 0 1 z
——— ——
korperfes- Drehung um Drehung um Drehung um Inertial-
tes System 2"-Achse x'-Achse 2-Achse system

Die Drehwinkel ¢, ¥, heiken Euler’sche Winkel.

Fiir die Winkelgeschwindigkeit & hat man die Darstellung:
W= wwéz + wy € + Wy € = pE, +79€r’ +1/‘15le
Da im kérperfesten System & = wq €y + wy €y + w3z €, folgt (mit A) :
wi = @ sin? sintp + 9 cos v ; wo = ¢ sin v cosw—ﬁsinw; w3:¢cosﬁ+¢

1 1 1
Da die Rotationsenergie durch T = 511 wi+ 5[2 wi + 5]3 w? gegeben ist, folgt fiir die La-

grangefunktion:

. 2
o . _ 1 L. .
L=T-V 2l (gp sind sing + & cos w) Lagrangefunktion des

. 2
@ sind cosp — ¥ sin w) rotierenden starren

2>
Korpers (Kreisels)

( 2
%[3 (gb cos v —Hb) —V(p,9,9)

Bemerkung: ~ Wihlt man (¢, 9,) so, dass —% = M3 das Drehmoment um die z’”’- Achse
angibt, folgt die 3. Euler’sche Gleichung (s.o.). Die beiden anderen Lagrange-
Gleichungen 2. Art sind nicht identisch mit den beiden anderen Euler’schen

Gleichungen.
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1 Historische Einfiihrung

Elektrische und magnetische Wechselwirkungen waren bereits im alten Griechenland (v.Chr.)
bekannt:

o Reibungselektrizitdt bei Bernstein (gr.: “nAextpor = “Elektron®)

e Eisenanziehung durch Magnetstein (aus der Provinz “payvnoa® = “Magnesia®)
1186 Alexander Neckham: erste geschriebene Erwdhnung eines Kompass
1269 Pierre de Maricourt: Magnet-,Pole* (Experiment mit kugelférmigen Magneten)
1600 William Gilbert: - Erde ist selbst ein Magnet = Erklarung fiir den Kompass

- nicht nur Bernstein zeigt ,Reibungsanziehung®
- Vorschlag diese Kraft ,elektrisch zu nennen
1663 Otto von Guericke: ebenfalls elektrische Abstokung
1785 Charles Aug. Coulomb:  F ~ %(F— Ty)
1820 Hans Chr. Oersted: elektrischer Strom hat magnetische Wirkung
1830 André-Marie Ampére: VxBn~j
1831 Michael Faraday: VxE~2B
1873 James Clerk Maxwell: Maxwell-Gleichungen
1881 Joseph John Thompson: F = % q (U x é)
1889  Oliver Heaviside: F=yq

1891 Hendrik A. Lorentz: F= q

Bemerkung:  Der Aufbau der Vorlesung erfolgt nach der Formulierung der Maxwell-
Gleichungen analog zur geschichtlichen Entwicklung:

o Aufstellung der Maxwell-Gleichungen
e Elektrostatik (p #£0, j =0, % =0)
e Magnetostatik (p £ 0, j # 0, % =0)

o Elektrodynamik (p # 0, j #0, & #0)



64 1 Historische Einfiihrung

Zur Einordnung der Elektrodynamik

. ins Studium:

Eine der vier Theorievorlesungen:
klassische Mechanik, klassische Elektrodynamik, Quantenmechanik, statistische Physik

. in die Physik:

Beschreibung einer der vier fundamentalen Wechselwirkungen:

gravitative W.: Alltagserfahrung, Planetensystem, ... N
elektromagn. W.:  Alltagserfahrung, Atombau, Technik, ... },,makroskoplsch
schwache W.: (B-Zerfall, Neutrinooszillationen . -
starke W.: Kernkrifte } smikroskopisch

. in die Vereinheitlichung physikalischer Theorien:

Erste gelungene Vereinheitlichung urspriinglich verschiedener Gesetze der Physik:
klassische Elektrodynamik = Theorie der Elektrizitit, des Magnetismus und der Optik

. in die Feldtheorie:

Existenz elektromagnetischer Strahlung belegt die ,Realitéit* von elektrischen und
magnetischen Feldern (unabhéngig von ihren Quellen). Statt der Untersuchung der Kréfte
zwischen elektrischen Ladungen steht die Untersuchung der elektrischen und magnetischen
Felder selbst im Vordergrund.



2 Die Maxwell-Gleichungen

2.1 Die Grundgesetze der Elektrodynamik

Vor der Aufstellung der Maxwell-Gleichungen wurden die Grundgesetze der Elektrodynamik
zundchst individuell formuliert:
2.1.1 Das Coulomb-Gesetz

Coulomb fand 1785 experimentell fiir die Kraft zwischen geladenen Kugeln mit der Ladung ¢
und Q:

(F—7,)| Coulomb-Gesetz

Abbildung 2.1: Kraftrichtung

falls ¢ und @ sich abstofen, also, wie bereits frither erwihnt (vgl. Mechanik Kapitel ,
eine zum Gravitationsgesetz analoge Form, die aber (je nach Vorzeichen von ¢ und @) beide
Kraftrichtungen zul&sst.

Bemerkung:  Die Giiltigkeit des Coulomb-Gesetzes ist gut bestatigt (siehe z.B. Rebhan
12.1.7, S.427):

e E =0 innerhalb eines Faraday’schen Kéfigs

e QED:m=0 & |E|~ %

e Messung: m < 8-107°2 kg, giiltig bis r ~ 2,5 - 108 m

e Abstand von Spektrallinien liefert Giiltigkeit bis 7 ~ 107" m

Daraus folgt, dass das Coulomb-Gesetz iiber mindestens 25 Grofenordnungen
gliltig ist.

Bemerkung:  Ein Wort zu den Einheiten (siehe z.B. Jackson): Man unterscheidet das
cgs- bzw. Gaul-System: k =1
Ladungseinheit (,statcoulomb®) ist aus em, g, s abgeleitet
SI- bzw. MKSA-System: k = —; o = 8,8542- 10712
Ladungseinheit (,Coulomb“): 1C =1 As



66 2 Die Maxwell-Gleichungen

Um die elektrische Wechselwirkung mit den anderen fundamentalen Wechselwirkungen zu ver-
gleichen (vgl. Mechanik Kapitel , ist eine Energiebetrachtung hilfreich:

Idee: Energie = Kraft - Weg = /ﬁ -ds

Man hat fiir

e die elektrostatische Wechselwirkungsenergie zweier Ladungen ¢ = Q = ¢ im Ab-

. 2
stand r voneinander: W, = 47360 67

e die typische Bindungsenergie der Kernkraft mit der Lichtgeschwindigkeit
¢=2,9979 - 102 und dem Planck’schen Wirkungsquantum h = 6, 6261 - 1074 Js:
W, =lc=pe

T

T 2

2
. . . . . . m.
e die gravitative Energie zwischen zwei Protonen: Wy, = G2

so dass
We ¢ ! (=S feld’sche Feinstrukturkonstante)
= = a~N —— = Sommerfeld’sche Feinstrukturkonstante
Wk 47 Eoﬁc 137
We e? 36
= — = 1,23-10
W, 4megGm2 ’
also Wy, < W, < Wy, gilt.
Bemerkung:  Die Tatsache, dass die Gravitation trotz ihrer Schwéche im Alltag bedeutsam

ist, deutet auf einen extrem guten Ladungsausgleich hin.

Bereits hier ldsst sich der Begriff der elektrischen Felder einfiihren, wenn man némlich die
Coulomb-Kraft als Wirkung eines Feldes (der Ladung ¢) auf die Ladung @ interpretiert:

- — — 1 q
F=QF it E(f)=-——-—--+=(T-T7
Q (f) m (7") 47T€0 ‘,’7_ Fq|3 (T TQ)

Die Felddefinition erfolgt hier formal aus ,praktischen” Griinden, sagt aber nichts {iber die
tatséchliche Existenz von elektrischen Feldern aus. Das wird erst mit dem Nachweis elektro-
magnetischer Wellen moglich (vgl. Elektrodynamik).
Mit Hilfe des Feldbegriffs ldsst sich auch eine Integraldarstellung des Coulomb-Gesetzes an-
geben. Der  Feldfluss“ durch eine geschlossene Flache um eine ,felderzeugende Ladung ¢ (im
Ursprung) ist gegeben durch (0V= Oberfliche eines Volumens V'):
q e

2 q
— | S -éridd=—
4meg r2 €0

V= VKU,gel

gegeben. Verallgemeinert man noch von einer auf mehrere Ladungen, so gilt geméf des (expe-
rimentell gefundenen) Superpositionsprinzips:

50/ B.df = qZ:/pdv:Qv
oV Z 1%

E-df =
ov ‘

Das ist die Integralform des Coulomb-Gesetzes.
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2.1.2 Das Ampére-Gesetz

Oersted fand 1820, dass ein stationdrer elektrischer Strom magnetische Wirkung erzeugt.
Ampeére formulierte diesen Befund zehn Jahre spiter mathematisch. Fiir einen unendlich lan-
gen, geraden, vom Strom I = Ie, durchflossenen Leiter gilt:
|
3 wol _, 7 Vs . Permeabilitit

B T ogpe Mo dm - 10 Am  des Vakuums

Abbildung 2.2: Magnetfeldrichtung

Allgemeiner gilt fiir die ,Zirkulation“ des Magnetfeldes B:

= I [1
/ B-dg="0 —rdp=pugl Ampére-Gesetz
c

¢} 2 Jor

Abb. 2.3: Zirkulation

Fiir beliebige, ausgedehnte Stréme gilt mit der Stromdichte j:

1 — - - — —
— B‘d§’:/j~dA mit: I:/j-dA
Ho JoA A

A

Das ist die Integralform des Ampére-Gesetzes. Es zeigt sich weiter, dass fiir das magne-
tische Feld immer gilt:

/ B-df=0
ov

im Unterschied zum elektrischen Feld also keine magnetischen Ladungen existieren.

2.1.3 Das Faraday-Gesetz

1831 beobachtete Faraday, dass durch zeitlich verdnderliche Stréome in benachbarten Strom-
kreisen ein Strom induziert wird. Faraday betrachtete drei Anordnungen:

v

v L L
3 3 v
B B B

(a) Bewegter Stromkreis im Ma- (b) Bewegter Magnet und ruhen- (c) Verdnderliches Feld eines
gnetfeld der Stromkreis ruhenden Magneten und ru-
hender Stromkreis

Abbildung 2.4: Verschiedene Anordnungen

In allen drei Fillen fliekt im Stromkreis ein Strom I als Folge der zeitlichen Anderungen
des magnetischen Flusses ¢, = [, B - dA, und Faraday fand fiir das den Strom erzeugende
elektrische Feld
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Diese Gleichung ist das Faraday-Gesetz.

Bemerkung;: Maxwell postulierte spéter, dass das Faraday-Gesetz unabhéngig von der
Leiterschleife existiert, also ein zeitlich verdnderliches Magnetfeld grundsétzlich
ein elektrisches Feld induziert.

2.1.4 Quellenfreiheit des Magnetfeldes

Coulomb und Zeitgenossen glaubten zunéchst, dass auch Magnetfelder durch magnetische La-
dungen erzeugt wiirden und formulierten eine ,magnetische Version“ des Coulomb-Gesetzes.
Ampére war der Erste, der der Idee nachging, dass alle magnetischen Effekte auf bewegte
elektrische Ladungen zuriickgefiihrt werden kénnen, d.h. dass magnetische Ladungen nicht exi-
stieren. Der 2. Teil der Aussage ist soweit bisher bekannt korrekt. Dies bedeutet (in Analogie
zur Integralform des Coulomb-Gesetzes, vgl. E-Dynamik Kapitel 2.1.1)), dass gilt:

/ B-df =0
oV
d.h. prmag = 0 bzw. Qv.maeg = 0.

Bemerkung:  Die Aussage der obigen Gleichungen kann man sich mit der Vorstellung veran-
schaulichen, dass jede magnetische Feldlinie eine geschlossene Kurve ist (ggf.
erfolgt die Schliefung ,im Unendlichen“) bzw. dass der magnetische Fluss ¢,,
durch eine geschlossene Oberfliche verschwindet.

2.2 Mathematischer Exkurs: Vektoranalysis

Ein unverzichtbares Hilfsmittel der Theoretischen Physik und (im Vergleich zur klassischen Me-
chanik) besonders fiir die Elektrodynamik ist die Vektroranalysis. Fiir letztere duferst niitzlich
ist

2.2.1 Der Nabla-Operator und die vektoranalytischen Operatoren

Erinnerung: Zur Beschreibung von Feldern und der Untersuchung ihrer Eigenschaften wird
der Nabla-Operator definiert:

- 0o o0 0

\% a0 v a_

Ox’' Oy’ 0z

0 10 0

— 57,87) + gw;% + 5z$ (Zylinder-Koord.)

> (kartesische Koordinaten)
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Mit Hilfe des ﬁ—Operators bildet man
- den Gradient eines skalaren Feldes: grad® = s
- die Divergenz eines Vektorfeldes: divA = V-A
- die Rotation eines Vektorfeldes: rotA = V x A
- den Laplace-Operator: divgrad® = V-V = AD

und es gilt anschaulich:

A
~—~ 7 O\

OxA  Vektorfeld SkalaresFeld  Ag
[0
Abbildung 2.5: Der Nabla-Operator

(vgl. mathematische Methoden der Physik)

2.2.2 Der Gaufs’sche Satz

... kann wie folgt anschaulich motiviert werden (vgl. und : P = fav A-doV ist der
Fluss des Vektorfeldes A durch die geschlossene Oberfliche OV eines Volumens V. Man kann

sich diesen Fluss zusammengesetzt denken aus den Flissen ®;;, ®;, und ®;. durch die Seiten
kleiner, das Volumen V ergebende (,,Elementar-“)Wiirfel mit Volumen A7, also:

Ay Az

¢ = Z {Piz + Py + iz} Ag(X, Y, 2) Ay (X+AX, Y, 2)
7

X X+ AX

Abbildung 2.6: Fluss durch Quader

Fiir einen Wiirfel (Az = Ay = Az) gilt:

AA,
D = [Az(x + Azx,y,z) — Ax(x, y, z)]AacAy = AL AzAyAz

Da das Gleiche fiir die y— und z—Richtung gilt folgt mit der Wahl AzAyAz = At :

AA, n AA, n AA, A
Ax Ay Az 4

q’i—‘bm-f-@iy-i-q’iz—{
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Nimmt man alle Wiirfel zusammen und berticksichtigt, dass sich die Beitrage der ,innenliegen-
den® Seiten wegheben, erhélt man im Grenzfall Ax — 0,Ay — 0,Az — 0 :

L AA, AA, AA, -
/ A-df = lim Z{ LAl S }AT = / div AdV GauR’scher Satz
ov Az — 0 Az Ay Az 174
Ay —0
Az — 0

2.2.3 Der Stokes’sche Satz

... kann ebenso einfach motiviert werden (vgl. I1 : Zp = faF A - d3 ist die Zirkulation des

Feldes A um die Fliche F herum. Zerlegt man letztere in (,Elementar-“) Quadrate mit Flache
(AF),, so gilt

ZF = ZZFZ :Z/;A ) A‘dg Ay(X,y,Z) Ay(X+AX,y,Z)
i i F);

= Z (ZFZI + ZFzy)

7

DX

Abbildung 2.7: Zirkulation um Fliche

Fiir ein Quadrat gilt:

AA,

AA,
Zr, = [ Aoyt By.2) + Aoy, )] A0 = —TEATAy

und somit

(A4, AA, A4, A4 L R
ZFi —{ Ax Ay }Asz T { Ax Ay }GZ'Aerz

[ AF, = AzAy j

was verallgemeinert werden kann zu:

. ., . AA AA AA AA AA AA
— A AF  mi (= 2_——tl¢ —— (@ F Ay [
Zp,=A-AF mit A { Ay Az }6x+{ Az Ax }ey+{ Az Ay }ez

und AF, = AyAz €, + AzAx €y + AzAy e,

Daraus erhélt man im Grenzfall Az, Ay, Az — 0 insgesamt (nach Sum.):

/ A.ds= / rot A - dF Stokes’scher Satz
oF F
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2.3 Anwendung der Sitze von Gaufl und Stokes

Aus der Integralform des Coulomb-Gesetzes folgt mit dem Gaufs’schem Satz:

50/ E-fz/pdeeo/divEdV
ov 1% 14

= |divE = £ Gauls’sches Gesetz
€0

Analog folgt fiir ein Magnetfeld:

/E.df:o = /dwédv
ov 1%

= keine magnetischen Ladungen

Aus der Integralform des Ampére-Gesetzes folgt mit dem Stokes’schen Satz:

1

. L1 L
— B-d§:/j-dA:/rotB~dA
Ho JoA A A

= |rot B = ,uof Ampére’sches Gesetz

Analog folgt fiir ein elektrisches Feld:

/E.dg:_d/é.dg:/mtﬁ.dg
A dt 4 A

- 0B
=|rotk = T Faraday’sches Gesetz

Damit sind die Grundgesetze der Elektrodynamik in differentieller Form bereitgestellt.

2.4 Der Maxwell’sche Verschiebungsstrom

Die in [2.3|formulierten Differentialgleichungen fiir das elektrische und magnetische Feld enthal-
ten noch einen inneren Widerspruch. Aufgrund der Erfahrungstatsache (Messung!), dass die
Ladung eine Erhaltungsgrofe ist, gilt (7 = p ¥)

. N d ap .=
J'df:—/pdvz—/dV:/dzvjdV

also

L4V =0 Kontinuititsgleichung

Nun ist aber wegen div rot = 0:
1o = - le /o = - 0
—VxB=j = —V~(V><B):V-j:0 = P _y
Ho Ho ot
Das bedeutet, diese Gleichung kann nur fiir stationdre Systeme gelten. Maxwell’s Idee war es
nun wegen £,V - E = p zu schreiben:
E} B

i+ P oY T ras (V-5) =

<l
!
_l’_

1
/N
™

[e)

Q| @
“‘ o
~__—
Il

!
——
<y
_l’_
™
()
|
b
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und die rechte Seite des Ampére’schen Gesetzes entsprechend zu erweitern:

Der Term ¢g

Bemerkung:

= - OF
rot B = jioj + Hog0 5

wird Maxwell’scher Verschiebungsstrom genannt.

Eine entsprechende Uberlegung fiir VxE= —%—Jf liefert keinen
Widerspruch, denn

6.(%57):6.(%?):;(6.5):0

2.5 Die Maxwell-Gleichungen

... die also lauten:

= 1
div E(F,t) = —p(7,t)
div B(F,t) = 0

. OB(7,t)

tE(r,t) = —————=

rot E(7,t) 5 )

= 2> 8 th
rot B(r,t) = poj(r,t)+ Moﬁoét)

und die Lorentz-Kraft

— —

F(7 1) =q [E(F,t) (7 ) x B(m)}

sind die vollstindigen Grundgleichungen der Elektrodynamik im ,,Vakuum* (Beachte:

p#0,j#0).

Bemerkung:

Die Maxwell-Gleichungen in Materie lauten (nicht weiter in der Vorlesung
behandelt):

div D(7,t) = p(7,1) D(7,t) = ege E (7, 1)

dw?(r,t) =0 8Bt Material-Gleichungen
rot E(¥,t) = — a(:’)

rot H(r,t) = j(t)+ 2500 | B(Ft) = popH (7, t)

Die Grobe € und p werden als ,Dielektrizitatskonstante bzw. ,Permeabilitat”
bezeichnet und kénnen im Allgemeinen auch Tensoren sein. Fiir ¢ = p = 1
erhdlt man offenbar die Vakuum-Gleichungen. Die Lorentzkraft-Gleichung
schreibt man fiir den Materiefall zweckméfig als Kraftdichte-Gleichung:

— —

T8 = pl70) [ B t) + 37, 6) x B 0)]
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Bemerkung;:

Bemerkung:

Lorentzkraft ,anschaulich“ plausibel:

Die Bewegung von ¢ erzeugt einen Strom entlang ¢. Dieser Strom erzeugt eine
Magnetfeld um ¥ herum, das ein duferlich anliegendes homogenes Magnetfeld
auf der einen Seite verstiarkt und auf der anderen Seite schwicht.

Der dadurch erzeugte Symmetriebruch macht eine seitliche Kraft plausibel.

Iglobm> |B_] unten

v => Symmetriebruch

ce
© | @m

P ©

© 0 0 06
©® 0 8 O

Abbildung 2.8: Lorentzkraft

Fine eindeutige Losung der Maxwell-Gleichungen erfordert Randbedingungen.
Diese sind grundsétzlich durch
lim E(F)=0; lim B(f)=0
|7l —o0 |7 —o0
gegeben. Zusétzlich gibt es Randbedingungen an (physikalisch oder mathema-

tisch motivierten) ,,Grenzflichen“ an Orten |7] < oco. Die damit verbundenen
Randwertprobleme werden spéiter behandelt.
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3 Elektrostatik

- 0
. ist charakterisiert durch p # 0, j =0, En

=0, so dass die Maxwell-Gleichungen lauten:
. 0 B .
0 = B =0 (wegen Randbedingung)
0
Es gibt also nur ein (statisches) elektrisches Quellenfeld E mit verschwindender Rotation, und

es gibt verschiedene Mo6glichkeiten zur Berechnung von E(f’) :

(i) mit Hilfe des Gauft’schen Satzes aus dem Coulomb-Gesetz

(ii) durch direkte Losung der 1. Maxwell-Gleichung

(iii) durch Anwendung des Superpositionsprinzips auf das Coulomb-Gesetz
)

(iv) aus dem zu einem Problem gehorenden elektrostatischen Potential

Diese Alternativen seien zunéchst allg. und dann jeweils an einem konkreten Beispiel erldutert.

3.1 Anwendung des Gaufs’schen Satzes

Offenbar gilt (vgl. 2.2.2)):

= = 1
dvE = L= divEdV:/pdV
€0 1% €0 Jv
& E-d f - ; d f =dfn; 7i = Flachennormaleneinheitsvektor
v €0

Gelingt es nun, die Oberfliche 9V des Volumens V' mit der eingeschlossenen Ladung ¢y so zu
wihlen, dass auf ihr £ = E 7i mit F = |E| = const. gilt, ist das Problem geldst, denn:

/ E-df=£| of=% = E=1 4
ov ov €0 %
Beispiel: Homogen geladene Kugel
p=0,
Q_ 3@ _ const Il <R
P V. 4nR3 C
0 |f >R p =const

-4 o
V=4TR® g =Q

Abbildung 3.1: Kugel
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Entsprechend unterscheidet man zweckméibigerweise:

- das Feld im Innenraum (|7] < R)

- das Feld im Aufenraum (|7] > R)

Fiir Letzteres gilt (V' = Kugel mit beliebigem Radius r)

- o 1
/ E-df =FE, | r%dQ = E,4mr* = e o p-LC
av av €0 dmeg 1
[E = E.é,; df = rQadQ]
Fiir den Innenraum (|7] < R) findet man:
E-df =Ej4nr* =L [ av=—"F_._ = bB=—2
e codn 3 3" "~ dmey RO
Also insgesamt:
1 Qr
F&‘oﬁ e ;<R
E(r) =
1 Q
—*a - R
4meg 72 &I
IE|
hefe \
ek | i
‘ "o
i ! ’
\
\
\
\
\
\
\
|
g I
Abbildung 3.2: E-Feldverlauf
Bemerkung:  Dieses Feld verwendet man u.a. als einfaches Modell fiir einen Atomkern.

3.2 Direkte Losung der 1. Maxwell-Gleichung

Zu 16sen ist das Differentialgleichungssystem

divE = £
€0
rotE = 0

Losung (wie immer!) durch Wahl geeigneter Koordinaten mit den jeweiligen Randbedingungen.
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Beispiel: Homogen geladene Kugel (s.o.)

Wihle sphérische Polarkoordinaten (= Kugelkoordinaten):
1 d

o > 2
E(f)=E(r)é = diwvE=V-E= 2 {r*E(r)}
Damit gilt fiir den Innenraum (|7] < R) :
Ld o p d . o pr
P 0 Pl pr 1 Qr
= r’E == dr' = == = E=r-=——2
| b 50/0 e €0 37“ ' e03  4meg R3

Fiir den Aufenbereich (|7] > R) findet man:

const.

7"2d7"( E,)=0 = %(’I‘Ea)—o = r°E,=const. = E,= "

Die Anschlussbedingung (siehe } E, = E; bei |F] = R liefert:

const. 1+ 1 @ Q 1 Q
R? 4dmeg R? cons 4meg * 47750 r2
Also wie vorher:
1 Qr,
Ireg e MR
E(7) =
1 Q.
d7eg 2 > R

3.3 Superpositionsprinzip und Coulomb-Gesetz

Das Coulomb-Gesetz fiir die Kraft F , die eine Ladung ¢ auf eine Testladung @) ausiibt, lautet

wie gesehen (vgl. 2.1.1)):
L 4@

P
(1) = drmeg |7 — rq|3

(7 = 174)
was die (von @ unabhingige) Definition des elektrischen Feldes

_, 1
E() = g

—» —

dmeg |7 — rq|3 ~74)

der Ladung ¢ nahe legt. Fiir das Gesamtfeld mehrerer (N) Ladungen gilt geméf des Superpo-
sitionsprinzips:

—

TZ‘)

Mz

N
By(7) =
Z: 47750 — 7 |3
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Daraus folgt schlieflich fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung p(7):

By = o [Ny L [ AT

47T€0 7 47l'€0 ‘77—7?/’3

=7
Bemerkung;: Die Kraft auf eine Ladungsverteilung ist somit
F= [ o) B '
R3
wobei die Gesamtladung durch

Q—/Rgp(F)d:gT

gegeben ist.

Beispiel: Homogen geladene Kugel (s.0.)

Im Innenraum (|7] < R) gilt:

27

= ) P
E(
T 47T60/
0

p = const.

/

R
/(; ; ' 2sind dr’ dY dp
0

B —» )/2
r

1
27r/
dreg ) V2 —1—7“’2 2rr! cos ¥ 3

dr'dcos ¥

-

e || 7

—

Man erhélt also einen vergleichsweise komplizierten Ausdruck, in dem nicht
zuletzt Vektoren die Integration verkomplizieren. Daher neue Idee:

3.4 Das elektrische Potential

Aus der (bisher nicht benutzten) Gleichung rot E = V x E = 0 folgt, dass E(F) ~ grad ®(7) =
V(7). Dieses skalare Feld ®(7) kann aus (vgl. |3 .

co L[ pFNE=)
B0 =g |, e
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Demnach gilt:

E(f) = —V®(F) mit |®(F) = ! / p(r) d3r' + const.
47TEO V’F—F/|

Damit lautet die 1. Maxwell-Gleichung V- E = P in der Elektrostatik dquivalent (V-V = A):
€0

AD =L
€0

und ist als Poisson-Gleichung bekannt.

Die Umkehrung von E(7) = —V®(7) fiihrt auf die niitzliche Beziehung

b
/ﬂﬁ-d§ gleich fiir Weg (I) und (II)

Abbildung 3.3: Beliebige Wege

Bemerkung:  Die Kenntnis des elektrostatischen Potentials ®(7) ist dquivalent zur Kenntnis
des elektrostatischen Feldes E (7). Die Tatsache, dass ein skalares Feld (®(7))
dieselbe Information enthilt wie ein vektorielles (E(7)), liegt hier an der spe-
ziellen Form des Vektorfeldes, welches nicht beliebig ist, sondern VxE=0

erfiillt.
Beispiel: Homogen geladene Kugel (s.o.)
Es gilt:
2r ™ R
- p 1 12 /
o(r) = T 7 F,‘r sin® dr’ d dy
T _
°0 0 0
R 1 o
S 27r// ! dcos ¥ dr’
| 4meg ) V12 4+ 12 = 2rr cos 1)
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R
p /r’{|r—r'\—\r+r’]}dr'
0

=2 <!
272 >

r R
[r'2dr’ + [rr'dr’ 5 r<R
0 r

R
cor f’2dr cr>R
0 3 72 Q 1(3 r?
977\_3 - o —_— = Pa— —_— , S
o 47750{ 2<R R3 ineg 2\R w3y T=E
1
Q s r>R
47T€0

Daraus folgt fiir das elektrische Feld E=-Vo:
L Qr

471'6()?67" ; ‘FI = o
E(7) =
1 Q.
47T€0ﬁer ; ‘Fl > It

3.5 Die mathematische Beschreibung einer Punktladung: die
0-Funktion

Zur formalen Beschreibung des elektrostatischen Feldes und Potentials einer Punktladung ¢ ist

es notwendig, die entsprechende Ladungsverteilung p(7) zu definieren. Offenbar gilt im Falle
einer Punktladung am Ort 7, dass p(7') nur an einem Punkt ungleich Null ist, also:

mit

q ;falls7,inV
IRGLEE
v 0

Das Gewiinschte leistet die (Dirac’sche) Delta-Funktion:

; sonst

1 ;falls 7y inV

0 ; sonst
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Demnach ist 6%(7—7,) = 0 fiir 7 # 7, (und anschaulich(!) gilt §3(0) = oo). Es gibt verschiedene
Darstellungen der Delta-Funktion als Grenzwert von Funktionenfolgen. Am Anschaulichsten
ist der eindimensionale Fall, wo z.B. gilt:

1 n
Sz —x0) = lim —— 1
(= o) o0t n? + (x — x0)?

In der Tat gilt hier:

o o0 “+o00
1 1 —
/ 0(x — xp)dr = lim — T _gr= lim - arctan |~ 2° =1
n—0+ ) wn?+ (x —x0)? n—0+ T n
—0o —co —00
n3 < nZ < nl
:5(:1:—3:0):{0 ; xF @
00 ;T =1
- e

Abbildung 3.4: Funktionenfolge

Es gelten folgende Beziehungen fiir die eindimensionale §-Funktion:

/ f@)i(z —a)dr = f(a)

0 ; sonst (alsoa <z Va>x9)

72f($)5($ —a)dx = { fla) 5 fallsz; <a <

aber /f(r)&(r) dz = f(0) fiir 11 > 0 in Polarkoordinaten

;
S(kz) = ‘;'5(@«)
(@) = X e
w; = einfache Nullstelle von f(z): f(z;) =0, f'(z;) # 0
dx—a) = %H(a:—a) . N
o = {27532 |

Abbildung 3.5: Heaviside-Funktion
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und fiir die 3-D ¢3-Funktion:

bzw.:

1 p(F’) 3./
d = d
(7) 4mo/f—w| "
— q /53(F/ — FQ) d37’l
471'60 |F—F’|

1 q
47‘(’60 |F—Fq‘

3.6 Randwertprobleme

Wie bereits in bemerkt, erfordert eine eindeutige Losung der Maxwell-Gleichungen (oder
der im Falle der Elektrostatik dquivalenten Poisson-Gleichung) Randbedingungen. Neben den
grundsétzlichen (,natiirlichen®) elektrostatischen Randbedingungen

lim E(F) =0  und lim ®(7) =0
|7l —o0 |7l —o0
gibt es hdufig physikalisch bedingte oder mathematisch motivierte zusétzliche Randbedingun-
gen an Grenzflichen innerhalb des Integrationsgebietes bei 0 < |F] < oo. Diese sind stets
Hkiinstlich® und miissen mit den Maxwell-Gleichungen vertriglich sein, das heifst aus denselben
folgen. Dazu betrachten wir das
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3.6.1 Verhalten von E(F) und ®(f) an Grenzflichen

Grenzflichen treten auf, wenn sich Materie im Integrationsgebiet befindet. Man unterscheidet
prinzipiell:

Leiter = Materialien, in denen sich ein oder mehrere Elektronen pro Atom frei bewe-
gen konnen.

Isolatoren = Materialien, in denen jedes Elektron an ein bestimmtes Atom gebunden ist
und bleibt.

Wir beschranken uns hier auf Leiter und leitende Grenzfliachen. Die Isolatoren (ein Beispiel ist
die homogen geladene Kugel) werden in der so genannten Elektrodynamik in Materie* behan-
delt (siehe Hauptvorlesung).

Fiir einen Leiter gelten folgende Aussagen:

(i) E(F) = 0 innerhalb des Leiters:
Aufgrund eines dufteren Feldes Ejy werden die freien Elektronen verschoben mit dem
Effekt des Aufbaus einer positiven und negativen Ladungsanhiufung am Leiterrand. Die
Elektronenbewegung verschwindet, wenn das durch die induzierten Ladungen erzeugte
Feld EZ im Leiter das dufiere Feld Eo gerade kompensiert. Damit ist im elektrostatischen
Fall E(7) = Eg + E; = 0 im Inneren des Leiters, einschlieRlich seiner Oberfliiche.

Eo
- +
- +
. - # +
Leiter ——
- +
- +

Abbildung 3.6: Leiter im elektrostatischen Feld

(ii)) p(r) = 0 innerhalb des Leiters:
Wegen divE =divi=0=" = p=0
€0
(iii) Die gesamte Nettoladung befindet sich an der Leiteroberfliche:
Das ist der einzige Ort, wo sie sein kann...

(iv) Ein Leiter ist ein ,,Aqulpotentlal“ d.h. ®(7) = const. im Leiter einschliefslich der
Oberfliche. Wegen E=0=-V® = ® = const.

(v) E(F) ist direkt auRerhalb des Leiters senkrecht zu seiner Oberfliche:
Andernfalls gibe es eine Komponente parallel zur / an der Oberfliche im Widerspruch
zu (i).

Bemerkung:  Aussage (v) folgt auch aus (iv), denn Feldlinien stehen gemif E = —V® stets
senkrecht auf Aquipotentialflichen.

Bemerkung:  Die Aussagen (i) und (ii) gelten insbesondere auch fiir ,ausgehshlte* Leiter:
der Hohlraum ist feld- und ladungsfrei (= ,Faraday’scher Kéfig).
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Mit Aussage (iii) ist erstmals der Begriff der Flichenladung motiviert. Das Belsplel der
Lelteroberﬂache zeigt, dass E(F) am Ort einer Flichenladung ,springt“ (hier von E=E =0
auf E = E, # 0). Dieses unstetige Verhalten kann allgemein mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen
bestimmt werden:

Abbildung 3.7: Fliachenladung

IR

Sei Ej = EHl +E 11 Feld unterhalb der Flachenladungsdichte o
Ey = EHQ +E 12 = Feld oberhalb der Flichenladungsdichte o

Durch Anwendung des Gauf’schen Satzes auf ein hinreichend kleines quaderférmiges Volumen
V = A - ¢ findet man:

e—0

IR 1
fE.dsz‘/ & (BEu-E)A=—0A
1% €0 €0

=|FE - F 1= 2 = Unstetigkeit der Senkrechtkomponente, wenn o # 0
€0

Anwendung des Stokes’schen Satzes auf eine hinreichend kleine Fliche liefert:

e—0

VxBE=0= ¢ E-di=0 < Epl—Byl=0
oF

= | Ej2 = Ej1| = Parallelkomponente immer stetig

Insgesamt gilt demnach (7= Flichennormaleneinheitsvektor):

Eg — El = gﬁ Verhalten des elektrischen Feldes an Grenzflichen
€0

Fiir das elektrische Potential folgt sofort:

Oy — &, =— [E-d5

0 Stetigkeit des Potentials

9%@

b

a
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da die Weglange gleich Null wird. Das Potential ist also stetig an geladenen Grenzflachen. Nicht
so sein Gradient, denn wegen E = —V & gilt natiirlich:

Vo, — VO, = — 7
€0

Bemerkung: Obige Ergebnisse erkldren nun, dass wir bei der homogen geladenen Kugel
(Nichtleiter!) keine Unstetigkeiten gefunden haben: dort gibt es keine geladenen
Grenzflichen, sondern nur eine ausgedehnte Ladungsverteilung.

Bemerkung:  Natiirlich ist eine ,Flichenladung® eine mathematische Idealisierung, weil:
(a) Ladungstriager selbst eine Ausdehnung haben (Ionen!) und

(b) die Anordnung der Ladungstrager nicht in einer unendlich diinnen Schicht
erfolgt (sondern iiblicherweise in einer Schicht der Dicke von 1-2 Atom-
bzw. Molekiildurchmessern). Allerdings sind diese Schichtdicken im All-
gemeinen sehr (sehr!) viel kleiner als typische Leiterdurchmesser, so dass
die Idealisierung sinnvoll ist.

3.6.2 Poisson- und Laplace-Gleichungen

Zur Losung elektrostatischer Probleme, bei denen sich Leiter im elektrostatischen Feld befinden,
wird meist von (vgl.

AD(7) = —pg(g) Poisson-Gleichung A®(7) = 0| Laplace-Gleichung

ausgegangen. Die allgemeine Lésung der Poisson-Gleichung erhilt man formal aus

(I)(F) = thomog(F) + @inhomog("?)
wobei ®pomoq () die allgemeine Losung der homogenen Poisson-Gleichung, also der Laplace-
Gleichung ist und ®ippomeg(7) eine spezielle (partikuldre) Losung der Poisson-Gleichung, und
daher

A(I)(F) = A(I)homog(F) +A(I)inhomog(f> = A(I)inhomog = _@
—_— €0

=0
gilt. Die homogene Gleichung besitzt unendlich viele voneinander unabhéngige Losungen, wie
zum Beispiel:

O(7) = ®(x,y, z) = exp {azx + By} sin (\/oz2 + 2 z) . «, [ beliebig

Eine eindeutige Losung fiir das Potential ®(7) erhdlt man nur bei Vorgabe geeigneter Rand-
bedingungen. Man unterscheidet das erste, zweite und dritte Randwertproblem der
Potentialtheorie je nach Art der Randbedingungen:

(1) Vorgabe der Potentialwerte am Rand 9V = Y.V | A; eines von einem (oder mehreren)
Leiter(n) eingeschlossenen Volumens V:

i) L= ®; = const. = Dirichlet-Problem



86 3 Elektrostatik

(2) Vorgabe der Normalkomponente des Potentialgradienten auf dem Rand:

(ﬁ- ﬁ@) ‘ = 8;1) -2 = von Neumann-Problem
R | On €0
V=2

(3) Vorgabe einer Kombination geméf (1) und (2) auf verschiedenen Teilstiicken des Randes

= (kombiniertes) Dirichlet- von Neumann-Problem

Bemerkung;: Das in der Elektrostatik haufigste Randwertproblem ist das Dirichlet-Problem,
auf das im Folgenden der Schwerpunkt gelegt wird.

Bemerkung:  Bei Vorgabe von ® und g—i an derselben Stelle des Randes spricht man von
Cauchy-Randbedingungen, bei denen das Problem in Ausnahmen iiberbe-
stimmt ist.

Das Problem der Lésung der Poisson-Gleichung in einem gegebenen Volumen besteht also in
der Berechnung:

(a) einer partikuldren Losung ®iphomog () der Poisson-Gleichung

(b) der allgemeinen Losung ®peomoq () der Laplace-Gleichung

Im Rahmen der Vorlesung wird nur auf eine Methode néher eingegangen, ndmlich

3.6.3 Die Methode der Spiegelladung(en)

... bedient sich des Potentials einer fiktiven Ladungsverteilung auferhalb des betrachteten Vo-
lumens, welche eine einfache Erfiillung der Randbedingungen auf dem Rand des Volumens
erlaubt. Die Grundidee von Spiegelladungen (= Bild-, Scheinladungen) ist also die Ersetzung
des Problems

“Bestimme ®(7) in V bei vorgegebenen p(7’) und vorgegebenen Randbedingungen auf oV .“
durch das Problem:

“Bestimme ®(7) in V bei vorgegebenen p(7') und vorgegebenen Spiegelladungen (deren
Hinzunahme die Erfiillung der Randbedingungen garantiert).”

Die Methode sei an einem einfachen Standardbeispiel illustriert, ndmlich einer Punktladung
vor einer (geerdeten), unendlich ausgedehnten, planaren Metalloberfliche:

®=0

Die Erdung der Metallplatte garantiert ®(z = 0) = 0.
Das betrachtete Volumen V ist der Halbraum fiir z > 0.

O
B
I
e
[ X<
x

Abbildung 3.8: geerdete Platte
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Das Dirichlet-Problem lautet:

AB(R) = —L§(F—ae,)
€0
P(x=0,y,2) =
Iim @) =
[/ —o0 (7)

Aus Symmetrieliberlegungen bietet sich eine Positionierung einer zweiten Punktladung, also
der Bildladung g, bei ¥ = —be, an, so dass gilt:

1 q /13
P(F) —
(") = Trzg {|f’—aé’xl LT be}|}

Die Idee ist nun, die Unbekannten b und ¢, aus der Randbedingung bei = 0 zu bestimmen:

| 1 q Qv
O(r=0,y,2) =0= +

was durch

b=a und Q= —q

erfiilllt werden kann. Demnach erfillt:

1 q q
) = —
(7) 4%50{]17'—@6;; ]F%—aé’ﬂ}

die Randbedingung bei z = 0 und es gilt offenkundig auch limm_ ®(r) = 0. Da zudem
A {ﬁ} = —47w 0 (F— a é;) gilt, ist die eindeutige Losung des Problems gefunden.
Interessant ist nun meist die Berechnung

(i) des elektrischen Feldes E(7) in V.

(ii) der auf der Metallplatte influenzierten Ladungsdichte o und der entsprechenden Gesamt-
ladung gin -

(iii) der Kraft, die von der Metallplatte auf die Ladung ¢ ausgeiibt wird.

Fiir obiges Beispiel gilt:
(i) das elektrische Feld ergibt sich direkt aus

47TE()

|7 —aé®  |F4+aél

(ii) die influenzierte Flichenladung erfillt

= 2

dreo | /a2 12+ 22

Es gilt somit auch: limm_,o o(7) =0
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Veranschaulichung fiir q>0:

/|

Abbildung 3.9: Ladungsverteilung auf geerdeter Metallplatte mit Punktladung davor

Die gesamte auf der Metallplatte influenzierte Ladung ist dann:

[Ebene Polarkoordinatenj

Yy =17cos¢, z=rsing

Gl = // o(y, 2 dydzlzw/ (r)rdr

— 0 =00
oo
i [ e e [,
— — —_— T = a - —
27r0 2+ 2 q 2+, q
(iii) Die Kraft auf die Ladung q ergibt sich schlieklich aus (Spiegelladungs-Feld!)
. 1 q2 ~ q2
F = — e, =-—_—* ¢z
dreg |a €, —I—aé’x|3 (08 +aé) 167eg a? Ca
und zeigt also in Richtung Metallplatte.
Bemerkung:  Es gibt zahlreiche weitere Beispiele zur erfolgreichen Verwendung der Methode

der Spiegelladung. Dennoch bleibt sie in der Regel auf Probleme mit einfacher
Geometrie beschrankt.

Bemerkung:  Dehnt man den Giiltigkeitsbereich des oben berechneten Potentials auf den
gesamten R? aus, handelt es sich um das Potential eines elektrischen Dipols.
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3.7 Der elektrische Dipol

Ein System aus zwei Ladungen gleichen Betrags, aber unterschiedlichen Vorzeichens nennt man
elektrischen Dipol. Wie in [3.6.3] gesehen ist das Dipolpotential gegeben durch:

1
O(7) = qq_‘ — _,q_, ;  mit ¢ bei ¥} und — g bei 75
Areg | |[F—m| |7 — T2

Veranschaulichung von Potential und Feld E=-Vo:

Sei der Koordinatenursprung in der Mitte zwi-
schen beiden Ladungen (Symmetrie!) dann gilt

mit d:FQ—Fl:

1- 1-
r = —7d N re = 7d
71 2 ;T2 +2

Abbildung 3.10: elektrischer Dipol

—

Fiir das elektrostatische Potential ®(7) soll stets die natiirliche Randbedingung lim 7o, ®(7) =
0 gelten (siehe Abschnitt [3.6). Wie aber das Potential gegen Null geht, héingt von der Ladungs-
verteilung p(7) ab und man kann prinzipiell zwei Situationen unterscheiden:

(a) die Gesamtladung ist verschieden von Null: Q = [ p(7) d3r # 0
(b) die Gesamtladung ist gleich Null: Q@ = [ p(7) d®r = 0

Im Fall (a) ist anschaulich klar, dass das Potential in groem Abstand von der Ladungsvertei-
lung sich dem einer (,Netto“-) Punktladung Q annihert, da [ p(7) d*r aus hinreichend grofer
Entfernung als solche erscheint.

Wie aber ist der asymptotische Potentialverlauf falls die Gesamtladung () verschwindet, wie es
gerade beim Dipol der Fall ist? Dazu macht man folgende Niherung:

2
1F (d) cos@—i-l(d) ]
T 4 \r
1
1 1 2 1
= S 71$§00502%71:|:i0050
|7"— 71 2] r r ‘ r 2r

—

7> |d [ T3z ~ 172 |x|<<1]

d 2
|7 — 1ol =r2 Frdcosf + (2) =r?

—

Damit gilt fiir das Dipolpotential:

1 q d q d 1 gdcosé
=11 — Ol — =1 — | — 30| ¢ = —
dmeg {7‘ [ + (27‘) €08 ] T [ <2r> €08 }} ey 12
das heiftt es fallt fiir groke |7] > d wie %2 und damit stérker als das Punktladungspotential %
ab.

O(7) ~
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Bemerkung Analoge Uberlegungen (siehe Hauptvorlesung) liefern:
q - 1
° = Monopol: D(7) -
4 *q = Dipol: O (7) x 1
o—o 72
-q *q
~ - 1
I:I = Quadrupol:  ®(7) o< —
7‘
+q —q
—-q +q
h | = Oktupol (7 !
. = upol: (7) Y
-q *q

fiir groke Abstéinde von diesen so genannten Multipolen. Die zunéichst fiir
diskrete Ladungsverteilungen durchgefiihrte Uberlegung lisst sich auf beliebige
kontinuierliche Ladungsverteilungen iibertragen. Daraus resultiert dann die so
genannte Multipolentwicklung eines elektrostatischen Potentials, mit der man
die dominanten Beitrige bestimmen und anschaulich interpretieren kann.

In der Physik ist auch der Fall \cﬁ — 0 interessant, also ein Dipolpotential, welches man sich aus
zwei Punktladungen gleichen Betrags und unterschiedlichen Vorzeichens am selben Ort zusam-
mengesetzt denken kann. Die Beschreibung erfolgt dann iiber das elektrische Dipolmoment

p=qd:

1 gdcosf 1 p-7

O (7) Potential eines elektrischen Dipols

~ dmweg 12 dmeg 13

Lﬁ“f’:qdrcosﬁj

Diese Definition kann dann auch im Grenzfall |d| — 0 fiir gegebenes 7 verwendet werden (z.B.
konnen Punktteilchen ein Dipolmoment haben, obwohl ihre elektrische Ladung verschwindet).
Das elektrische Feld eines Dipols ergibt sich zu:

ﬁ 1 (3(F-A7 7
E(f)=-V&= w-nr_p Feld eines elektrischen Dipols
4meg 7o 73

Bemerkung:  Uber seine Rolle bei der Multipolentwicklung elektrostatischer Felder hinaus
ist der Begriff des Dipols auch bedeutsam in der Behandlung elektromagneti-
scher Strahlung. Im Rahmen der Elektrodynamik (im Unterschied zur Elek-
trostatik) wird die Dipolstrahlung behandelt (sieche Hauptvorlesung!)
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. ist charakterisiert durch p # 0, j #0, % = 0, so dass die Maxwell-Gleichungen lauten:

divE =L div B = 0
rot E =0 rot B = g j

mit der Lorentz-Kraft F = q <E + U x E) .
Es gibt demnach zusdtzlich zu einem elektrostatischen Quellenfeld E nun auch ein statisches,

B 9p = - - -
magnetisches Wirbelfeld B. Diese Felder sind entkoppelt, da wegen a—? +V.-3=V.j=0die
Maxwell-Gleichungen nicht gekoppelt sind. Es geniigt also im Folgenden die Gleichungen

divB =0
rotéz,uof
ﬁzq(ﬁ’Xé)

zu untersuchen.

Wie im elektrostatischen Fall gibt es verschiedene Methoden, ein Magnetfeld zu berechnen:

(i) mit Hilfe des Stokes’schen Satzes aus dem Ampére-Gesetz
(ii

(iii

)
) durch direkte Losung der Maxwell-Gleichungen

) aus dem zu einem Problem gehdrenden magnetischen Vektorpotential
(iv) aus dem (verallg.) Biot-Savart-Gesetz

4.1 Anwendung des Stokes’schen Satzes

Offenbar gilt (vgl. [2.2.3)):

rotB=pi = [(9xB)-dd =y [j-a
A A
= /é -ds = g /; dA ; dA = dA7i ; 7 = Flachennormaleneinheitsvektor
0A A

Ist nun die Geometrie hinreichend einfach, B konstant entlang des geschlossenen Weges (also
des Randes 0A der stromdurchsetzten Fliche A ) und parallel zu letzterem (B || ds'), so gilt

Mo/]ﬁ'dz‘Y

A

IC

0A

B =
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Bemerkung:  Aufgrund der ,Wirbelnatur” von B ist diese allgemeine Beziehung auf die An-
gabe von B = |B| beschrénkt.

Beispiel: gerader, mit konst. Stromdichte durchflossenen Leiter mit Radius R

—1

Zylinderkoordinaten: (r,$,z)

j(7 =

jé,, j=const.; r<R
0; r>R

Abbildung 4.1: stromdurchfl. Leiter

Fiir das Feld im Leiterinneren gilt:

/g'd§ = uo/j-dff & Bi27rr£,uoj7rr2

o Jr o
= B = ﬂOEego

Im Aufienraum des Leiters gilt wegen

/; dA = jwR* (Integrand = O fiir r > R):
B, 2rr = pgjnR® =: pol
= pol
= Ba = %ew

Insgesamt also:
4.2 Direkte Losung der Maxwell-Gleichungen
Zu 16sen ist das Differentialgleichungssystem
divB =0
rot B = ,uoj

Losung (wie immer !) durch Wahl geeigneter Koordinaten und Beachtung der gegebenen Rand-
bedingungen.
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|
|
|
- | \
!
%j réy,; r<R i T
= 11 | R
Grrlei >R |
Lp
Abbildung 4.2: B-Feldverlauf
Beispiel: gerader, mit konst. Stromdichte durchflossener Leiter mit Radius R

Waéhle wieder Zylinderkoordinaten: B =B,é + B,é, + B.€;

- 10B, 0B 0B, 0B 1/0 0B
B=|(= z  UDyp _‘r r  UDz) LB~ r _.Z
= Vx <r Oy 0z >6+<62 OT)GSOJFT‘ (87“ (rB.) (990)6

Wegen ,uofz o j €, folgen die Gleichungen:
10B, 0B, _ 0
r Op 0z
0B, 0B,
II —

(1) 0z or

1/ 0 oB,\

(D)

=0

Die Problemsymmetrie liefert 9 = g = 0. Gleichung (I) ist daher erfiillt.

Oop 0z
Aus Gleichung (IT) folgt:

B, # B.(r) = B, = const. TO

[nat. Randbed: lim B(7) =0

|F|— o0

Gleichung (III) liefert fiir den Innenraum (r < R):

r o. Ci po.
TB¢:§M0]T2+C'1 = szl;jr—#—rT'l;jr

[ C1 =0, wegen B < oo fiirr — 0 j

und fiir den Auflenraum (r > R):

Cy  po jR*  pojmR?  pol
rB, = const. = sz7 T 5 = S T%

[Anschlussbedmgung bet r =R :} @J

Ca 1 po . MO .2
R 2jR:>02— 2]R

also die erwartete Losung.
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- 1 10B B, 1
Bemerkung:  Aus divB = ;% (rBy) + 7‘8(9; + 862 = ;% (rBy) = 0 folgt noch:

Br:%:0,da03:0,wegenB<oofi'1rr—>0
r

4.3 Das magnetische Vektorpotential

Ahnlich wie im Falle des elektrostatischen Feldes (vgl. legt hier die Gleichung divB =0
die Definition eines Potentials nahe:

=

V-B =0 Iiststets erfiillt fir B=V x A

Damit folgt aus dem Ampeére’schen Gesetz:

VxB = Vx (ﬁxA’) = ﬁ(ﬁ-ﬁ)-AfT = poj
Vektoranalytisches
~BAC-CAB“ ®

Ahnlich wie im Falle des skalaren elektrostatischen Potentials ®(7) ist auch das magnetische
Vektorpotential A(7) nicht eindeutig festgelegt: Offenbar gilt némlich fiir eine beliebige Funk-
tion A(7) mit A = Ao + VA die Gleichung:

=

B=VxA= ﬁxffo%—ﬁxﬁ)\ = ﬁxﬂo

Diese Wahlfreiheit bzgl. A(7) kann genutzt werden, um V - A = 0 zu erreichen ( ,Coulomb-
Eichung®, s.u. ), denn:

=

V‘E::V-0+§'6ﬂ>::5u%+AAé():¢ AN = -V - A,

Dazu ist also die Funktion A(7) lediglich als Losung einer Poisson-Gleichung zu bestimmen
(vgl. 3.6.3). Mit dieser Coulomb-Eichung hat man dann (s.o.)

6 X é = —A/Y = NO}
d.h. die Komponente von ff(f') erfiillen jeweils eine Poisson-Gleichung:

AA

Il

|
=
S
<

Die formale Losung ist uns langst bekannt (siehe :

dm | |7 =7

2=
A’(ﬂ) _ MO/ j(’f‘ ) d37“’
14

Fiir den Spezialfall von Linien- (I') und Flichenstrémen (K) gilt entsprechend:

A@zm/ dﬂ;Am:m/ >
L A
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Bemerkung;:

Bemerkung;:

Bemerkung;:

Beispiel:

Das Vektorpotential A(7) kann nicht (wie das elektrostatische Potential ® (7))
mit einer potentiellen Energie in Verbindung gebracht werden. Das liegt an der
Tatsache, dass magnetischen Krifte keine Arbeit leisten konnen.

Die Integralformeln sind nur in wenigen Féllen leicht 16sbar (dhnlich wie im
elektrostatischen Fall, vgl. und man 16st daher besser direkt die (drei)
Poisson-Gleichung(en).

Obwohl im magnetischen Fall ein Vektorfeld nicht durch ein skalares Feld ,er-
setzt“ werden kann, ist dennoch die Verwendung von A(7) vielfach niitzlich,
wie sich im weiteren Verlauf der Vorlesung noch zeigen wird.

gerader, mit konst. Stromdichte durchflossener Leiter mit Radius R

Die Poisson-Gleichung(en) lautet:

Tz _ —poj ;T <R
AA=—pyj = AA, = { 0 >R

Es gentigt, die A,-Komponente zu betrachten: Innenraum (r < R):

[Az<ooﬂirrﬂ0]

1d dA, . dA, Mo . G| oo
AAZ = _— = — = — — —_— = = —
rdr(r dr) Hol = dr 2jr+r 27"
=A,i(r) = —%er—l—Cg:—%j(rQ—RQ)

[ Wahl A.(R) = 0 ]

Auflenraum (r > R):

d [ dA.\ dA. G B
dr<r dr)_o - -8 L A =G+ Cy

dr T

Wenn keine Oberflichenstrome bei r = R vorliegen, gelten die Anschlussbe-

dingungen (vgl. [4.6):

A(R) = A.u(R) =  Ci = —C3ln(R)
dAzi ! dAza 0 03 Ho . 0
: = : - T R - - C = — — R
dr |p dr |p = 2‘7 R = 3 2]
_ Mo .52 r
= Az,a(r) = D) JR In (R)
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Insgesamt demnach:

Ko

A - Ama = ) a0 oR)E s <R
2(r) € _%jmm(;)gz . rSR
Und damit schlieflich wieder:
3(7) = V x A7 +5re, . r<R
B(F) = V x A(F) = +%%m%%::%%% R

4.4 Das Biot-Savart-Gesetz

Aus der Integraldarstellung des Vektorpotentials im vorherigen Abschnitt folgt eine entspre-
chende Darstellung fiir das Magnetfeld:

— -

B=VxA = Moﬁx/
47
174

j(FI) 3./
=] d’r

B L A A YE A
- 7)< 9 (e

|7 — 7

) d37’/

Ho j(F’) X (7 —7") B (,Verallgemeinertes®)
47 |7 — 7|3 Biot-Savart-Gesetz

Diese Beziehung ist analog zu der in [3.3|hergeleiteten fiir das elektrostatische Feld. Offenkundig
gilt auch fiir Magnetfelder das Superpositionsprinzip.

Die in der Praxis oft (meist?) ,unhandliche“ Integralformel kann durch Spezialisierung auf
Linienstrome, d.h. durch

() d*' = I di"!

auf das urspriingliche Biot-Savart-Gesetz (1820) reduziert werden:

B 7 — ) x di’
B(r) = — MOI/W Biot-Savart-Gesetz fiir Linienstrome
F—T

Bemerkung: Oft wird das Biot-Savart-Gesetz nur fiir geschlossene Linienstréme angegeben.
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gerader, Stromdurchflossener, ausdehnungsloser Leiter

Beispiel:
Wihle Zylinderkoordinaten (p, ¢, z). Dann gilt:
(z-2)%,
7l=7e, = dif' =dieé,
N F—7"=pe,+(z-2)é,
= (F=7")xdi =—pé,d
I
Abbildung 4.3: stromdurchflossener
Leiter
Also:
o0 —
B = +221 P '
0 2 — N2
| PP+ (z—7)
—0o0
1
77
p [ V14t
z—72 =pt
= d2 = —pdt
N pol t e _ po I z
drp ¥ | V1 ¥ £2 oo 21p ¥
—_———
=2
Das entspricht (natiirlich!) dem oben gefundenen Ergebnis fiir das Magnetfeld
auflerhalb eines geraden Drahtes endlicher Dicke.
Beispiel: Magnetfeld im Mittelpunkt P einer kreisférmigen Leiterschleife

In Zylinderkoordinaten gilt:

7' =Ré, = di' =Rdpé,
—i' = 0-Ré, = —RE,

>
!

= (F—7') xdi' = —R*dypé,
Abbildung 4.4: Leiterschleife
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Also:

In Ubereinstimmung mit der Erwartung verschwindet das Magnetfeld fiir
R — o0.

4.5 Die Kraft auf einen Strom im Magnetfeld

Bisher wurde das Magnetfeld fiir gegebene stationdre Strom(dichte)verteilungen berechnet.
Was geschieht aber mit einem Strom, der sich im Magnetfeld einer anderen Stromverteilung
befindet? Die Antwort ergibt sich mit Hilfe des magnetischen Anteils der Lorentz-Kraft ¢(7'x B)
auf eine Ladung:

Fiir mehrere Ladungstrager mit Ladung ¢ mit der Teilchenzahldichte n (= Teilchenzahl pro
Volumen) gilt:

so dass sich eine (Lorentz-)Kraftdichte (s.o.)

S

f(F) = qnixB = jx B

/#x B &3

\%4

definieren ldsst. Daraus ergibt sich unmittelbar:

F:V/f(F’)d?’ -

Dies erkldrt z.B. die Anziehung/Abstofung von gleichsinnig/entgegengesetzt von Strom durch-
flossenen parallelen Leitern (Schulversuch?):

Abbildung 4.5: Kraft auf stromdurchflossene Leiter

Kraftrichtung ergibt sich aus
e rechte-Hand-Regel fiir stromdurchflossenen Draht = B
e Stromrichtung in jeweils anderen Draht (Elektronen mit ¢ < 0!)

—

of:jxg
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4.6 Verhalten von B(f) und A(F) an Grenzflichen

Aufgrund der gesehenen Analogie zwischen Elektro- und Magnetostatik stellt sich die Frage
nach der Auswirkung von Flichenstromen (analog zu Flachenladungen). Dazu eine zu 3.6.1
analoge Betrachtung:

Flachen—
strom

Abbildung 4.6: Flichenstrom

Sei By = EHl + By; = Feld unterhalb eines Flichenstroms K

By = EHz + By = Feld oberhalb eines Flichenstroms K

Durch Anwendung des Gauft’schen Satzes auf ein hinreichend kleines quaderférmiges Volumen
V = A - ¢ findet man:

oz/dwédV:/E : dfT (Bi2—Bi1)A

v o [e=o]
= = Senkrechtkomponente immer stetig

Anwendung des Stokes’schen Satzes auf eine hinreichend kleine Fliche F:

VxB=pi = /(vxé).dﬁ:m/;—.dﬁ
& [ B-ds = oI - (B||2—B\\1)l:/ﬁo|f|‘=/ﬁo|f?\l

or e—0 =Rl

= | B2 — Bjp = 1o |K|| = Unstetigkeit der Parallelkomponente, wenn |K| # 0
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Insgesamt gilt demnach (77 = Fldchennormaleneinheitsvektor):

Verhalten des magnetischen Fel-
X ﬁ) des an stromdurchflossenen Grenz-
flichen

=

52—§1=H0<

Fiir das magnetische Vektorpotential gilt in Coulomb-Eichung (ﬁ A= 0):
Ao—A11=0 (analog zur Folgerung aus div B = 0)

und wegen VxA=8B folgt:

/(WA‘).dﬁ:/g.d;:/é-dﬁ:o = Ap—Ap=0
ol OF F }

{5—>O$F—>OJ

Das magnetische Vektorpotential ist also an stromdurchflossenen Grenzflichen insgesamt stetig:

Ay — A1 =0

Fiir seine Normalenableitung gilt hingegen:

(ﬁ-ﬁ)ﬁg—(ﬁ-ﬁ>ﬁlzaa%—%§:—uoﬁ

Bemerkung:  Diese Ergebnisse erkliren (a posteriori) die Wahl der Anschlussbedingungen in

den Abschnitten und

Bemerkung;: Ahnlich wie eine ,Flichenladung® ist ein ,Flichenstrom® natiirlich eine Ideali-
sierung, vgl. die entsprechende Bemerkung beziiglich o.

Bemerkung:  Wie in der Elektrostatik kann auch fiir das magnetische Vektorpotential eine
Multipolentwicklung gemacht werden. Man findet wegen V- B =0, dass der
Monopolbeitrag immer verschwindet. Mit dem magnetischen Moment 17 =
3 [7 % j(7")d®" findet man fiir den magnetischen Dipol:

- _,uorﬁxf' = - u0{3(FTﬁ)F ’rﬁ}

7o r3

A(F)—47T e el B:VXA:E
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0
Im Unterschied zu den vorangehenden Kapiteln sei nun auch — # 0, so dass keine Vereinfa-

chung der Maxwell-Gleichungen mehr vorliegt. Sie lauten also:

divE = L
€o
- 0B
rotlb = o
divB = 0
rotB = M05+M08087E
ot

mit der Lorentzkraft F = q <E + T x é) und der aus den Maxwell-Gleichungen herleitbaren

0 -
Kontinuititsgleichung a—/t) +V.3=0.
Wie zuvor bemerkt, konnen die Maxwell-Gleichungen auch dquivalent als Integralgleichungen
formuliert werden (Anwendung des Gauf’schen und Stokes’schen Satzes!):

E.af = I
€0
)%
) d [ =
/E ds = —/B-dF
dt
oF F
/Edf— 0
ov
L L d [ = -
/B-ds = ,uo/j'dF—i—uoEodt E-dF
oF F F

Im allgemeinen ist aber die Lésung der Differentialgleichungen einfacher, so dass wir uns im
Folgenden auf die differentielle Formulierung beschrénken.

Im Unterschied zu den Gleichungen der Elektro- und Magnetostatik sind die vollen Maxwell-
Gleichungen gekoppelt, d.h. E und B sind ebenso wenig unabhingig voneinander wie p und j.
Um eine Entkopplung zu erreichen, betrachten wir

5.1 Die elektrodynamischen Potentiale

Die Idee ist die gleiche wie im statischen Fall: man versucht durch Definition geeigneter Po-
tentialfunktionen die Formulierung der Maxwell-Gleichungen zu vereinfachen. Wie zuvor (vgl.
scheint die Einfithrung des magnetischen Vektorpotentials A vielversprechend:

V.- B=0 = |B=VxA
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Damit folgt:

In Verallgemeinerung des elektrostatischen Falles gilt hier:

L 9A q
E+—=-Vd E=-Vd-—- =
+8t \V4 = Vv 5

Damit sind die beiden homogenen Gleichungen stets erfiillt, wenn ® und A bekannt sind. Zu
ihrer Bestimmung setzt man E und B in die inhomogenen Gleichungen ein:

V~E:—A®—;<V~E>:;

- A¢+9(v.£):—ﬂ

ot o0
und:
VxB = Vx(VxA) = v(v-A)-ad
. 9 0A
HoJ — Hogo {V + 5 }
10 o N 109 .
- ~ 9 Aldyv <V~A> il QY
| {02 ot? } - { T2 ot } HoJ
— — 1 8@ rd
& |OA - V(VA) + 550t = —poj
Bemerkung;: Man 16st also zunéchst fiir gegebene Ladungs- und Stromdichteverteilung die
inhomogenen Gleichungen fiir die Potentiale ® und A und mit diesen dann die
homogenen Gleichungen fiir £ und B.
Bemerkung: Man beachte, dass die elektrodynamischen Potentiale ® und A nicht mit denen

aus der Elektro- und Magnetostatik identisch sind, sondern diese verallgemei-
nern (Zeitabhingigkeit!).

Die Losung der beiden Potentialgleichungen ist nicht trivial, da auch diese Gleichungen in der
gegebenen Formulierung gekoppelt bleiben. Um eine Entkopplung zu erreichen bedient man
sich sogenannter
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5.2 Eichtransformationen

Die Grundidee hierbei ist (erneut wie frither gesehen!), dass fiir die Bestimmung der elektro-
magnetischen Felder E und B die Potentiale ® und A nicht eindeutig bestimmt sein miissen.
Wir erinnern uns (vgl. [£.3), dass (jetzt zeitabhingig!)

AT 1) = Ay(F,t) + VAT, t)

unabhingig von A(7,t) vertriglich ist mit

B=VxA | da VxVA#t)=0

Da nun im Allgemeinen auch E vom Vektorpotential abhéngt (s.0.), muss gefordert werden:

0A oAy 0

! affo oA

Mit den Gleichungen

liegt eine Eichtransformation vor, unter der die physikalischen Felder E und B invariant
sind. Diese Nichteindeutigkeit der Potentiale kann nun genutzt werden, um die inhomogenen
Gleichungen fiir die Potentiale weiter zu vereinfachen. Es bietet sich zunédchst die Coulomb-
Eichung (vgl. an, die hier aber nicht weiter verfolgt wird. Der wesentliche Nachteil der
Coulomb-Eichung ist die Tatsache, dass die Potentialgleichungen gekoppelt bleiben.
Vorteilhafter ist

Die Loren(t)z-Eichung:

Vorbemerkung:  Urspriinglich gefunden vom dénischen Physiker Ludwig V. Lorenz, also nicht
vom Hollinder Hendrick A. Lorentz. Dennoch wird die Eichung in vielen
Lehrbiichern nach Letzterem benannt (vgl. Jackson, Griffith)

Setzt man die allgemeine Form der Eichtransformation (s.o.) in die inhomogenen Potentialglei-
chungen ein, so findet man:

A@O—QAA+Q(V-EO)+Q(V‘V/\):—£

ot ot ot €0
0 - p
—~ A 7(V,A):_7
0+8t 0 €0
- 1 9?2 - 1 09 1 92\ -
DAO‘czatzWA”M‘V{(V”O)+<V'W}—VLzat‘czatz = o]

- - 1 09 -
= DA()—V{(V'A()) +(128f0} = —lo)
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Und dadurch motiviert schreibt man:

0 - 1 0P p
Odg+ =<V -Ag+ 55— =——
o+t ot { o+t cz ot } €0
Die zur Entkopplung der Gleichungen notwendige Wahl ist offensichtlich

S 10
V'AO—FC*QW—O

was als Loren(t)z-Eichung bekannt ist. Im statischen Fall (% = 0) geht sie in die Coulomb-
Eichung iiber.

Diese bedingt:

- 1 0®g - 100 10°X
V- A ——— =V - A-A\+——+—=—5=0
0+62 ot +c28t+023t2
1 0%\ - 109
—OMN=—-~"2_AN=V . A4+ 2=
= A c? Ot2 A=V +026t

Es geniigt demnach

1 82(1)0 1%
D%:—{CQ 3 —A<I>O} ==

- 1 924, - -
Ay = — {028152 - AAO} = —HoJ

zu losen. Damit ist das Ziel erreicht: die beiden inhomogenen Gleichungen (= 4 partielle Dif-
ferenzialgleichungen fiir 4 Funktionen) sind entkoppelt, d.h. &y und Ay kénnen fiir gegebenes
p und j unabhéngig voneinander bestimmt werden.

Bemerkung:  Aufgrund der Symmetrie der beiden Gleichungen in Loren(t)z-Eichung bieten
sie sich als ,natiirlicher Ausgangspunkt fiir eine kovariante Formulierung
der Elektrodynamik an.

Die Losungen der Potentialgleichungen in Loren(t)z-Eichung werden in der Hauptvorlesung zur
E-Dynamik behandelt. Hier untersuchen wir noch

5.3 Erhaltungssitze in der Elektrodynamik

Wie immer sollte natiirlich auch in der Elektrodynamik die Erhaltung von Energie, Impuls
und Drehimpuls gewéhrleistet sein. Das sei fiir die zuerst genannte Groke (Energie) explizit
gezeigt. ..

Der Energiesatz der Elektrodynamik:

Die fiir die Physik grundlegenden Erhaltungssétze fiir z.B. Impuls, Energie oder auch Drehim-
puls gelten (natiirlich) auch in der Elektrodynamik. Fiir die klassische Elektrodynamik ist der
Energiesatz (neben dem Ladungserhaltungssatz) von besonderer Bedeutung, wie im Folgenden
gezeigt wird.
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Man geht dazu iiblicherweise aus von der von einem elektromagnetischen Feld an einem gela-
denen Teilchen geleisteten Arbeit

AW = F . dif = {qﬁ—l—qﬁx é} {Fdty = qF - 7dt
Fiir eine Ladungsverteilung p folgt:

g:fdf’: {pﬁ+p17><E}-{ﬁdt}:pﬁ-ﬁdtfj-ﬁdt

Jj=pv

Das heiftt: Die pro Volumen- und Zeiteinheit vom Feld an der Ladungsverteilung geleisteten
Arbeit ist durch j - E gegeben. Mit Hilfe der Maxwell-Gleichungen findet man:

18 < (B -al ) B L[5 (vx8) v (£xB) -ty 5

1 L 1. 0B . OF

- ——V-(ExB)——B-——eOE-—

1o po Ot ot
VxE=-98

H2
= _v. iEXé _Q EioE_"g_i_Bi
1o ot | 2 210

Dieser Ausdruck fiihrt auf folgende Definitionen:

. 1 -
Uen(7,t) = 8EOEz(F’, t) + Q—MOBQ(F, t) Energiedichte des elektromagnetischen Feldes
Sty = % {E(F,t) X B(F,t)} Energiestromdichte bzw. Poynting-Vektor

mit denen man findet:

aUem
ot

+V-S=-j-FE (Differentielles) Poynting-Theorem

Das Theorem besagt, dass die (explizite) zeitliche Anderung der elektromagnetischen Feldener-
giedichte durch die Energiestromdichte und eine ,Senke* gegeben ist. Anders formuliert: Die
pro Zeiteinheit an den Ladungen im Volumen V geleisteten Arbeit ist gleich der Summe der
Anderungen (Abnahme!) der Feldenergie in V und des Energieflusses durch die Oberfliiche OV
des Volumens.

Bemerkung: Fiir die Energie(dichte) des elektromagnetischen Feldes gilt das Superpositi-
onsprinzip nicht. Sei z.B. E = E; + E, S o2 =+ E? + E%, d.h. die
Gesamtenergiedichte ist ungleich der Summe der Einzelenergiedichten.
Beispiel: El = Eo, Eg = —Eo = FE= El —|—qu = 6, d.h. die Gesamtener-
giedichte verschwindet obwohl die Einzelenergiedichten von Null verschieden
sind.

Fiir alles Weitere siehe die Hauptvorlesung...
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5.4 Ein kurzer Uberblick iiber elektromag. Wellen im Vakuum

5.4.1 Homogene Wellengleichung
Fiir ladungs- und stromfreie Bereiche gilt fiir die elektromagnetischen Potentiale in Loren(t)z-
Eichung:

Oo(r,t) =

DA t) =

Fir die Felder erhalten wir aus den Maxwell-Gleichungen:

V-E= 0 V-B = 0
L L 0B . - 10E
E=_22 B =-2¢
VX ot VX 2 ot
mit:
?x(ﬁxﬁ - ﬁ(ﬁﬁ)—AE:—AE
N—_—— N——
0B =0
ot
. 0B 1 0%E B
VX 2oz = AE
L 1 0%E
AE- 555 = 0

ergibt sich:
und entsprechend auch

Das heifst: In kartesischen Koordinaten erfiillt jede Komponentenfunktion f die Wellenglei-
chung.

Af = ——5| oder alternativ of =0

5.4.2 Ebene Wellen

Im 1-dimensionalen Fall sehen wir, dass

2f 1 0%f

0z 2oz
geldst wird durch:
f(z,t) = fi(kx —wt) + fa(kx + wt), oB.d.A:w>0

1 1
= k2 f (ke — wt) + k* f5 (kr + wt) — > (kx — wt) w? — > f (kx4 wt)w? =0

= <k2 - U;) flz,t) =0

= Dispersionsrelation der elektromagnetischen Wellen
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Im 3-dimensionalen Fall gilt entsprechend: f(7,¢) = f1(k -7 — wt) + fao(k - 7+ wt)

Untersuchun k-7— wt
g von fi(k-7— wt)
Phase ¢(7,t)

feste Zeit: Fliiche konstanter Phase ist durch k -7 = const. gegeben. k-7 ist die Gleichung
der Wellenfront-Ebene.

[
[

Abbildung 5.1: Wellenfront-Ebene

Zeitablauf: fiir den Zeitablauf (Bewegung der Ebene) gilt

E-F—wt:kr”—wt:cl:const.

C1 w
. . . Ay w -
Die Ebene bewegt sich mit (Phasen)geschwindigkeit: o g Richtung k.

wihle f; : z.B. ebene Welle:

fi(7t) = Aexp {z (E ST — wt)} (eigentlich nur der Realteil)

- 2
k: Wellenvektor, A = %: Wellenlinge (Abstand nichstbenachbarter Wellen-

fronten)

2
fester Ort 7 : Wiederholung nach 7 = nill
w

1
v = —: Frequenz, w = 2w v: Kreisfrequenz und es gilt ¢ = A\v = —
T T

Ubertragung auf elektromagnetisches Feld (nur der Realteil ist physikalisch relevant) mit

E = Eoexp{i<l;-f'—wt)}

.
I
oot
@
>
o
——
~.
—
il
il
|
€l
~~
~
—

Die Wellengleichung ist erfiillt. Die Kopplung erfolgt iiber die Maxwell-Gleichungen durch

, OB
E=_=
V x 5
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Mit den Nebenrechnungen

0B
_ | == = iwB,
(m) i

= wBy, exp {z (l? 7 — @t)}

(VxE) = ;yEZ - ;ZEy

= (Bue iy — Boyike)exp (i (F-7—ot)

= i(EXEO>$eXp{i(E~F—wt }
i(Exﬁo)exp{i <E-Ffwt)}:iwgoexp{i (]:c‘-f'f@t>}

Da dies fiir alle Raum-Zeit-Punkte gelten soll, fordern wir:

—
=

ergibt sich:

=l

w=w ; k=

Wir erhalten die Beziehung
k x Eo = wBQ
und mit div E = 0, div B = 0 erhalten wir

— —

k-Ey=0, k-By=0

Weiterhin folgt aus VxB= c%%—? entsprechend

EO, Eg, k bilden also ein Rechtssystem:

B,
Abbildung 5.2: Rechtssystem

Da die Auslenkung senkrecht zu k ist, handelt es sich um transversale Wellen. Sei 0.B.d.A.
k =keée,, so folgt E direkt und B kann man aus E bestimmen:

E = (Fowé + Eoyé,))exp {i(kz —wt)}

o]
1

1 o R .
- (—FEoy €z + Eoz €y) exp {i (kz — wt)}

. 1. . 1 0 FEoz 1 —k Eoy 1 —Foy
z.B. wegen By = " (k X E0> = " 0] x|Eoy| = » k Eo, — - Eo
k 0 0 0
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Nehmen wir nun FEy, = 0 an, ergibt sich fiir die (physikalisch relevanten) Realteile

=
|

Ey,; cos (kz — wt) €

o]
Il

1
—Eog cos (kz — wt) €,
c

Abbildung 5.3: Transversale Welle

5.4.3 Polarisation ebener Wellen

Die o0.a. Losung ist eine sich in positiver z-Richtung fortpflanzende, monochromatische Welle.
Sie ist allein durch E (oder B) festgelegt.

0.B.d.A. betrachte nun: E-Feld mit Ey, und Eoy komplex:
Eoy; = |Eoz| e und Eoy = |Eoy| i (¢+9)
Dabei ist ¢(7,t) die oben eingefithrte Phase. Fiir das reale physikalische Feld gilt:
E=E,é + E,é,
mit
E, = |Eyz|cos(kz —wt)
E, = |Eyy|cos(kz —wt+9)

Der Wert von ¢ bestimmt die Art der Polarisation, deshalb gibt es eine

Fallunterscheidung der Polarisationen

e linear polarisiert: § =0 oder 6 = 7
fester Vektor E = (|Eog| €, + |Eoy| €,) - cos (kz — wt + ¢)

‘E‘ = V/|Eoz]? + [Eoy[* - |cos (kz — wt + ¢)], tana = i;EEﬂ\

x b/
Ew

< -

y 1

Abb. 5.4: E-Feld Komponenten Abb. 5.5: E-Feld Ausrichtung
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e zirkular polarisiert: § = +£7 und |Ep.| = |Ep,|

E = E {cos(kx — wt + ¢) & Fsin(kz — wt + @) &}, | E| = const.

Ey

Abb. 5.6: E-Feld Komponenten

y
E _
/ 5=1
rechts zirkular

polarisiert

Abb. 5.7: E-Feld Ausrichtung

Blickt man in positive z-Richtung (Ausbreitungsrichtung), so dreht sich E nach rechts

e elliptisch polarisiert (in x, y): ¢ = £% und |Eo.| # |Eoy|

E, = |FEoz|cos(kz —wt+¢), E

f) ()
= + =1
<|EO:E’ ‘E0y|

y = F|Eoy| sin(kz — wt + ¢)

Z(©

R
N [E

[Eoxl

elliptisch
polarisiert

Abbildung 5.8: E-Feld Ausrichtung

e elliptisch polarisiert (beliebig): ¢ beliebig und |Ey;| # |Eoy|

el 20

\ [Eoxl
/

N

Abbildung 5.9: E-Feld Ausrichtung
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Spezielle Relativitatstheorie
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1 Grundlagen

Urspriingliche Erwartung:
Licht ist an ein materielles Medium, den ,Ather* (gr.: ,aither“ =  die obere Luft*) gebunden,

wie z.B. Schallwellen an Luft.

Die daraus folgende Uberlegung, dass die Lichtgeschwindigkeit dann vom Bewegungszustand
des Bezugssystems abhingen sollte, sollte Giberpriift werden mit dem

1.1 Michelson-Morley-Experiment

Spiegel 2 (S2)

X
=1 :
g
@ - |VErde| =V
&
é‘ﬂ =1 g
halbdurchl&ssig n
Spiegel (H)
Empfanger
(Schirm)
Abbildung 1.1: Versuchsaufbau
Berechnung der Laufzeiten
l l 21 21 1
H—S —H : t, = + :262:7 .
c+v c—vw ct—v c 11— %2
2V/12 2 1 21
H— S —H tgzﬂ; = -vt = t2 *%
c 2 C 1%

Die Laufzeitdifferenz

t t_zl 1 1 _2[ 1+q)2+ 1+1U2+ _lvz
1 2= C 1]2 v2 - C C2 262 T 02
e _e2
C i .
[WErde\%‘SOk%:»zzm 4}

fithrt zu einem Phasenunterschied (v = Wellenfrequenz) A¢ = v(ta —t1) =~ v lg—;

Es wurde aber A¢ = 0 beobachtet!
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Bemerkung:  Um die eventuelle Ungenauigkeit in den Armléngen [; = lo = [ auszuschliefsen
wurde der Apparat um —90° gedreht, so dass dann eine Phasendifferenz von
—A¢ erwartet wiirde. Damit ergibt sich zur Orientierung 0° und —90° eine Ge-
samtphasendifferenz 2A ¢, die im Experiment zu 2A¢ ~ % erwartet wurde.
Das Instrument hétte um den Faktor 40 kleinere Phasendifferenzen detektieren
konnen - eine solche wurde aber nicht beobachtet.

Es gab verschiedene Deutungen dieses Negativresultats:
(1) Michelson: Ather bewegt sich mit der Erde.

(2) Lorentz/Fitzgerald/Lodge: Der Instrumentenarm in Bewegungsrich-
102

tung ist (um den Faktor 1 — 3% ) verkiirzt (infolge eines Atherdrucks).

(3) Einstein: (i) Die Ausbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes ist unabhén-
gig vom Bewegungszustand des Systems. (ii) In allen gleichférmig be-
wegten Systemen gelten dieselben Naturgesetze (,Kovarianz* der Natur-
gesetze).

Heute wissen wir, dass Einsteins Deutung die richtige ist.

1.2 Die Lorentztransformation

Betrachte zwei relativ zueinander mit konstanter Geschwindigkeit v bewegte Bezugssysteme
¥, % (0.B.d.A. sei ¥ = v é,). Wenn zum Zeitpunkt

] v
t = 0, zu dem beide Koordinatensysteme densel- Zpz oY
ben Ursprung haben, ein Lichtsignal von dort aus- - g
gesendet wird, sehen Beobachter in ¥ und ¥’ eine I X
sphérische Lichtausbreitung: Phd |
7 y
2?2 22 =22 baw. /24y 2422 = 22 v
X

Da ¢ = const. und in ¥ und ¥’ gleich ist, sind
die beiden Rechnungen nicht mit einer Galilei-
Transformation 2’ = 2z — vt vertriglich.
Daher: Abb. 1.2: Bezugssysteme
1.2.1 Idee: Lineare Transformation

¥ = x 2 10 0 O x

y o=y R 7 O IO S U y

Z/ = aj1z+aat Z/ - 0 0 ajlp ai12 z

t = as1 2+ ast t 0 0 ao1 ao t

Da nun der Beobachter in ¥ das System Y’ mit dem Bewegungsgesetz z = v t sieht, liegt
(insbesondere fiir 2’ = 0) der Ansatz:

= —t = . = —
v (2 — vt) <:{ ail =7 ; 012 yv

!
z
v 5(6Z+t) CL21:58 ) a22:5

nahe, in dem also nur noch drei Koeffizienten unbekannt sind.
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Damit folgt:

:E/2—|—y,2—|—2/2—62t,2:0
o 22+ 442 (22 —2zvt + 02t2) — 26° (5222 + 2ezt + t2) =0

2
& 2? +y?+ 22 (7 - P6%e?) — Pt <52 - 727)2> —22t (vy* 4+ ec?0%) =0
N— C ——

1 e Lo
Also:
2.4
vy
V2 = 25?2 =1 = — 6252764(54 =1 )
5% — 42?2 =¢2 = c25% = 2 + 42%0? (I1)
V24?2 =0 = = el (I11)
252
() in (I) : 4% - 1 e V2 + 4% — vyt = 2 + 22
2 + 222 J —
=0
9 2 1
< 0 22 = Y= -~
1 v
C2
9 2?2
2 2,2 c + 4 2.2 2.2 2
2 _
_52_0—1-711_ 2 2 ¢ vict +ctvt c 9 —
(1I) : = 2 = 2 T R@ ) 2t o= =7
v
(m: o=

Damit lautet die Lorentztransformation explizit:

x/ = €T X — x/
/ _ _ /
y/ - ¥ bzw: ¢ — Y , , Lorentztransformation
2 = y(z—wt) z = vy (Z+ot)
= v (t- %2) t = y(+ C%z’)

Bemerkung;: So wie die Galilei-Transformationen die Galilei-Gruppe bilden, bildet die
Gesamtheit der Lorentztransformationen die Lorentz-Gruppe.
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2 Folgerungen

2.1 Gleichzeitigkeit

Ereignisse, die in einem fiir einen Beobachter ruhenden Inertialsystem 3. gleichzeitig erscheinen,
erscheinen von einem relativ zu X bewegten System nicht mehr gleichzeitig. Leuchten z.B. in
Y zwei Lampen an den beiden Orten 21 und 29 gleichzeitig auf (¢; = t2), dann gilt in 3
v v v
té—t’lT’y(tQ—C?zq)—*y(tl—cQzl) 76—2(21—22);&0

D.h. in ¥/ leuchten die beiden Lampen nicht gleichzeitig auf.

~
[Sh
|_
~
)

Folgerung: Der Begrift der Gleichzeitigkeit ist nur sinnvoll in Bezug auf ein gegebenes
Inertialsystem, nicht aber fiir die Gesamtheit aller Inertialsysteme.

2.2 Zeitdilatation

Geméh der Lorentz-Transformation ist die Zeit keine absolute Gréfe mehr, wird also mit-
transformiert: Uhren in bewegten Systemen gehen langsamer als in ruhenden Systemen. Ein
Beobachter im ruhenden System ¥ beobachte eine im relativ zu X gleichférmig bewegten Sy-
stem Y ruhende Uhr.

Er findet:

V2 V2]
At = ta =t T 7<t'2+022> _7<t/1+021> =ty —11) = vAY
[UhrruhtmE/izi:zé]

Wegen v > 1 findet er At’ < At. Die bewegte Uhr geht also langsamer, die Zeit in 3’ ist
,gedehnt”. Diese sog. Zeitdilatation ist symmetrisch, d.h. ein Beobachter in ¥’ findet fiir das
mit einer in ¥ ruhenden Uhr gemessene Zeitintervall:

vz vz
At =ty =t T v(tz—c—f)—7<t1—c—;> T'Y(tQ—tl) = yAt
[ Uhr ruht mZ::>z1:,z“2]

Also: At < At' = bewegte Uhr geht langsamer.

Nachweis: Zwei Flugzeuge in Ost- und Westrichtung: die Uhren an Bord zeigen eine andere
Zeit als eine (z.B. am Nordpol) ruhende Uhr. Wegen tiwest = Uriugzeug—UErdrot.
und Yost = UFlugzeug + UErdrot St [Uwest| < |Uost| und es ergibt sich eine
Zeitdifferenz der Beobachter von At =~ 323ns.

Hat. dilatabilis = dehnbar, Dehnung
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2.3 Langenkontraktion

Die Ausdehnung eines bewegten Kérpers ist in Bewegungsrichtung verkiirzt. Kin Beobachter
in 3, der einen in ¥’ ruhenden Stab der Linge L' = 25 — 2| beobachtet, findet:

L' = 2b—2 :\ v (22 — vtg) — v (21 — vty) T v (29 —21) = L
Mit v > 1 = L’ > L: der bewegte Stab ist also kiirzer. Entsprechendes gilt fiir einen in
ruhenden Stab der von ¥/ aus beobachtet wird.

Anwendung:  Zerfall von p-Mesonen:

u-Mesonen entstehen durch die Wechselwirkung der kosmischen Strahlung mit
der Erdatmosphére in einer Hohe von etwa h = 10 km mit etwa Lichtgeschwin-

digkeit v = %‘5*% ¢ ~ c und werden auf dem Erdboden (h = 0) nachgewiesen.

Bei einer Lebensdauer von 7, = 2 - 1079 s koénnen die Teilchen also einen Weg

S AT A 2.10*6s.3-108? ~ 600 m < 10 km

zuriicklegen. Warum gelangen die Teilchen also dennoch zum Erdboden?

Die spezielle Relativitétstheorie sagt, dass ein (hochrelativistisches) pu-Mesonen
den Weg vom Entstehungsort bis zum Erdboden um v = (1 — v2/c2)_1/2 =50
verkiirzt ,sieht“, d.h. lediglich der Weg h/vy = 10515m = 200 m zuriicklegen muss,
was mit seiner Lebensdauer vertréaglich ist. Umgekehrt gilt fiir einen Beobachter

auf der Erde, dass die Lebensdauer eines u-Mesons verldngert (,,gedehnt®) ist:

TB=77,=50-2-10%s=1-10""5
so dass das Teilchen einen Weg von

st c~1-107%-3-108 m =3-10* m = 30 km

zuriicklegen kann, also ausreichend lange ,lebt“ um den Erdboden zu erreichen.

2.4 Geschwindigkeitsaddition

Wie transformiert sich die Geschwindigkeit eines Objektes zwischen zwei relativ zueinander
gleichformig bewegten Systemen ¥ und 3'?

Es gilt (relative Bewegung in z-Richtung):

x=a der = dz’
y=1 L dy=dy
z=7(Z +vt)) dz =~ (dz' +vdt))

t=7y({t'+%2) dt =~ (dt' + %dz')



2.4 Geschwindigkeitsaddition 121

= U = (ug,uy,u,) = d—x d—y @
T L4t de dt
B dx’ dy’ v (dz" +vdt')
N ~y (dt’ + C%dz’)7 ~y (dt’ + C%dz’)’ v (dt’ + C%d,z’)

_ ! do’ - dy o [dZl

T oyt sey\ar o Tl T
1

T gy e D=

=/

Explizit also:

o o w4 v Additionstheorem
Uy = =T Uy = ——L—— 5 U= ——f der Geschwindig-
v (1+ ) v (1+ ) 1+ 2z keit
c c 2
Es gelten die Grenzfille:
(1) v<e = y=1 = up=1uy, uy=1u, U, =u,+v

Das aber ist gerade die Galilei-Transformation der Geschwindigkeiten.

/ /
(2) v—=c = y—00 = u;—0, u,—0, uZHuZ+,C=(uZ+/C)c:c
1+u?z ¢+ uy

Das heifst die beobachteten Geschwindigkeiten sind stets durch die Lichtgeschwindigkeit nach
oben begrenzt.
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3 Kovariante Formulierung

3.1 Der Minkowski-Raum

Die Ergebnisse der speziellen Relativitatstheorie legen eine Erweiterung des (klassischen) 3-dim
Konfigurationsraumes (z.B. 7= (z,y, 2) ) auf eine 4-dim ,Raum-Zeit“ nahe:
3.1.1 Vierervektoren

Die Lorentz-Transformation kann als Drehung in einem 4-dim. Vektorraum betrachtet werden,
denn es gilt:

x 10 0 0 x x 1 0 0 0 x
vy | 101 0 0 vl o vy | [ 01 o0 0 y
0100 v —yw z 2 100 4 in¥ z
t’ 00 —z v t ict/ 0 0 —iv? v ict
x 10 0 0 x
=/ y/ 0 1 0 0 y
= = =D
= " 2! 0 0 cosa sina z Lr
ict! 0 0 —sina cosa ict
Drehmatrix Dy,
cosax = . 2 2
= sina = 21% } :>Sm2a+C082a:_’y2%2+72:72 (1_%2> =1
= deth = |D2| =1
Bemerkung:  Der Drehwinkel « ist imagindr, da wegen cosa = v > 1 gilt und da sin o rein

imagindr ist.
Da Drehungen Léngen unverdndert lassen, gilt weiter:
/
ﬁ? | = ]?\ PN x’2+y’2+z’2 22 :x2+y2+22 _ 242

Das ist gerade der Ausgangspunkt zur Herleitung der Lorentz-Transformation (siehe oben).

Definition: Die 4-dim Vierervektoren 7'}, ?/ sind Verallgemeinerungen der Ortsvektoren
im 3-dim Konfigurationsraum. Allgemein gilt:

= . =/ N
7 = (7 ict) ; T:(r,zct)

Vierervektoren heiflen auch Weltvektoren.
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Definition: Der Minkowski-Raum oder die Raum-Zeit ist der 4-dim Vektorraum, der
die Vierervektoren enthilt. Punkte im Minkowski-Raum sind Ereignisse (vgl.:
Punkte im Konfigurationsraum sind Orte). Kurven im Minkowski-Raum nennt
man Weltlinien.
Veranschaulichung:
ct
V=cC
J
Weltlinie
eines —
ruhenden
Koérpers Weltlinie eines
bewegten Korpers
.
Abbildung 3.1: Minkowski-Raum
Bemerkung:  Wegen v < c ist die kleinste mogliche Steigung m einer Weltlinie m = 1.

Das Langenelement im Minkowski-Raum
ds® = dz? + dy? + dz? — Pdt?

ist invariant unter Lorentz-Transformation. Da ds? nicht positiv definit ist, unterscheidet man:

(1) raumartige Abstinde: ds? >0
(2) null- oder lichtartige Abstiinde: ds?> =0
(3) zeitartige Absténde: ds? < 0
Veranschaulichung:
d§2=0 ds?=0
\ A N Zukunft P /
N e Ursprung
ds?2>0 N y 7 ’ ds2>0

7/
s ds2< 0

Abbildung 3.2: Langenelement im Minkowski-Raum
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Fiir einen Beobachter im Ursprung sind Ereignisse mit

- raumartigen Abstand unerfahrbar, wegen ¢ < oo

- zeitartigen Abstand entweder in der Vergangenheit oder Zukunft

Bemerkung;: Je zwei Ereignisse im raumartigen Bereich des Minkowski-Raumes kénnen in
einem geeignet gewéhlten Inertialsystem gleichzeitig beobachtet werden.

3.1.2 Die Eigenzeit

Um weitere Grofsen im Minkowski-Raum sinnvoll einfiihren zu kénnen, ist die Definition einer
Lorentz-invarianten Zeiteinheit dr erforderlich. Dies erreicht man durch:

ds* = da®+ dy* + d2* — 2 dt? ‘ (=)
2 1
= dr = —d% = \/dt2— — [d2? + dy?* + d2?]
c c
1 dz2\ dy?\? dz2\?
= 1=z [(&) +<dt> +<dt>
v2dt . e s

= dty\/1-— 2= > Eigenzeit (eines Systems)

Offenkundig ist dr wegen der Lorentz-Invarianz von ds? und c ebenfalls invariant unter der
Lorentz-Transformation.

Bemerkung:  Die Eigenzeit d7 ist im Ruhesystem (v = 0 = ~ = 1) identisch mit der
Koordinatenzeit dt.

Bemerkung:  Die Eigenzeit kann auch aus der Beziehung fiir die Zeitdilatation (siehe
oben) abgeleitet werden.

Bemerkung: Mit Hilfe der Eigenzeit lassen sich die Naturgesetze in Lorentz-invarianter Form
formulieren, d.h. in allen Inertialsystemen gelten die (form-)gleichen Naturge-
setze (,Relativitdtsprinzip®).

3.2 Vierergeschwindigkeit, Viererimpuls und Viererkraft

Die Vierergeschwindigkeit ¥ wird unter Verwendung der Eigenzeit dr analog zur Newton’schen
Mechanik definiert:

=
= dr dr . dt dr dt . dt L . o e
V=—= <dr’ ic d7'> = (dt i dT) T ~(U, ic) Vierergeschwindigkeit
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Ahnlich erfolgt die Definition des Viererimpulses:

D=mov =moy (U, ic) T (md, imc) = (P, imc) Viererimpuls

m = moYy

Aus der letzten Gleichsetzung folgt fiir den dreidimensionalen Konfigurationsraum:
p=miv=ymo¥

d.h. die Teilchenmasse m = my~y ist geschwindigkeitsabhingig. m( heifft Ruhemasse.

Bemerkung:  Die Massenzunahme bewegter Teilchen wurde tatséchlich bereits 1902 von
Kaufmann experimentell nachgewiesen.

Auch die Definition der Viererkraft erfolgt in Analogie zur Newton’schen Mechanik:

=

=

F = d—p Viererkraft
dr

3.3 Viererstromdichte und Viererpotential

Die im Falle der Lorentz-Eichung gegebene Formgleichheit der Potentialgleichungen (vgl. H.

1 9% p
Ao-Gar T g
1 9?4 -
-2z T HJ

legt die Zusammenfassung der Potentiale und Ladungs- und Stromdichte zu je einem Vie-
rervektor nahe. Wie das zu erfolgen hat, folgt aus der Kontinuitéitsgleichung, die infolge der
Ladungserhaltung in jedem Inertialsystem gelten muss.

Also:

4-dim. Divergenzoperator

-,

Folglich ist J := (cp, j)T eine geeignete Viererstromdichte. Damit und mit % = c? pip folgt

¢ - 10?2 (¢ - -
A<07A>_028t2 Z’A = —po(cp, j)
1 0

= |(0Q=—uyJ| Potentialgleichungen in Vierervektornotation

—,

mit dem Viererpotential Q := (¢/c, A)T

weiter:
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Bemerkung;:

Mit dem Viererpotential lautet die Loren(t)z-Eichung:

L. 196
AT =
\Y +c28t 0

o () ()

Die obigen kovarianten Potentialgleichungen sind die kompakteste (und ele-
ganteste?) Formulierung der Elektrodynamik.

und ist damit dquivalent zum Verschwinden der (4-dimensionalen) Divergenz des Viererpoten-
tials - also eine “relativistische Coulomb-Eichung”.

Bemerkung:

Hier ist eine andere Definition eines Vierervektors (als die in verwendete)
erfolgt. In der Wahl des Vierervektors besteht in der Tat Freiheit, siehe z.B.

die Biicher von

T ct

Greiner: 3Z/ ; Griffiths: v ; Jackson:

N <
[SERNSIER ST

ict

3.4 Der Feldstarketensor

Fiir das elektrische und magnetische Feld gilt bekanntlich:

Fe-ve-24 . Fov«a

bzw. in Komponenten:

ety T dx; Oz

c Oz

E. 0 (¢>+8Ai g 0Aw 04

C

Mit der Notation

kontravarianter Vektor: z* = (xg,z1,22,23) = (ct,z1,22,23)

kovarianter Vektor: x, = (—zo,21,%2,23) = (—ct,x1,22,23)

gilt fiir die Lorentztransformation von Vierervektoren:

Bemerkung:

T = LYz
Diese Notation erlaubt die Darstellung
3
zy ot = Z zat = —xd a2l bad ot = Attt ad o
pn=0
Die Konstanz der Lichtgeschwindigkeit bedeutet
3
Z z, 2t =0 =2} + 23 + 25 — *t?

=0

in allen Inertialsystemen (Kugelwellenfront!).

2
3
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Insbesondere ist

3
(As)? = (Azy) (Axh) = (Az1)® + (Axp)? + (Aws)® — *(At)?
n=0
das invariante Intervall oder der Abstand zweier Ereignisse im Minkowski-
Raum. Es wird unterschieden:

(As)? < 0: zeitartiger Abstand
(As)? > 0: raumartiger Abstand
(As)? = 0: lichtartiger Abstand

Fiir (As)? < 0 gibt es ein Inertialsystem, in dem die beiden Ereignisse am
selben Ort stattfinden. Fiir (As)? > 0 gibt es eines, in dem sie gleichzeitig
sind.

Da das Vektorpotential sich entsprechend transformiert, gilt:

Al = (i, Ay, As, A3>

und damit lassen sich die obigen Gleichungen fiir die Felder (als 4-dimensionale Rotation)

schreiben:

0 EJ:/C Ey/C EZ/C

RV . — 0 AY QAr _ —E;B/C 0 B, _By
D dxy _ y/C -B, 0 B,
_Ez/c By —B, 0

Dieser antisymmetrische kontravariante Feld(stirke)tensor ist die relativistische Verall-
gemeinerung der elektrischen und magnetischen Felder, die somit beide in diese neue Grofe
vereinigt werden.

Bemerkung:

Die Felder werden also nicht einfach zu einem Vierervektor verallgemeinert
(was angesichts der 2 x 3 Komponenten ohnehin nicht moglich wére), sondern
sind als Elemente eines Tensors aufzufassen.

Die Maxwell-Gleichungen lauten in dieser Notation:

Bemerkung:

= g JH
2 oxV Ho

v

o FH ﬁE’:?”) Lo ¢ p

3 10 7
X B — z%; = toJ

0z oxH oxv

OFw  0Fn 0By _ (| _ [ VxE+58
V- B=

Die Komponenten des kovarianten Tensors F),, ergeben sich analog zu einem
Vierer-Vektor (= Minuszeichen bei p = v = 0!).
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3.5 Die Lorentz-Transformation der Felder

.. ergibt sich aus der Tatsache, dass sie als Komponenten eines Tensors aufgefasst werden
miissen. Fiir die Transformation des Letzteren gilt

v —8 0 0
_ -8 v 0 0
R e B A
0 0 0 1
( gewdhlt wie oben ]
Demnach gilt offenbar:
By 01 07 1w 1 10v 1 1y
— _726F00+72F01+72ﬁ2F10_725F11
E E
= 0+ = —9—= -0
c c
E E
= =P01-p) = =
c c
El
= (F)” = LYLIFW = qLIF" —pLIF"
E
= yF2 _~pF2 = ’V?y — 8B,
usw.
Also:
B, = y(E,~vB.) B, = A(B,+%E)
E. = ~(E.+vBy) Bl = 7(B:— 5E)
oder vektoriell:
=/ = -/ -
By = B . Bi= B )
E, = y(EL+7xB) By = 4(BL—-4UxE)

d.h. also: die ,Anteile” von E und B sind in den verschiedenen Inertialsystemen i.A. verschieden.
Es gibt zwei interessante Spezialfille, die das illustrieren:

(a) Mit B = 0 folgt:

(b) Mit E = 0 folgt:
E' = —yu(B.&, — Byé.) = —uv(BLé, — B,z.) - 7x B
U =0¢€,
Wenn also in irgendeinem Punkt im Koordinatensystem 3 E =0oder B=0 gilt, gilt in ¥’

E’ # 0 oder B # (: ein reines E- oder B-Feld in ¥ kann niemals zu einem sreinen” Feld in '
werden.
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3 Kovariante Formulierung

Bemerkung:

Bemerkung:

Die Uminterpretation von E und B von einem Inertialsystem (X) in ein anderes
(%') unterliegt Einschriinkungen durch die Invariante E' - B’ = E - B und
E? _—2B"? = E2— 2B2 d.h. E und B sind in jedem Inertialsystem senkrecht
zueinander und es gilt in jedem Inertialsystem % = c. Elektromagnetische

Wellen behalten also ihre grundsétzliche Struktur.

Die Maxwell-Gleichungen koénnen noch tiefer gehend motiviert werden: es ist
moglich, sie aus einem ,Prinzip der extremalen Wirkung* herzuleiten. Dann
wird die Lagrange-Funktion der klass. Mechanik auf eine ,Lagrange-Dichte"
verallgemeinert (siehe z.B. Landau-Lifschitz oder Schlickeiser-Skript). Diese
Vorgehensweise fiihrt dann in Richtung allgemeiner Quantenfeldtheorie.
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